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Vorbemerkungen von F. Klein 
Tagebuch 1796 


Vorbemerkungen. 


Die tagebuchartigen Aufzeichnungen von GauB, welche im folgenden 
zum ersten Male zusammenhiingend zur Veréffentlichung kommen, fiillen 
19 kleine Oktavseiten in einem unscheinbaren Heftchen, welches sich seit 
GauB’ Tode in der Familie weiter vererbt hat und uns durch Vermittelung 
von Herrn Stiickel im Sommer 1898 seitens des Enkels von GauB, des 
Herrn C. Gau8 in Hameln, zur Benutzung bei der Weiterfiihrung der 
Gesamtausgabe von Gaui’ Werken zur Verfiigung gestellt wurde. Herr 
C. GauB hat spiiter — unter Wahrung seines persdnlichen Eigentums- 
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_rechts — in dankenswerter Weise verfiigt, daB besagtes Heftchen dauernd 
im hiesigen GauB-Archiv aufbewahrt werden soll. 

Die auBerordentliche wissenschaftliche Bedeutung dieses Tagebuchs 
oder Notizenjournals (wie es GauB selbst gelegentlich in einem Brief an 
Olbers nennt; siehe Nr. 88 des folgenden Abdrucks) ist von mir bereits 
im zweiten derjenigen Berichte, welche ich der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften alljaihrlich itiber den Stand der Herausgabe von Gaub’ Werken 
erstatte, unter Mitteilung einiger charakteristischer Stellen hervorgehoben 
worden,*) — sie tritt nicht minder in dem neuerschienenen Band VIII 
von Gau8’ Werken hervor, wo wir vielfach auf die Angaben des Tage- 
buches rekurrieren konnten. Nach dem von der K. Gesellschaft angenom- 
menen allgemeinen Plane fiir die Weiterfiihrung der Gesamtausgabe soll 
dasselbe mit dem gesamten sonstigen in Betracht kommenden biographischen 
Material in Bd. X der Werke ausfiihrlich publiziert und bearbeitet werden. 
Aber es ist bis dahin noch ein langer Weg, dessen Ende noch nicht 
mit Sicherheit abzusehen sein diirfte. Ich glaube also auf allgemeine Zu- 
stimmung rechnen zu diirfen, wenn ich das Tagebuch hier vorab als 
Beitrag zu der von der K. Gesellschaft der Wissenschaften anlaBlich ihres 
150 jahrigen Bestehens geplanten historischen Festschrift in vorldufiger Form 
veréffentliche. Die endgiiltige Bearbeitung in Bd. X wird damit nichts 
an ihrem Werte verlieren, sie wird aber dadurch, daB das Material schon 
jetzt zur Offentlichen Kenntnis und dffentlichen Diskussion kommt, 
erleichtert werden. 

Zwei Dinge diirfen ja wohl gleich hier vorab hervorgehoben werden, 
welche dem Tagebuch einen unvergleichlichen biographischen Wert verleihen. 

Das eine ist der unmittelbare, sozusagen persdnliche Einblick, den 
wir gerade fiir die entscheidenden Jahre 1796—1800 in den wissenschaft- 
lichen Werdegang des jungen Gauf gewinnen**). Da ist noch keine 
Spur der abgeschlossenen Reife des wissenschaftlichen Urteils oder auch 
der vornehmen Zuriickhaltung, wie sie GauB in spiiteren Lebensjahren 
za eigen waren. Wichtiges und Unwichtiges wechselt ab; neben Ent- 
deckungen von der gréSten Tragweite finden sich Trivialitaiten, wie sie 
der Anfinger zu iiberwinden hat; iiberall aber tritt der persénliche Anteil, 
den Gau8 an seinen Miihen und Erfolgen nimmt, in iiberquellender Weise 
zu Tage. Und dabei immer wieder die Eigenart seines mathematischen 
Genius: induktiv, an der Hand von Zahlenrechnungen, die Resultate zu 
finden, um hinterher langsam, in hirtester Arbeit, die Beweise zu zwingen. 


*) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1899, Ge- 
schiftliche Mitteilungen, Heft 1. (Abgedruckt in Bd. 53 der Math. Annalen, p. 45—48.) 

*) GauB ist am 30. April 1777 geboren, war also, als er das Tagebuch am 
30. Miirz 1796 begann, noch nicht ganz 19 Jahre alt. 
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Das andere ist die Verkniipfung der einzelnen wissenschaftlichen 
Fortschritte, die GauB gelingen, und die genaue Datierung bestimmter 
Entdeckungen. Man kann allerdings den Wunsch nicht unterdriicken, 
GauB méchte bei seinen Aufzeichnungen mit gréBerer Konsequenz vor- 
gegangen sein und sich auberdem nicht so vielfach mit bloBen An- 
deutungen begniigt haben. Manche Frage nach der Entstehung von GauB’ 
spiteren mathematischen Auffassungen und Ideen wird sich auch mit Hilfe 
des Tagebuches niemals beantworten lassen und andererseits wird uns 
manche Tagebuchnotiz dauernd unverstindlich bleiben. Trotzdem ist der 
Fortschritt, der sich aus einem genauen Vergleich der einzelnen Nummern 
des Tagebuches mit den erhaltenen Stiicken des Nachlasses ergeben muB, 
zweifellos ein sehr bedeutender. Ich habe bei der folgenden Publikation 
als meine Hauptaufgabe angesehen, in dieser Hinsicht die Wege nur erst 
zu ebnen, und bin nur nach einer Seite weiter gegangen, indem ich nim- 
lich das Material aus den Jahren 1797—1800 heranzog, welches sich auf 
die Theorie der elliptischen Funktionen bezieht. Das Hauptergebnis meiner 
betreffenden Studien findet sich in einer FuBnote zu Nr. 111 des Tage- 
buches (p. 26 unten); die Fachgenossen miissen entscheiden, wie weit 
sie dasselbe als gesicherten Besitz acceptieren und dementsprechend die 
bisher geltende Auffassung abiindern wollen. 

Hinsichtlich der Art der im folgenden gegebenen Verdffentlichung 
und der hinzugefiigten Bemerkungen mégen iibrigens folgende Angaben 
vorausgeschickt werden. 

Zuniichst, was die Notizen des Tagebuches selbst betrifft, so habe ich 
mich bei deren Wiedergabe keineswegs genau an die Auferlichkeiten 
des Originals gebunden. Vor allen Dingen habe ich im Interesse der 
Ubersichtlichkeit und der bequemeren Bezugnahme die siimtlichen Siftze 
durchlaufend numeriert (siehe auch das auf p. 33, 34 abgedruckte Sach- 
register). Die Angaben iiber Ort und Zeit wurden méglichst gleichformig 
gestaltet, und auch dem Text, wo es wiinschenswert schien, hin und 
wieder ein Wort oder eine Silbe (die dann in eckige Klammern [—] ein- 
geschlossen sind) hinzugefiigt. Leicht erkennbare sprachliche Unrichtig- 
keiten wurden kurzweg verbessert. Die Formeln wurden herausgehoben 
und in moderner Weise gedruckt. Einer Anzahl Nummern wurden hori- 
zontale Striche zugesetzt; dieselben sollen in freier Form gewisse Marken 
von wechselnder Gestalt reproduzieren, welche GauB den einzelnen Notizen 
vorangestellt hat, um deren Wichtigkeit hervorzuheben. Hine grobe Zahl 
der Notizen, insbesondere derjenigen zahlentheoretischen Inhalts, ist im 
Original unterstrichen; ich habe im Druck diese Unterstreichungen weg- 
gelassen, weil es scheint, als seien dieselben erst hinterher angebracht und 
darauf beztiglich, ob GauB die einzelne Notiz bei spiiteren Arbeiten benutzt 

1" 
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hat oder nicht. Im tibrigen wolle man das als Tafel beigegebene Faksimile 
einer Seite des Tagebuchs vergleichen, welche die Nummern 92—100 der 
weiterhin eingehaltenen Zahlung enthiilt. 

Dann aber, was die Bemerkungen angeht, die ich einzelnen Nummern 
zugesetzt habe, so haben sie samtlich den Zweck, den aktenmiBigen 
Wert des mitgeteilten Materials zu erhdhen. MHierzu schien mir vor 
allen Dingen der Hinweis auf parallellaufende Zeitangaben in den bis- 
herigen Veréffentlichungen von Gauf’ Werken oder Briefen erwiinscht. 
Die Bande der Gesamtausgabe werden dabei durch bloBe rémische Ziffern 
zitiert; sonst finden sich noch abgekiirzte Hinweise auf die Festrede, 
welche Schering 1877 gelegentlich der Feier von GauB’ hundertjihrigem 
Geburtstage hielt (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften, 
22. Band), auf den Briefwechsel von GauB mit W. Bolyai (herausgegeben 
von Fr. Schmidt und P. Stickel, Leipzig 1899) und auf den Briefwechsel 
von Gau8 mit Olbers (Wilhelm Olbers, sein Leben und seine Werke, 
herausgegeben von C. Schilling, zweiter Band, Berlin 1900). Besonderen 
Dank habe ich Herrn Dedekind fiir einige erliiuternde Bemerkungen zu 
sagen, die ich mit der Chiffre D. versehen den in Betracht kommenden 
Nummern hinzufiigte. Hieriiber hinaus habe ich verschiedentlich auf den 
handschriftlichen NachlaB von Gaub, wie er z. Z. im hiesigen Gaub- 
Archiv aufbewahrt wird, Bezug genommen und insbesondere bei denjenigen 
Nummern, die sich auf die elliptischen Funktionen in den Jahren 1797—1800 
beziehen, solche Stiicke des Nachlasses abgedruckt, die nun erst an der 
Hand des Tagebuches ihre volle Bedeutung gewinnen. Fiir die Jahre 
1796, 1797 ist in dieser Hinsicht ein mit Schreibpapier durchschossenes 
Exemplar des Lehrbuches von Leiste: Die Arithmetik und Algebra, 
Wolfenbiittel 1790, (114 pag.) besonders wertvoll, indem Gau8 damals 
auf dessen freie Seiten eine Reihe der interessantesten Hintragungen 
gemacht hat (wie er ja iiberhaupt in die Biicher seiner Bibliothek vielfach 
Notizen eintrug, gleich als wollte er jedes leere Blatt ausnutzen, das 
Dauer zu besitzen schien)*). Fiir die Jahre 1798—1800 kommen dann 
neben losen Zetteln, die sich zufillig erhalten haben, insbesondere die 
sogenannten Schedae in Betracht, d. h. Notizheftchen, welche in unge- 
regelter Aufeinanderfolge Zahlenrechnungen und Bemerkungen der ver- 
schiedensten Art, vielfach auch die Ansitze zu zusammenhiingenden Dar- 
stellungen enthalten; das Nihere hieriiber ist unten bei den einzelnen 
Nummern mitgetheilt. — 

Ich habe noch nach verschiedenen Seiten hin fiir vielfache Unter- 


*) Die Notizen aus Leiste werden in der Folge so zitiert, daB jedesmal die 


Druckseite angegeben wird, mneben der sie sich in dem durchschossenen Exemplare 
befinden. 
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stiitzung, die ich bei meiner Arbeit fand, Dank auszusprechen. Das 
Faksimile einer Seite des Tagebuches, welches am Schlusse folgt, ist 
von Herrn Brendel dahier (dem jetzigen Generalredaktor der GauBausgabe) 
besorgt worden; derselbe hat mich durch seine groBe Kenntnis des Nach- 
lasses auch sonst weitgehend unterstiitzt. Nicht minder bin ich den 
Bearbeiten von Bd. VIII der GauBischen Werke, den Herren Borsch, 
Fricke und Stickel, sowie den Herren Fueter und Sommer dahier fir 
vielfache Bemerkungen und sonstige Hilfe verpflichtet. Der Mitwirkung 
von Herrn Dedekind gedachte ich schon oben; dieselbe erstreckte sich 
schlieBlich auf fast alle Teile des Tagebuches und ist mir besonders wert- 
voll gewesen. 


Gottingen, den 3. Juli 1901. 
F. Klein. 








1) 


2) 
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GauB’ Tagebuch 1796—1814. 
1796. 


Principia quibus innititur sectio circuli, ac divisibilitas eiusdem geometrica 
in septemdecim partes etc. 
Mart. 30. Brunsvigae. 


Das gleiche Datum in I, p. 476 (nach dem Vermerk in Gau8’ Handexemplar 
der Disquisitiones Arithmeticae, Anm. zu Art. 365), ebenso in Sartorius v. Walters- 
hausen, Gau8 zum Gediichtnis, p. 16*); v. Waltershausen bemerkt dort: 

»Diese Entdeckung* [der Konstruktion des Siebzehnecks], ,,welche GauB bis 
zum Ende seines Lebens sehr hoch schiitzte, ist es vornehmlich gewesen, welche 
seinem Leben eine bestimmte Richtung gegeben hat, denn von jenem Tage an war 
er fest entschlossen, nur der Mathematik sein Leben zu widmen.“ 


Numerorum primorum non omnes numeros infra ipsos residua quadratica 
esse posse demonstratione munitum. 
Apr. 8. Brunsvigae. 

Vergl. I, p. 475, wo die Worte des Artikels 130 der Disquisitiones arithmeticae: 
,Postquam rigorose demonstravimus, quemvis numerum primum formae 4n-+1 et 
positive et negative acceptum alicuius numeri primi ipso minoris non-residuum esse . . .‘ 
mit folgender Bemerkung begleitet werden: hanc demonstrationem deteximus 1796 
Apr. 8. Im AnschluB an diesen Satz gibt Gau8 in Art. 131 seiner Disq. a. den 
ersten seiner sechs Beweise des quadratischen Reziprozitiitsgesetzes, beziiglich dessen 


*) Die bald hernach erfolgte erste Veriffentlichung des Resultats (auf die bereits 
Schering in seiner Festrede von 1877 hinweist) ist seither noch nicht in extenso ab- 
gedruckt worden und mag daher hier reproduziert werden. Dieselbe findet sich im 
»Intelligenzblatt der allgemeinen Litteraturzeitung’, Nr. 66 vom 1. Juli 1796 (p. 554 
des Jahrgangs), und hat folgenden Wortlaut: 

»Es ist jedem Anfiinger der Geometrie bekannt, daB verschiedene ordentliche 
Vielecke, namentlich das Dreieck, Viereck, Fiinfzehneck, und die, welche durch 
wiederholte Verdoppelung der Seitenzahl eines derselben entstehen, sich geometrisch 
konstruieren lassen. So weit war man schon zu Euklids Zeit, und es scheint, man 
habe sich seitdem allgemein iiberredet, daB das Gebiet der Elementargeometrie sich 
nicht weiter erstrecke: wenigstens kenne ich keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzen 
auf dieser Seite zu erweitern. 

Desto mehr, diinkt mich, verdient die Entdeckung Aufmerksamkeit, da8 au/fer 
jenen ordentlichen Vielecken noch eine Menge anderer, z. B. das Siebenzehneck, einer 
geometrischen Konstruktion fthig ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein Korol- 
larium zu einer noch nicht ganz vollendeten Theorie von gréSerem Umfange und sie 
soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten hat, dem Publikum vorgelegt werden.“ 

»C. F. GauB8 a. Braunschweig, Stud. der Mathematik zu Gittingen.“ 

»Es verdient angemerkt zu werden, daS Herr Gau8 jetzt in seinem 18. Jahre 
steht und sich hier in Braunschweig mit ebenso gliicklichem Erfolg der Philosophie 
und der klassischen Litteratur als der héheren Mathematik gewidmet hat.“ 

»Den 18. April 96.“ »i. A. W. Zimmermann, Prof.“ 


| 
} 
| 
| 


~~ 
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in I, p. 476 (Anm. zu Art. 131) des weiteren mitgeteilt wird: Theorema fundamentale 
per inductionem detectum 1795 Martio. Demonstratio prima, quae in hac sectione 
traditur, inventa 1796 Apr. 
3) Formulae pro cosinibus angulorum peripheriae submultiplorum expres- 
sionem generaliorem non admittent nisi in duab[us] periodis. 
Apr. 12. Brunsvigae. 


4) Amplificatio normae residuorum ad residua et mensuras non indivisibiles. 
Apr. 29. Gottingae. 
Wegen des Datums vergl. I, p. 476 (Bem. zu Art. 183 der Disq. a.). 


5) Numeri cuiusvis divisibilitas varia in binos primos. 
Mai. 14. Gottingae. 


6) Coefficientes aequationum per radicum potestates additas facile dantur. 


Mai. 23. Gottingae. 


Beziigliche Formeln finden sich in Leiste neben der Druckseite 6. 


7) Transformatio seriei 
1—-2+4+8—64+..-- 


in fractionem continuam: 
1 


i+2 
i+?2 
i+8 
1+12 
1+ 32 
1+ 56 
1+ 128 
[14 1-B-1-8-741-3-7 1 = 
i+2 
1+6 

i+ 12 


1428 
et aliae. ' 
Mai. 24. Gottingae. 
Vgl. unten Nr. 58. 
8) Scalam simplicem in seriebus variatim recurrentibus esse functionem similem 
secundi ordinis scalarum componentium. 
Mai. 26. 
Als Skala einer rekurrenten Reihe bezeichnen die ilteren Mathematiker die 


Koeffizienten des linearen Gesetzes, welches die aufeinanderfolgenden Reihenglieder 
verbindet. 











9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 
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Comparationes infinitorum in numeris primis et factoribus cont[entorum]. 
Mai. 31. Gottingae. 


Scala ubi seriei termini sunt producta vel adeo functiones quaecunque 
terminorum quotcunque serierum. 
Jun. 3. Gottingae. 


Formula pro summa factorum numeri cuiusvis compositi factor] gener|alis] 
n+1 
a —1 


a—1 Jun. 5. Gottingae. 





Periodorum summa omnibus infra modulum numeris pro elementis sumtis 
fact{or] gen[eralis] ((»+1)a—na)a"-'. 
Jun. 5. Gottingae. 
Der Ausdruck (m+ lha— na)a"~* ist hier genau so abgedruckt worden, wie 


er im Original zu stehen scheint, trotzdem er in dieser Form ersichtlich keinen ver- 
stindlichen Sinn gibt. 


Leges distributionis. 
Jun. 19. Gottingae. 


—— . a? . . ; 
Factorum summae i. infinito = ¢° sum[ma] num|erorum|. 


Jun. 20. Gottingae. 
Vergl. Nr. 31 unten. 


Coepi de multiplicatoribus (in formis divisorum form|arum]| qu{adraticarum |) 
connexis cogitare. 
Jun. 22. Gottingae. 
Vergl. I, p. 476, wo zur Uberschrift der Sectio quinta der Disq. a. ,,de formis 
aequationibusque indeterminatis secundi gradus“ vermerkt ist: Inde a Jun. 22. 1796. 


Nova theorematis aurei demonstratio a priori toto coelo diversa eaque 
haud parum elegans. 
Jun. 27. 
Vergl. I, p. 476 (Bem. zu Art. 262 der Disq. a.), wo indes als Datum fiir die 
Auffindung dieses ,,zweiten Beweises“ des quadratischen Reziprozitiitsgesetzes, in 
Ubereinstimmung mit Gau8’ eigener Notiz in seinem Handexemplar der Disq. a., 
1796 Juli 27 angegeben ist. Es handelt sich dabei offenbar um einen Schreibfehler. 


Quaeque partitio numeri @ in tria O dat forman in tria 0 separabilem. 
Jul. 3. 


C ist so viel wie ,quadrata*. 


ETPHKA nunferus] = 4+ 4+ 4. 
Jul. 10. Gottingae. 
4+ 4+ 2 bedeutet ersichtlich: Summe dreier Dreieckszahlen. 


Determinatio Euleriana formarum in quibus numeri compositi plus una 
vice continentur. 











22) a 


24) ( 


25) I 


26) ( 


27) & 


28) | 


29) | 
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24) 
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Principia componendi scalas serierum variatim recurrentium. 
Jul. 16. Gottingae. 


Methodus Euleriana pro demonstranda relatione inter rectangula sub 
segmentis rectarum sese secantium in sectionibus conicis ad omnes curvas 
applicatum. 

Jul. 31. Gottingae. 
a?" +1(P) = J semper solvere in potestate. 

Aug. 3. Gottingae. 


Der Exponent von a ist nicht recht verstiindlich; er ist aber méglichst genau 
nach dem Original wiedergegeben. 


Rationem theorematis aurei quomodo profundius perscrutari oporteat 
perspexi et ad hoc accingor supra quadraticas aequationes egredi conatus. 


Inventio formularum qui semper per primos: V1 (numerice) dividi possunt. 
Aug. 13. Gottingae. 


Ansatz zum dritten und vierten Beweise des Reziprozitiitsgesetzes quadratischer 
Reste; siehe unten, No. 30. 


Obiter (a +b Y— 1)"+"V-1 evolutum. 
Aug. 14. 


Rei summa iamiam intellecta. Restat ut singula muniantur. 
Aug. 16. Gottingae. 


(a?) = (a) mod. p, a radix aequationis cuiusvis quomodocunque irrationalis. 
[Aug.] 18. 
Wahrscheinlich bedeutet (a) eine Fynktion von x, die fiir «=a verschwindet, 
und entsprechend (a”) die Funktion, deren Wurzeln die p‘ Potenzen von den Wurzeln 
der ersten Funktion sind; p Primzahl. (D.) 


Si P, @ functiones alg[ebraicae] quantitatis indeterminatae fuerint in- 
clognitae|. Datur: 
tP+uQ=1 


in algebra tum speciata tum numerica. 
[Aug.] 19. Gottingae. 


Algebra speciata = Buchstabenrechnung. 


Exprimuntur potestates radicum aequationis propositae aggregatae per 
coefficientes aequationis lege perquam simplici (cum aliis quibusdam 
geometr[icis] in Exerce:). 

[Aug.] 21. Gottingae. 
Summatio seriei infinitae 


n 2" 


x 
ee eee pe aisle 





-2n 


eod[em] [die]. 











31) 


32) 


33) 


35) 


36) 
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Minutiis quibusdam exceptis feliciter scopum attigi scil[icet] si 
p” = 1 (mod. x) 


fore x*— 1 compositum e factoribus gradum non excedentibus et proin 
aequationem conditionalem fore solubilem; unde duas theor|ematis] 
aurei demonstr[ationes| deduxi. 
Sept. 2. Gottingae. 

Siehe oben, No. 23, und No. 68 unten. Die aequatio conditionalis ist vermutlich 
dieselbe, die sonst von Gau8S aequatio auxiliaris genannt wurde, man vergl. in IJ, 
p- 229, 233, 234, die Artikel 360, 365, 366 der Analysis residuorum, sowie die Fub- 
note zu No. 68. (D.) 


Numerus fractionum inaequalium quarum denominatores certum limitem 
non superant ad numerum fractionum omnium quarum num|{eratores] aut 
denom|inatores| sint diversi infra eundem limitem in infinito ut 6: 2’. 











Sept. 6. 
Vgl. No. 14 oben. 
“=.= stat[uitur] I7(7) = 2 et « = ®(z) 
Vi-z 
erit 
at 2? gi? 3-218 3 - 185 - 216 
@(2)=2— 5 + its — moa + ivoa-ea — iv9a-ea-a 8 a6 + 
Sept. 9. 
Auf vorstehende Notiz nimmt Fricke in VIII, p. 95, ausdriicklich Bezug. 
Si: 
o( dx ) oe 
. v1 — 2" 
erit: 
1.2"! sad 2n+1 a ),hutt ; 
@(z)=2 — .—— - A + (» 1s" er Sin (n" ata 1) mie +... 
2(n-+ 1) 4(2n-+-1) 2(n+-1) (3n-+-1) 


Die Exponenten von z sind im Original unrichtig angegeben. 


Methodus facilis inveniendi aeq|uationem| in y ex aeq[uatione| in z, si 
ponatur: 
a" + aa®-'+ ba®-F4.---=y. 
Sept. 14. 
Fractiones quarum denominator continet quantitates irrationales (quomodo- 
cunque?) in alias transmutare ab hoc incommodo liberatas. 
Sept. 16. 


Coefficientes aeq|uationis| auxiliariae eliminationi inservientis ex radicibus 
aeq|uationis] datae determinati. 
eo[dem] [die]. 


37) Nova methodus qua resolutionem aequationum universalem investigare 








38) 


39) 


40) 


_ 41) 


42) 


43) 


44) 





38) 


39) 


40) 


_ 41) 


42) 


43) 


44) 
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forsitanque invenire licebit. Scilficet] transm[utare] aeq|uationem|] in aliam 
cuius radices: 
ao’ + Bo’ + yo" + : 
vi = a, B ete. 


et m numerus aequationis gradum denotans. 


ubi: 


Sept. 17. 


In mentem mihi venit radices aeq[ationis] 2*— 1 ex aeq[{ationibus] com- 
munes radices habentibus elicere ut adeo plerumque tantum aequationes 
coefficientibus rationalibus gaudentes resolvi oporteat. 


Sept. 29. Brunsvigae. 
Aequatio tertii gradus est haec: 


n*? — 8n — 1 — mj 
w+ x*— nx + - ; P=0 





ubi 3n+1=p et m numerus resid{uorum] cubic{orum] similes sui 
excipientes. Unde sequitur si n= 3k fore m+1=31; si n=3kK+1 
fore m = 31. 
Sive 
2 — 3pz + (p*—8p— 9pm) =0 
hoc [modo] m penitus determinatum, m +1 semper 0+ 3-0. 
Oct. 1. Brunsvigae. 


Statt ,,excipientes* muB es vermutlich ,,excipientium’ heiBen. — In Leiste finden 
sich neben der Druckseite 8 Einzelbeispiele. Vergl. tibrigens No. 67. 


Aequationis 
z?—1=0 
radices per integros multiplicatae aggregatae cifram producere non possunt. 
© Oct. 9. Brunsvigae. 


Quaedam sese obtulerunt de multiplicatoribus aequationum ut certi termini 
eliciantur, quae praeclara pollicentur. 

© Oct. 16. Brunsvigae. 
Lex detecta: quando et demon|strajta erit, systema ad perfectionem 
evexerimus 
: Oct. 18. Brunsvigae. 
Vicimus GEGAN. 

Oct. 21. Brunsvigae. 
Auf der Innenseite des vorderen Einbanddeckels des Tagebuches steht: 
GEGAN 
WAEGEGAN. 


Formula interpolationis elegans. 
Nov. 25. Gottingae. 








45) 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


51) 
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Incepi expressionem: 


in seriem transmutare secundum potestates ipsius  progredientem. 
Nov. 26. Gottingae. 


Formulae trigonometricae per series expressae. 


per Dec. 
Differentiationes generalissimae. 
Dee. 23. 


Curvam parabolicam quadrare suscepi cuius puncta quotcunque dantur. 
Dee. 26. 
Hierher gehérige Formeln finden sich bei Leiste neben Druckseite 13. 


Demonstrationem genuinam theorematis Lagrangiani detexi. 
Dee. 27. 


Vergl. den ,,Neuen Beweis des Lagrangischen Lehrsatzes“ in VIII, p. 76—79, bei 
welchem Fricke (p. 79) ausdriicklich auf vorstehende Tagebuchnotiz verweist. In 
Leiste findet sich neben den Druckseiten 10 und 11 eine etwas andere Darstellung 
des betreffenden Beweises (mit weniger Text). 


1797. 
f Vsinz da = 2 | — 


dy sin 
fViang cde —2 fy ot = y= og @ 


7a. ¢ e > dy 
sin x dz = 2 Jyvi-y 


Curvam (elasticam) lemniscatam a 


” dz 


Vi—«* 





Jan. 7. 


pendentem perscrutari coepi. 
Jan. 8. 
Dasselbe Datum in II, p. 493. Das Wort ,,elasticam“ ist im Original durch- 
strichen und an seine Stelle ,,lemniscatam“ gesetzt. In Leiste stehen neben den 
Druckseiten 16, 17, 18 einige Notizen, in denen das Additionstheorem der lemnis- 
katischen Funktion und die Multiplikation mit 2 und 3 behandelt wird; in der dazu- 
gehérigen Uberschrift findet sich genau dieselbe Korrektur. 


52) Criterii Euleriani rationem sponte detexi. 


Jan. 10. 








58) 


54) 


57) 


58) 


59) 
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ad circ[uli] quadr[aturam] reducere commentus sum. 


x" dx 
ita" 


Beziigliche Formeln stehen in Leiste neben der Druckseite 27. 


53) Integrale complet[um] 


Jan. 12. 
54) Methodus facilis 


determinandi. 


55) Supplementum eximium ad polygonorum descriptionem inveni. Sc{ilicet| 
si a,b,c,d--- sint factores primi numeri primi p unitate truncati tunc 
ad polygoni p laterum [descriptionem] nihil aliud requiri quam ut: 

1.° arcus indefinitus in a, b,c,d--- partes secetur. 

2° ut polygona a,b,c, d--- laterum describantur. 

= Jan. 19. Gottingae. 
56) Theoremata de res[iduis] —1, + 2 simili methodo demonstrata ut cetera. 


Febr. 4. Gottingae. 
Dasselbe Datum in I, p. 476 (Anmerkung zu Art. 145 der Disq. a.). 


57) Forma: 
a? + b? + c? — be — ac — ab 
quod ad divisores attinet, convenit cum hac: 








a’ + 30. 
Febr. 6. 
58) Amplificatio prop[ositionis] penult{imae] p[aginae] 1 scilicet 
8 . 1 
1—a+a—a®+a—...= x3 
1+ a* —@ 
a. ae 
1+a'—a? 
~ i+aé 
1 + ete. 


Unde facile omnes series ubi exp[onentes] ser[iem] sec{undi] ordinis 
constituunt transformantur. 


Febr. 16. 
Vergl. oben, No. 7. 


59) Formularum integralium formae: 


feta otf =. 
VA ut 


inter se comparationem institui. 





Mart. 2. 
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60) Cur ad aequationem perveniatur gradus nn‘ dividendo curvam lemniscatam 
——— Mart. 19. 
61) A potestatibus integr|alis| 1 


dx 


0 


Sere 


Es muB jedenfalls hei8en: 
el + 
P (mm? +t? 


2 Pe (erey + way) 


In dieser Form steht die Summe bei Leiste neben Druckseite 88 und 89. 

Im ibrigen mdgen hier folgende Formeln aus Leiste aufgenommen werden, 
welche zeigen, wie weit Gau8 zu der in Betracht kommenden Zeit in die Theorie 
der lemniskatischen Funktionen eingedrungen war. 


Neben Druckseite 62 steht: 
ax af x ax 
(1+ 5) (1+ sex) (tate) (0-3) ie) 


2(m*— 6 m*n?+-n'‘) 1 x\° 
- Prod. ex (: aa (= 2) a (mtn (= ) ) 


: sumtis pro m,” omnibus numeris integris_ inaequalibus 
Sehne von z¢ = ¢ ———__________ —_—-_——- 


(i + **) (1 ti) (1 4 a.) Pa Re a Seek, weer 


2(m*— 6m*n*-+ n°) 2a 1 22\° 
leenaties (2 eC ee (+ ) i (m?-+-n?)4 a(- =) ) 


sumtis pro m, ” omnibus numeris imparibus inaequalibus 


pendet 








(was soviel ist, wie 














und gleich dahinter neben der Druckseite 63: 





i i 
—— SS 12 wes 
~ 60 - sina a+ 10080 - 11700 “ ? 
sin f=2- 1 — eoemenaeal 
1 Eee eS = 12 
+4 —qo080" +  Tap6000 


(wo die Koeffizienten von = <ibeine sind). 
Dann wieder neben Druckseite 89: 


6-5) (0-42) 0-45) 
OS) EOS) 





cos & = 


2(m?—n?*) x? 1 ay 
a i a oe ra 22 4 
- Prod. ex { ——%™ Bt y= (ai+n')" = 
:40 a? a a 
(m?-+-n*)* 2* * (m*+n*)* a! 


— 
’ 


sa m , , 
positis pro ( ) omnibus numeris ( : 
n paribus 





for) 
bo 
SS 


for) 
eo 
— 


o> 


J 


lor) 
wa 
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und unmittelbar dahinter: 





ee 
1 ,* 24” 240” 

i i i 
9 f Dat  ee 
tye — att a6" 


In diesen Formeln ist a dieselbe GréBe, wie in No. 63 z!, niimlich die spiiter 
mit @ bezeichnete lemniskatische Periode 


1 

* dz 

V1i—2' 

0 
Man wolle iibrigens die iltesten Stiicke, betreffend lemniskatische Funktionen, 
vergleichen, welche Schering in III, p. 404—406, in den Nummern 1—4 des Artikels: 
,»Llegantiores Integralis | aah Proprietates‘* von losen Bliittern, die sich iw 
1—2x 

Nachla8 finden, abgedruckt hat. Die Potenzentwickelungen fiir den Zihler und 
Nenner der sin # und cos & sind dort weiter ausgefiihrt, dagegen fehlen die doppelt 


unendlichen Produkte*). (Diese Potenzentwickelungen decken sich fiir den Fall der 
lemniskatischen Funktionen sowohl mit den Al- wie mit den o-Reihen von WeierstraB.) 


Lemniscata geometrice in quinque partes dividitur. 
Mart. 21. 
In Leiste finden sich beziigliche Notizen neben den Druckseiten 102 und 100. 

Zuniichst wird die Gleichung der Fiinfteilung, deren Wurzeln coslemn. 36° ist, in der 
Form mitgeteilt : 

9 — 8624+ 3028+ 122"+4 a? 4(1 — 2) 

1+ 12a'+ 80a*— 3624+ 92" 14 22°42’ 
die dann zu 

5 — 62at — 1052 + 300x'? — 1254" + 50a? + 24 = 0 

zusammengezogen wird. Es folgen Niherungsrechnungen zur Auffindung der 
Wurzeln; zwischendurch treten auch Quadratwurzelausdriicke auf; schlieBlich kommt 
cos 36° == 0,52047024. 


Inter multa alia curvam lemniscatam spectantia observavi: 

Numeratorem sinus decompositi arcus duplicis esse 

= 2-num. denom. sinus >< num. denjom]. cos arcus simpllicis]. 

Denominator[em] vero = (num. sin)‘ + (denom. sin)‘. 

Iam si hic denominator pro areu a’ ponatur @ erit denom[inator] 
sin areus ka'= @*. lam 

*) In Leiste findet sich neben p. 39 im Anschlusse an allerlei Rechnungen, die 
sich auf das Integral / beziehen, auch noch folgender Ansatz zu einer 


i—zx 
Produktentwickelung: 


ax ax a 
. (1 - a5) (1 ~ 729-9. a) (1 ~ 729. 8°. =) 7 





(VO) Oa) FS) OF) 








64) 


65) 


66) 


67) 


68) 
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@ = 4,810 480 
cuius numeri logarithmus hyperbolicus est = 


1,570 796 i.e. ==, 


quod maxime est memorabile, cuiusque proprietatis demonstratio gravissima 


analyseos incrementa pollicetur. 
Mart. 29. 


Die Einzelheiten der hier angedeuteten Rechnung finden sich in Leiste neben 
Druckseite 71. Zuniichst wird vermége der bei No. 61 mitgeteilten Reihenent- 
wickelungen der Zihler M und Nenner WN fiir « = 45° berechnet und hieraus dann 
Nx nach der allgemeinen Formel N4—(M‘+ N‘)*. Die Rechnung schlieBt mit 
der charakteristischen Wendung: 

4,81048 = Nz, 


log. hyp. dieser Zahl = 1,5708 = — » Cireuli? 


Offenbar kommt diese Berechnung von © darauf hinaus, daf fiir den besonderen 
Wert «= 0 der Exponentialfaktor bestimmt wird, der dem Nenner (oder Zihler) von 
sinlemn. x zutritt, wenn « um eine Periode vermehrt wird. 

Ubrigens finden sich in Leiste neben Druckseite 26 Multiplikationsformeln all- 
gemeinerer Art, z. B. 


2 ‘ 2 8 —_ 
Pnrz=nQ" =>... = oe +9 "ita as 


n° — 13n* + 36n* + 420n(n* — 1) 


2—9 9 
10 080 i tla 





Demonstrationes elegantiores pro nexu divisorum formae 0 — «, +1 cum 
—1, +2 inveni. 
Jun. 17. Gottingae. 
Das + 1 ist nicht recht verstiindlich, steht aber im Original. 


Deductionem secundam theoriae polygonorum excolui. 
Jul. 17. Gottingae. 


Per utranque methodum monstrari potest puras tantum aequationes solvi 
oportere. 


Quod Oct. 1. per ind[uctionem| invenimus demonstratione munivimus. 
Jul. 20. 
Siehe ohen, No. 39. 
Casum singularem solutionis congruentiae 
a*—1=0 
(scilicet quanto congjruentia] auxilliaria] radices aequales habet), qui 
tam diu nos vexavit felicissimo successu vicimus ex congruentiarum 


solutione si modulus est numeri primi potestas. 
Jul. 21. 





70) 


71) 








69) 


70) 


~l1 
—_ 
a 
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Vergl. eine Bemerkung von Dedekind in II, p. 241 (Erliiuterung zu § 251 der 
Analysis residuorum)*). 
Si 


gmtn te qymtn-1l 4 bgmtn-2 4... tg (A) 
per 


gm + agm-1 + ban-* +.+--+m (B) 
dividatur atque omnes coefficientes in (A) a, b, ¢ ete. sint numeri integri 
coefficientes vero omnes in (B) rationales etiam hi omnes erunt integri 
ultimumque » ultimus m metietur. . 
Jul. 23. 


Vergl. I, p. 475, Anmerkung zu Art. 42 (wo das Datum als 1797 Juli 22 an- 
gegeben ist). 


Forsan omnia producta ex 
(a+be+co*?+de*+ ---) 
designante @ omnes radices prim[itivas| aeq[uationis] 2* = 1 ad formam 
(~—e@y) (@— ey) --- 
reduci potest. Est enim: 
(a+ be +c") (a+ be? +cg) = (a—b)?+ (a—b) (e—a) + (e—a)? 
(a + be + cg* + do®) (a + be* + cg? + de) = (a—c)?+ (b—d)y? 
(a+bo+co?+do>+eo*+fe°)( )=@+b—d—e) 
—(a+b—d—e) (a—c—d+f) + (a—c—d+fy 
= (a+b—d—e)* 
— (a+b—d—e) (b+c—e—f)+ (b+c—e-f). 
Vid. Febr. 4. 


Falsum est. Hine enim sequeretur e binis numeris in forma pr[oductum] 
e («— gy) contentis productum in eadem forma esse quod facile refutatur. 
In den Formeln sind beim Abdruck einige Einzelheiten verbessert. 


Radicum aeq|uationis] 2” = 1 periodi plures eandem summam habere non 
possunt demonstratur. 


Jul. 27. Gottingae. 
Vergl. No. 73. 


*) Diese ,,Analysis residuorum“ wird von Dedekind, II, p. 240, als ein ,,umfang- 
reiches Manuskript* bezeichnet, ,,;welches vermutlich aus dem Jahre 1797 oder 1798 
stammt; durch eine giinzliche Umarbeitung sind aus demselben spiiter die Disqui- 
sitiones arithmeticae entstanden‘'. In II sind davon nur diejenigen beiden Abschnitte 
(auf p. 199—240) abgedruckt, welche in den Disquisitiones arithmeticae, sowie die- 
selben schlieBlich publiziert wurden, fehlen; diese Abschnitte tragen die Uberschriften: 
Solutio congruentiae x” —1==0 und: Disquisitiones generales de congruentiis. Es wird 
interessant sein, einen genauen Vergleich des Gesamtmanuskripts mit den Angaben 
des Tagebuchs vorzunehmen. 


Mathematische Annalen. LYIT. 2 








-~1 
bo 
VS 


73) 


74) 
75) 


76) 


77) 


~1 


8) 


~1 
Ve) 
Ww 


er 
WS 


81) 
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Plani possibilitatem demonstravi. 
Jul. 28. Gottingae. 


Vergl. die Angaben in VIII, p. 162, 194, 199, 200. (Abschnitt: Grundlagen der 
Geometrie.) 
Quod Jul. 27. inscrips|imus] errorem involvit: sed eo felicius nunc rem 
exhausimus, quoniam probare possumus nullam periodum esse posse 


numerum rationalem. 
Aug. 1. 
Vergl. oben, No. 71. 


Quomodo periodorum numerum duplicando signa adornare oporteat. 
Functionum primarum multitudinem per analysin simplicissimam erui. 
Aug. 26. 
In Leiste findet sich neben der Druckseite 5 der Anfang einer bez. Tabelle: man 
vergl. auch II, p. 218 (Analysis residuorum, Art. 343, 344). (D.) 
Theorema: Si 
1 + ax + ba? + ete. --- + mat 
est functio secundum modulum p prima, erit: 
d+a+a?+arP+...4ar"—" 
per hance f[un|ct{io]nem s[e]c[un]d[uJm hunc modulum divisibilis ete. ete. 
Aug. 30. 


Demonstratum, viaque ad multa maiora per introd|uctionem] modulorum 
multiplicium strata. 
Aug. 31. 
Zu No. 76 gehirig. 
Aug. 1. generalius ad quosvis modulos adaptatur. 
Sept. 4. 


Vergl. oben, No. 73. 


Principia detexi, ad quae congruentiarum secundum modulos multiplices 
resolutio ad congruentias secundum modulum linearem reducitur. 
Sept. 9. 


Aequationes habere radices imaginarias methodo genuina demonstratum. 
Oct. Brunsvigae. 
Prom[ulgatum] in dissert{atione] pecul[iari] mense Aug. 1799. 

Vergl. den Abdruck der Dissertation in III, p. 1—30, wo zum SchluB aus einem 
der drei im Nachlasse erhaltenen Exemplare von Gauf’ Dissertation die handschrift- 
liche Bemerkung aufgenommen ist: Principia quibus haecce demonstratio innititur 
deteximus initio Octobr. 1797. 


Nova theorematis Pythagoraei dem[onstratio]. 
Oct. 16. Brunsvigae. 
Im NachiaB vorhanden. Ein ganz elementarer Beweis mit Hilfe von aihnlichen 
Dreiecken, der nichts Charakteristisches hat. 





82) | 


83) P 


sil 
ar 


88) Ca 
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82) Seriei 
a? a8 at 
‘7 *yr ee 


summam consideravimus invenimusque eam = 0, si 


G+ 5 > —- ae + ‘= (e+ 4) 


16 Vz 1024 V3 
Oct. 16. Brunsvigae. 


In Leiste finden sich neben der Druckseite 58 u. a. folgende Formeln: 


2 3 2 8 
t—-#+7—F4+..-=9, e— +5. y, 
Pies 
— a’ yp =®. 

1798, 


83) Positis: 
U1+2)=9'(x); 11+9’2)=o"(@); 11+9"2) = @"(z) ete. 


' 3/7 
wa) = V5 + 
_ 


84) Classes dari in quovis ordine; hincque numerorum in terna quadrata 


= discerpibilitas ad theoriam solidam reducta. 


erit 


Apr. Brunsvigae. 


Apr. Brunsvigae. 
Vergl. die Angabe in I, p. 476, zu Art. 287, If] der Disq. a. (Demonstratione 
primum munita sunt Mense Aprili 1798.) 
85) Demonstrationem genuinam compositionis virium eruimus. 
Mai. Gottingae. 


Dieser Beweis wird in einem Brief von Wachter an GauB vom 16. Dez. 1814 
erwiihnt. 


a 


6) Theorema Lagrange de transformatione functionum ad functiones quot- 
~~ eunque variabilium extendi. 


Mai. Gottingae. 
87) Series 


1-1-3 
+7 7+ a) + Gan re 3) +mons 
simul cum theoria generali serierum involventium sinus et cosinus angulorum 
arithmetice crescentium. 


Jun. 


oO 
ie 3) 
wa 


Calculus probabilitatis contra Laplace defensus. 


Jun. 17. Gottingae. 


o* 


~ 
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Vergl. einen Brief von GauB an Olbers vom 24. Januar 1812 (Gesamtausgabe 
des Briefwechsels No. 255, p. 493; die hier in Betracht kommende Stelle ist in VII, 
p. 140, abgedruckt). Es wird dort ausdriicklich auf die vorliegende Nummer des 
»Notizenjournals“ Bezug genommen. 
89) Problema eliminationis ita solutum ut nihil amplius desiderari possit. 
Jun. Gottingae. 
90) Varia elegantiuscula circa attractionem sphaerae. 


11-8, 1 1-8-5-7 , 1 1-8-6-7-9-11 
Re. hs $d sg Ce eee Ln wah 20... 
91s) 1+ o-cat a cas-s + 79964-86191 1,02220 


Jul. 
Das Datum ,,Juli* gehért méglicherweise zu No. 90; No. 91a wiirde dann (was 
Tinte und Schreibweise anzudeuten scheinen) eine spiitere Kintragung sein. In der 
Tat findet sich die betreffende Formel (siehe III, p. 428, Art. 15) in dem weiter 


unten zu nennenden Notizheft Ac von 1799, dazu mit dem Fehler, daB statt V6 


geschrieben ist V:. was urspriinglich auch im Tagebuche stand, dort aber von 


Gau8 selbst spiiter verbessert ist. 

Umgekehrt ist die folgende Nummer 91b, so viel zu erkennen, wahrscheinlich 
ilteren Ursprungs, was auch dadurch bestiitigt wird, daB die betreffenden Rechnungen 
in Leiste weiter ausgefiihrt sind. (Die Aufzeichnungen in Leiste gehen im allgemeinen 
nicht tiber das Jahr 1797 hinaus.) Jedenfalls liegt der charakteristische Uuterschied 
gegen No. 92 vor, daB dort Zihler und Nenner von sinlemn. getrennt in trigono- 
metrische Reihen entwickelt werden, hier aber nur erst der sinlemn. selbst. 

296 J 


91b) arcsinlemn. sin  — aresinlemn. cos. p = @ — —— 


sinlemn. p= 0,95500599 sin 1p 
— 0,043 049 50 sin 3@ 
+ 0,001 860 48 sin 5 
— 0,000 08040 sin 7 
+ 0,000 003 47 sin 9p 
— 0,000 000 15 sin 11 
+ 0,000 000 01 sin 13 


sin*lemn.= 04569472 (= 2) 
ie ie i ae - cos 2m. 





P P ® 
arcsinlemn. sing= —@ 


@ 2\.. 
4 (=-3) sin 2@ 
11 @ 12\.. 
+ (>-2-3) sin 4 
sin’g = 0,4775031--- sing 
~~ ‘aye sin 39 -- - 





sO 
— 





e 
[ 
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Die vorstehende Formel fiir sinlemn. g ist nach den Angaben, die sich in Leiste 
neben Druckseite 92 finden, vervollstiindigt worden. Ebenda, neben Druckseite 93, 


steht: 
arcus cuius sinus lemn. = sin p 


= p + 49,933 559 sin 2m 
+ 09,817 820 sin 4q 
+ 0°,030 313 sin 6m 
+ 0°,003 414 sin 8m 
+ 0°,000 422 sin 10 
-+ 0°,000 055 sin 12 
+ 0°,000 007 sin 14 
+ 0°,000 001 sin 16q. 


92) De lemniscata elegantissima omnes exspectationes superantia acquisivimus 
~~ et quidem per methodos quae campum prorsus novum nobis aperiunt*). 
Jul. Gottingae. 


Unter dem gleichen Datum (Juli 1798) beginnt GauB die im Nachla8 noch vor- 
handenen von ihm als Schedae bezeichneten Notizheftchen, von denen das hier in 
Betracht kommende erste zur Zeit mit Aa bezeichnet ist. Aus diesem Heftchen hat 
Schering einen Teil der lemniskatischen Entwickelungen entnommen, die er in II, 
p. 413—432, unter dem Titel: ,,De curva lemniscata‘‘ zusammengestellt hat; siehe 
seine Einzelangaben in III, p. 494. Der wesentliche Fortschritt ist, daB GauB jetzt 
sinlemn. m und coslemn. pm als Quotienten einfach unendlicher trigconometrischer 
Produkte darstellt und diese Produkte dann in Reihen umsetzt, welche nach den 
trigonometrischen Funktionen der Multipla von @ fortschreiten, Es handelt sich also 
(immer nur erst fiir den speziellen Fall der Lemniskate) um die Hinfiihrung der 
Thetafunktionen. Gau8 scheint auch diesen entscheidenden Schritt zuniichst in- 
duktiv, auf Grund numerischer Rechnungen, vollzogen zu haben. So findet sich auf 
p. 25 des Heftchens Aa fiir den Zihler von sinlemn. g zuerst folgende Formel: 


Pg = 0, 839 329 0109 2669 1403 sin p 
— 1 567 3988 6096 6741 sin 3 
a 54 6605 6449 sin 5 
_ 37 sin 7g, 


und dann erst kommt inmitten von allerlei Zahlenrechnungen, die sich auf e”, e~”, 


a 


e * und - beziehen und die zum Teil in III, p. 431—432 abgedruckt sind, auf 
p. 27 die Formel: 


. _ a ~ 
— sing— -, sin3g9 +; sin 5g --- 
e 


6 
, e 
sinlemn. g = \= . 3 7 ’ 
ee i+ Sane tT eee 





*) Zu den hier abgedruckten Nummern 92—100 wolle man das als Tafel bei- 
gegebene Faksimile vergleichen. 
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endlich auf p. 28 das SchluBresultat: 








98) 
= oh ]/= (sae __sin3y , sindg be 
ad = ‘Vz (Ga eat 7 eat ? 
Vz 
® 2 cos 2 2 cos 4 
99 
(Diese neuen Pg, Qq@ unterscheiden sich von den friiher so bezeichneten Griéfen, — 
also den Al der Lemniskate, um einen Exponentialfaktor; vergl. IIT, p. 416, letzte 
Zeile. Wegen der Zahlenrechnungen betr. e” u. s. w. siehe No. 112.) 
93) Solutio problematis ballistici. 
- Jul. Gottingae. 
94) Cometarum theoriam perfectiorem reddidi. 100 
—_ Jul. Gottingae. = 
In dem bei No. 92 genannten Heftchen Aa findet sich auf p. 16 als Uberschrift 
einer bald abbrechenden Entwickelung: 101 
Scheda secunda, De motu cometarum. == 
95) Novus in analysi campus se nobis aperuit scilicet investigatio functionum etc. 
Oct.? 
In die Zwischenzeit zwischen No. 95 und No. 96 fallen zwei Briefe von GauB 102 


an W. Bolyai (vom 29. Nov. 1798, bez. 9. Jan. 1799), in denen er iiber seine Arbeit 
an den Disquisitiones arithmeticae berichtet, bez. iiber die Langsamkeit klagt, mit 
welcher der kurz vorher begonnene Druck derselben fortschreitet (siehe Gesamtaus- 
gabe des Briefwechsels, p. 11, 12, 15). — Die Disq. a. sind erst im Sommer 1801 
erschienen (Datum der Widmung an den Herzog Carl Wilhelm Ferdinand: Juli 1801). 
Ubrigens ist das Datum (Oct.) bei No. 95 im Original kaum erkennbar. 


1799. 


96) Formas superiores considerare coepimus. 
Febr. 14. Brunsvigae. 


Das Datum auch in I, p. 476 (Bemerkung zu Art. 266 der Disq. a.). Es handelt 
sich um die terniren quadratischen Formen. Man vergl. das im Nov. 1798 begonnene 
Heftchen Ab des Nachlasses, wo p. 9 eine Reihe auf diese Formen beziiglicher 
Notizen folgendermaBen beginnt: 

»Hujusmodi functiones: 

ax? + aa *+a’n"*+ 2ba' a” + 2b en” + 2b" x2’ 


formas superiores vocamus.‘ 


97) Formulas novas exactas pro parallaxi eruimus. 
Apr. 8. Brumsvigae. 
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98) Terminum medium arithmetico-geometricum inter 1 et V2 esse = = 


usque ad figuram undecimam comprobavimus, quare demonstrata prorsus 
novus campus in analysi certo aperietur. 


Mai. 30. Brunsvigae. 
Vergl. die Berechnung in III, p. 364. 


99) In principiis Geometriae egregios progressus fecimus. 
en, Sept. Brunsvigae. 


zte 
~ Auf diese Notiz wird in VIII, p. 162, Bezug genommen. Ebenda, p. 159—160, 


findet sich die in Vergleich kommende Stelle aus dem beriihmten Briefe von GauB 
an W. Bolyai vom 16. Dez. 1799 abgedruckt (Gesamtausgabe des Briefwechsels, 
p. 34, 35). 


100) Circa terminos medios arithmetico-geometricos multa nova deteximus. 
_ Nov. Brunsvigae. 
rift 
101) Medium arithmetico-geometricum tamquam quotientem duarum functionum 
= transcendentium repraesentabile esse iam pridem inveneramus: nunc alteram 
te. harum functionum ad quantitates integrales reducibilem esse deteximus. 
Dec. 14. Helmstadii. 








~ 102) Medium arithmetico-geometricum ipsum est quantitas integralis. Dem|on- 
el ==: ‘ 
nit = stratum]. 
Dee. 23. 

us- 
301 Zu den Nummern 100—102 kommen als Belege insbesondere die ersten Seiten 
)1). eines jetzt mit Ac bezeichneten Notizbuches in Betracht, das im November 1799 be- 

gonnen wurde und dessen Titelblatt die Ayfschrift trigt: ,,Varia, imprimis de integrali 

id “ 

{ __¢9 ____“ i Ba. IIT sind diesem Notizbuch einerseits eine Reihe lemnis- 

J Vi— uu sin g* 

katischer Entwickelungen, andererseits die Grundformeln fiir die Inversion des all- 

gemeinen elliptischen Integrals entnommen, wovon sogleich noch (bei No. 111) die 

Rede sein wird; siehe die Angaben in III, p 494. Was speziell No. 102 angeht, so 

wolle man p. 10 und 11 des genannten Notizbuches vergleichen. Es heiBt dort p. 10: 

Medium arithmetico-geometricum inter 1 et x per hujusmodi formulam exhiberi 
lelt potest, apprime utilem quoties 2 est numerus satis magnus: 
one C(a— ax~!— pa~?— yo 5—...) 
her Mz = —~ = er ew men 
log(4a — aa !~— ba~*—ex-*—..-) 
Hic factor constans 
, 1 5 11 469 1379 
Cmg omg Peg tm age Osea? 8a 
9 19 4769 | 
a=1, dmss C= ise 9“ a9108 


und eine Seite spater 











103) 


104) 
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»Posito numeratore = g erit 


@ 
e-bay Gry ete 


= pars ipsius (#? — cos m*)~ ‘a, quae a @ est libera, 





1 


Sea 


Dieselbe Methode der assis der Potenzentwickelungen fiihrt Gau8 dann 
auf p. 12 zu dem einfacheren in No. 102 bezeichneten Resultate: 


== —- valor integralis 


»Posito termino constante expressionis (1+ u cos p*)~'*= A erit MVYi+ p»= =“ 


In Band III ist statt dieser vorliiufigen Notizen die zusammenhingende Darstellung 
aufgenommen, welche GauB (wie es scheint, bald hernach; siehe I], p. 492—493) in 
einem 1800 begonnenen Handbuche (welches zur Zeit mit Ba bezeichnet ist) unter 


dem Titel: 
De origine proprietatibusque generalibus numerorum 


mediorum arithmetico-geometricorum 


niedergeschrieben hat; siehe III, p. 361—371; der Zusammenhang zwischen dem arith- 
metisch-geometrischen Mittel und dem bestimmten elliptischen Integral wird dort 
ebenfalls aus der Identitat der Potenzentwickelungen erschlossen (p. 370—371). 


1800. 


In theoria formarum trinariarum formas reductas assignare contigit. 
‘ebr. 13. 
Dasselbe Datum in I, p. 476 (Bemerkung zu Art. 272 der Disq. a.). 
Series: 
a cos A + a’ cos (A+ q) + a” cos (A+2q) + ete. 
ad limitem convergit, si a, a’, a” etc. constituunt progressionem sine 
mutatione signi ad 0 continuo convergentem. Demonstratum. 
Apr. 27. Brunsvigae. 
Theoriam quantitatum transcendentium: 


fa da 
Va— ea) (1— pa) 


ad summam universalitatem perduximus. 
Mai. 1. Brunsvigae. 


Incrementum ingens huius theoriae invenire contigit, per quod simul 
omnia praecedentia nec non theoria mediorum arithmetico-geometricorum 


pulcherrime nectuntur infinitiesque augentur. 
Mai. 22. Brunsvigae. 
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Tisdem diebus circa (Mai. 16) problema chronologicum de festo paschalis 
eleganter resolvimus. (Promulg{atum] in Zachii Comm. liter. Aug. 1800 
p. 120, 299.) 


Abgedruckt in VI, p. 73—79. 


Numeratorem et denominatorem sinus lemniscatici (universalissime accepti) 
ad quantitates integrales reducere contigit; simul omnium functionum 
lemniscaticarum quae excogitari possunt evolutiones in series infinitas ex 
principiis genuinis haustae; inventum pulcherrimum sane nullique prae- 
cedentium inferius. 

Praeterea iisdem diebus principia deteximus secundum quae series 
arithmetico-geometricae interpolari debent ita ut terminos in progressione 
data ad indicem quemcunque rationalem pertinentes per aequationes 
algebraicas exhibere iam in potestate sit. 

Mai. ultim. Jun. 2. 3. 


Der ,,Sinus lemniscaticus universalissime acceptus‘*t ist jedenfalls die Umkehr 
des allgemeinen, in No. 105 genannten Integrals. Demgegeniiber werden die in 
No. 110 genannten ,,transcendentes ellipticae‘* (dem heutigen Sprachgebrauch ent- 
gegen) als diejenigen Transcendenten aufzufassen sein, welche bei der Ellipse als 
solcher auftreten. 


Inter duos numeros datos semper dantur infinite multi termini medii tum 
arithmetico-geometrici tum harmonico-geometrici, quorum nexum mutuum 
ex asse perspiciendi felicitas nobis est facta. 
Jun. 3. Brunsvigae. 
Das harmonische Mittel zwischen zwei GréBen a und b ist nach der Ausdrucks- 
weise der iilteren Mathematiker diejenige GréBe 2, welche durch die Gleichung 
| ( a 5) gegeben ist. 


x 2\a b 


Theoriam nostram iam ad transcendentes ellipticas immediate applicavimus. 
Jun. 5. 


Rectificatio Ellipseos tribus modis diversis absoluta. 
Jun. 10. 


Auch fiir die Nummern 105—111 bietet das soeben genannte Heftchen Ac die 
interessantesten Belege. Schering hat davon in III, p. 4883—435, abgedruckt, was 
sich auf die Inversion des allgemeinen elliptischen Integrals erster Gattung bezieht 
(indem er dabei den Gesamttitel des Heftchens ,,Varia, imprimis de integrali 


eae. THEE “ als Spezialiiberschrift wiihlte): man kann die von ihm mit- 
V1 —uxsin’® 9 
geteilten Formeln kurz dahin zusammenfassen, da8 Gau8 nunmehr fiir die allgemeinen 
elliptischen Integrale erster Gattung dieselben Entwickelungen findet, die er friiher 
nur erst fiir den lemniskatischen Fall besessen hatte, wobei er die allgemeinen 
elliptischen Thetafunktionen sowohl in Produktform wie in Reihenform benutzt 
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Das Heftchen enthalt aber insbesondere auch Formeln fiir die Nullwerte der Theta 
(welche Schering in seine zusammenfassende Darstellung des arithmetisch-geometri- 
schen Mittels III, p. 375—403, eingearbeitet hat). So findet sich auf p. 34 folgende 
Aussage: 

1 
“# Moos ** 
e? Msin ~ 


bit 


1+ 22'+ 2214 22% 4... =p, 
22 +229 +27%4...—4q, 


eritque 


_ Cos ",@ ; sin '/, p 


= = 6 = - 


qd kali 9 ny % COB @ “ ®) 
VM cos * YM cos : M cos »’ Msing 


Ubrigens sind auBer dem Heftchen Ac im Nachlasse noch einige andere auf 
elliptische Funktionen beziigliche Stiicke vorhanden, deren Entstehung auf Friihjahr 
und Sommer 1800 zu setzen sein diirfte, niimlich erstens ein Heftchen Ad, wesentlich 
Zahlenrechnungen enthaltend, und dann eine Reihe loser Blitter. Es mu8 einer 
besonderen Arbeit vorbehalten bleiben, aus der Menge dieser zusammenhangslosen 
und sich dabei hiiufig wiederholenden Notizen vielleicht doch noch einiges Interessante 
herauszufinden, was nicht schon in III oder VIII Aufnahme gefunden hat. Hier be- 
schrinke ich mich auf folgendes Detail. In VII, p. 97, hat Fricke unter ausdriick- 
licher Bezugnahme auf die Tagebuchnotiz No. 105 eine Entwickelung, betreffend die 





*) Uber den Zusammenhang des arithmetisch-geometrischen Mittels mit den 
,,Potenzreihen, in denen die Exponenten mit den Quadratzahlen fortschreiten“, gibt 
Schering in II, p. 493 oben, an, daB GauB8 ihn ,nach Mitteilungen iiber eine miind- 
liche AuBerung desselben schon im Jahre 1794 gekannt zu haben scheine“. Es ist 
mir nicht gelungen, iiber diese miindliche AuBerung Genaueres zu erfahren; aber es 
kann kaum anders sein, als daB sich hier ein Mibverstiindnis eingeschlichen hat (wie 
denn ja auch Schering die ganze Angabe nur in sehr unsicherer Form macht). In 
der Tat scheint aus der Reihenfolge der Tagebuchnotizen mit Sicherheit hervorzu- 
gehen, daB Gau8 die vorstehenden Formeln friihestens im Mai 1800 gefunden hat. 
Man iiberlege nur dieses: Gau8 besaB die Thetafunktionen im lemniskatischen Falle 
seit Juli 1798 (siehe oben No. 92); hiitte er nun andererseits den Zusammenhang des 
arithmetisch-geometrischen Mittels mit den Thetanullwerten vorher gekannt, so wiire 
No. 98 nach Inhalt und Form gleich unbegreiflich. — 

Ich bringe diese Einzelheit hier zur Sprache, weil dieselbe fiir die Beurteilung 
der historischen Entwickelung von GauB8’ Theorie der elliptischen Funktionen von 
entscheidender Bedeutung sein diirfte. Bisher war die Meinung die, daB GauB8 zuerst 
von seiten des arithmetisch-geometrischen Mittels in die Theorie eingedrungen sei 
(vergl. Il, p. 492—494, VIII, p. 102—105, sowie insbesondere den Aufsatz von 
P. Giinther in den Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. 1894). Demgegeniiber scheint 
sich aus den aufeinanderfolgenden Tagebuchnotizen folgende Auffassung zu ergeben: 
Den Anfang machen in jedem Betracht die lemniskatischen Funktionen. Dann wird 
GauB (Ende 1799) sozusagen zufillig auf die Beziehung zum arithmetisch-geometrischen 
Mittel aufmerksam, die ebensowohl im lemniskatischen Falle, wie im allgemeinen 
Falle statt hat. Und hierin liegt fiir ihn die Veranlassung, die Theorie der allgemeinen 
elliptischen Funktionen aufzunehmen und genau nach dem Muster der lemniskatischen 
Funktionen durchzufiihren, — andererseits aber den Algorithmus des arithmetisch- 
geometrischen Mittels theoretisch zu vertiefen und nach allen fiir die Theorie der 
elliptischen Funktionen in Betracht kommenden Richtungen auszugestalten. — 
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Umkehrung des allgemeinen elliptischen Integrals erster Gattung, zum Abdruck ge- 
bracht, die in der Einfiihrung der spiiter von WeierstraB als Al, und Al, bezeichnetex 
Potenzreihen gipfelt; diese Entwickelung wurde von Gau8 auf die letzte Seite des 
Einbandes des in seiner Bibliothek befindlichen Buches: Maupertuisiana, Hamburg 
1753, eingetragen, und es ist darum ihre Entstehungszeit nicht ohne weiteres an- 
zugeben. Ich méchte hier ergiinzend zufiigen, daB sich die Reihenentwickelungen der 
Al in der Tat an einer Stelle der vorgenannten losen Blitter vorfinden, und zwar 
merkwiirdigerweise gerade die beiden in VIII, p. 97, nicht genannten Reihen Al, und 
Al,. Wegen der Al im Falle der Lemniskate vergl. die Bemerkung zu No. 61 oben. 

Vielleicht kann man den bedeutsamen Inhalt der Nummern 105—111 in moderner 
Ausdrucksweise folgendermaBen resumieren: In No. 105 handelt es sich um die 
doppelte Periodizitiit des dort genannten allgemeinen elliptischen Integrals erster 
Gattung, aber nur erst in der Form, daB eine reelle und eine imaginiire Periode und 
damit eine Einteilung der komplexen Ebene in Periodenrechtecke gefunden werden. 
No. 106 bezieht sich auf die bei diesem Ausgangspunkte sich zuniichst darbietenden 
Transformationen héherer Ordnung (bei denen ebenfalls nur erst rechteckige Figuren 
in Betracht gezogen werden). No. 108 bringt sodann die Reihenentwickelungen fiir 
Zithler und Nenner der Umkehrfunktion, insbesondere die allgemeinen ©, ferner aber 
die Existenz der Teilungsgleichungen. In No. 109 hat Gau8 die Prinzipien der all- 
gemeinen linearen Periodentransformation gefunden (bei der die Rechtecke durch 
irgendwelche Parallelogramme ersetzt werden). Endlich folgt in No. 110, 111 die 
Anwendung auf Integrale der zweiten Gattung. 


Calculum numerico-exponentialem omnino novum invenimus. 
Jun. 12. 


Es handelt sich vermutlich um die numerischen Berechnungen von Potenzen der 
Zahl e (mit Hilfe der Primzahllogarithmen, insbesondere der 48-stelligen Wolframschen), 
wie sie in III, p. 426—431, aus dem Nachlasse abgedruckt sind. 


Problema e calculo probabilitatis circa fractiones continuas olim frustra 
tentatum solvimus. 
Oct. 25. 


Felix fuit dies quo multitudinem classium formar|um] binar|iarum]| per 
triplicem methodum assignare largitum est nobis; puta: 

1. per prodjuctum] infin|itum | 

2. per aggregatum infinitum 

3. per aggregatum finitum cotangentium seu logarithm|orum] sinuum. 


Nov. 30. Brunsvigae. 


Methodum quartam ex omnibus simplicissimam deteximus pro deter[mi- 

nantibus| negativis ex sola multitj/udine] numeror[um|] @g, 9’, etc. petitam, 

si Ax +o, Ax+oQ’ etc. sunt formae lineares divisor[um] for[mae] 0 + D. 
Dec. 3. Brunsvigae. 


Mit diesen Nummern 114, 115 wolle man in I, p, 476, die Anmerkung zu 
Art. 306, X der Disq. a. vergleichen. 








116) 


117) 


118) 


119) 
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Ex voto nobis ac sic successit ut nihil amplius desiderandum supersit. Nov. 30 
— Dee. 3. 1800. 

In einem Additamentum zu Art. 306, X der Disq. a. iuBert sich GauB (I, p. 466) 
iiber denselben Gegenstand folgendermaBen: Quaestionem hic propositam plane solvere 
nuper successit. 


1801. 


Impossibile esse ut sectio circuli ad aequationes inferiores quam theoria 
nostra suggerit reducatur demonstratum. 
Apr. 6. Brunsvigae. 
Vergl. Disq. a., Art. 365 (I, 462), die gesperrten Worte: Omnique rigore 
demonstrare possumus, has aequationes elevatas nullo modo nec evitari 
nec ad inferiores reduci posse. 


lisdem diebus Pascha Judaeorum per methodum novam determinare 
docuimus. (Apr. 1.) 


Vergl. die Veréffentlichung in Zach’s monatlicher Korrespondenz, Mai 1802 (ab- 
gedruckt in VI, p. 80—81). 


Methodus quinta theorema fundamentale demonstrandi se obtulit adiumento 
theorematis elegantissimi theoriae sectionis circuli. Puta 


bee oe 0/0 +YVa 
cos | 4 +Va\+YVa!0 0 
prout: a= 0 1 2 38 (mod. 4) 


substituendo pro » omnes numeros a 0 usque ad (a— 1). 


Mai. medio. Brunsvigae. 
Vergl. unten, No. 123. 


Methodus nova simplicissima expeditissima elementa orbitarum corporum 
coelestium investigandi. 
Sept. m[edio]. Brunsvigae. 
Zu den von hier an immer zahlreicher werdenden astronomischen Notizen des 
Tagebuchs wolle man auBer Bd. VI der Werke und der Theoria Motus vor allen 
Dingen den Briefwechsel von Gau8 und Olbers vergleichen, der mit dem 18. Januar 
1802 beginnt. 


120) Theoriam motus Lunae aggressi sumus. 


Aug. 


Im Nachlasse vorhanden. 


121) Formulas permultas novas in Astronomia theorica utilissimas eruimus. 


Oct. 
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1802. 1803. 1804, 


Annis insequentibus 1802, 1803, 1804 occupationes astronomicae maximam 
otii partem abstulerunt, calculi imprimis circa planetarum novorum theoriam 
instituti. Unde evenit, quod hisce annis catalogus hicce neglectus est. 
Dies itaque, quibus aliquid ad matheseos incrementa conferre datum est, 
memoriae exciderunt. 

In die vorgenannten Jahre fallen nicht nur Gau8’ Bahnbestimmungen von Ceres, 
Pallas und Juno, sondern auch der Beginn seiner Stiérungsrechnungen. Genauere 
Angaben iiber GauB’ Arbeiten zur Stérungstheorie findet man im ,,Vierten Bericht 
iiber den Stand der Herausgabe von GauB’ Werken“ in den Nachrichten der K. Ge- 
sellschaft der Wiss. zu Gittingen, 1901, Geschiiftliche Mitteilungen. (Abgedruckt in 
Bd. 55 der Math. Annalen, p. 139—142.) 


1805. 


Demonstratio theorematis venustissimi supra 1801 Mai. commemorati 
quam per 4 annos et ultra omni contentione quaesiveramus tandem per- 
fecimus. Comment|ationes] rec|entiores], I. 
Aug. 30. 

Vergl. oben, No. 118. — Die zugehérige Abhandlung (Summatio serierum qua- 
rundam singularium) wurde der K. Ges. d. Wiss. am 24. August 1808 iiberreicht. 
Siehe I, p. 9ff. sowie p. 155—158. — Vergl. weiter einen Brief von Gau8 an Olbers 
vom 3. September 1805 (Gesamtausgabe des Briefwechsels No. 133, p. 268, — die in 
Betracht kommende Stelle ist auch in Scherings Festrede von 1877 abgedruckt), wo 
GauB seine fortgesetzten vergeblichen Bemiihungen um den Beweis des Theorems und 
seinen endlichen Erfolg in lebhaftester Weise schildert. 


Theoriam interpolationis ulterius excoluimus. 
Nov. 
Vergl. die in III, p. 265—327, abgedruckte Abhandlung aus dem Nachlaf: 
Theoria interpolationis methodo nova tractata, deren ersten Entwurf Schering, ebenda 
p. 828, auf Oktober 1805 setzt. 


1806. 

Methodum ex duobus locis heliocentricis corporis circa solem moventis 
eiusdem elementa determinandi novam perfectissimam deteximus. 

Jan. 
Methodum e tribus planetae locis geocentricis eius orbitam determinandi 
ad summum perfectionis gradum eveximus. 

Mai. 
Methodus nova ellipsin et hyperbolam ad parabolam reducendi. 

Apr. 

—_ ‘ . ee 

Eodem circiter tempore resolutionem functionis gey dhe factores quatuor 


absolvimus. 
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1807. 


Methodus nova e quatuor planetae locis geocentricis, quorum duo extremi 
sunt incompleti, eius orbitam determinandi. 

Jan. 21. 
Theoria residuorum cubicorum et biquadraticorum incepta. 

Febr. 15. 


GauB setzt in seiner ersten Kommentation tiber die Theorie der biquadratischen 
Reste (1828, siehe II, p. 67, 165), wie auch in dem unten bei No. 144 abgedruckten 
Satze eines Briefes an Dirichlet, den Anfang seiner Beschiftigung mit den biquadra- 
tischen Resten auf 1805. 

Vergl. iibrigens zu den Nummern 130—133 des Tagebuchs die in VIII, p. 3—11 
und p. 15—19 abgedruckten Stiicke des Nachlasses, sowie die Eriéuterungen von 
Fricke auf p. 11—14 und p. 19—20 daselbst. 


Ulterius exculta et completa reddita. Demonstratione adhuc eget. 
Febr. 17. 


Demonstratio huius theoriae per methodum elegantissimam inventa ita ut 
penitus perfecta sit nihilque amplius desideretur. Hine simul residua et 


non residua quadratica egregie illustrantur. 
Febr. 22. 


Theoremata, quae theoriae praecedenti incrementa maximi pretii adjungunt, 
demonstratione eleganti munita (scilicet pro quibusnam radicibus primi- 
tivis statuere oporteat ipsum 0b positivum pro quibusque negativum, 
a® + 27h? = 4p, a® + 4b? =p). 

‘ebr. 24. 
Demonstrationem omnino novam theorematis fundamentalis principiis 
omnino elementaribus innixam deteximus. 


Mai. 6. 
Vergl. den Brief von Gau8 an Olbers vom 12. Mai 1807 (No. 173 der Gesamt- 
ausgabe, p. 360). — Nach der durch das Tagebuch gegebenen Ziahlung handelt es 


sich bei der vorliegenden Nummer um den sechsten GauBischen Beweis des Rezi- 
prozitatsgesetzes quadratischer Reste. Da aber die zugehérige Abhandlung (siehe II, 
p. 1ff, sowie p. 151—154) der K. Gesellschaft d. W. am 15. Januar 1808 vorgelegt 
wurde, also friiher als die ,Summatio serierum quarundam singularium“ (No. 123), 
so wird dieser Beweis hiiufig als fiinfter zitiert. Vergl. GauB’ eigene Angaben in 
II, p. 153. 


1808. 


Theoria divisionis in periodos tres (art. 358) ad principia longe simpli- 
ciora reducta. 


Mai. 10. 


Die Artikeloummer bezieht sich auf die Disquisitiones arithmeticae. 
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Aequationem 
X—1=0, 

quae continet omnes radices primitivas aequationis 
z"—1=0, 


in factores cum coefficientibus rationalibus discerpi non posse demon- 
str[atum] pro valoribus compositis ipsius 2. 


Jun. 12. 
Die Gleichung sollte wohl X= 0 heifen. (D.) 
Theoriam formarum cubicarum, solutionem aequ{ationis| 
w+ ny® + n®2° — 3nzyz = 1 
aggressus sum. 
Dee. 23. 


Vergl. die Ausfiihrungen bei Fricke in VIII, p. 24—26, sowie eine Bemerkung 
von Schering in II, p. 398. (Die dort zitierte, in Il, p. 2483—265, abgedruckte Ab- 
handlung: ,,Disquisitionum circa aequationes puras ulterior evolutio“, soll nach der 
Bemerkung von Dedekind auf p. 265 in der Tat aus dem Jahre 1808 stammen.) 





1809. 
Theorema de residuo cubico 3 per methodum specialem elegantem demon- 
stratum per consideratjiones] valorum ett ubi terni semper habent 


a, a&, ae" exceptis duobus qui dant «, é*, hi vero sunt 


1 s?—1 1 e—1 


e—i 8’ #-i-6 SB 





1 
adeoque productum = -- 


Jan. 6. 
Hier ist ¢ nicht als dritte Wurzel aus 1, sondern als rationale Wurzel der 


Kongruenz e*+ «+ 1=0 (mod. p) aufzufassen (wo p eine natiirliche Primzahl von 
der Form 3x-+ 1 bedeutet). (D.) 


Series ad media arithmetico-geometrica pertinentes fusius evolutae. 
Jun. 20. 


Quinquesectionem pro mediis arithm[etico|-geom|etricis] absol[ vimus]. 
Jun. 29. 
Man vergl. hierzu die Abhandluug ,,Zur Theorie der neuen Transcendenten“, 
die in III, p. 446—460, abgedruckt ist. Das betr. Manuskript findet sich (wie auch 
Schering in III, p. 494, hervorhebt) in einem Handbuche unmittelbar nach einer 
astronomischen Rechnung, der die Bemerkung beigefiigt ist: ,,geendigt den 28. April 
1809" (dieses Handbuch triigt z. Z. die Bezeichnung Bd). Dem Datum nach kann 
also die Abhandlung mit den vorstehenden beiden Tagebuchnotizen in Zusammenhang 
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gebracht werden; und in der Tat scheint auch inhaltlich eine Beziehung vorzuliegen. 
Ubrigens ist nach den Darlegungen von Schering in III, pag. 494 anzunehmen, daB 
GauB bereits 1808 zu den elliptischen Funktionen zuriickgekehrt ist und diejenigen 
Entwickelungen begonnen hat, die sich auf Identitiiten zwischen @-Funktionen stiitzen. 


1812. 
Catalogum praecedentem per fata iniqua iterum interruptum initio anni 
1812 resumimus. In mense Nov. 1811 contigerat demonstrationem 
theorematis fundamentalis in doctrina aequationum pure analyticam 
completam reddere; sed quum nihil chartis servatum fuerit, pars quae- 
dam essentialis memoriae penitus exciderat. Hanc per satis longum 
temporis intervallum frustra quaesitam tandem feliciter redinvenimus. 
Febr. 29. 
Es handelt sich um den sogenannten ,,zweitent Beweis des Fundamentalsatzes 


der Algebra, den GauB der K. Gesellschaft d. W. am 7. Dezember 1815 vorlegte. 
Vergl. III, p. 311f, sowie p. 105—106. 


Theoriam attractionis sphaeroidis elliptici in puncta extra solidum sita 
prorsus novam invenimus. 
Sept. 26. Seebergae. 
Gemeint ist Sternwarte Seeberg bei Gotha. 


Etiam partes reliquas eiusdem theoriae per methodum novam mirae 


simplicitatis absolvimus. 
Oct. 15. Gottingae. 


Die Abhandlung iiber die Attraktion der elliptischen Sphiiroide wurde der 
K. Gesellschaft d. W. am 18. Miirz 1813 iiberreicht. Vergl. V, p. 1ff und p. 279-—286. 


1813. 


Fundamentum theoriae residuorum biquadraticorum generalis, per septem 
propemodum annos summa contentione sed semper frustra quaesitum 
tandem feliciter deteximus eodem die quo filius nobis natus est. 

Oct. 23. Gottingae. 


Hiermit wolle man eine Stelle in dem Briefe von Gau8 an Dirichlet vom 30. Mai 
1828 vergleichen, der in II, p. 516—518 abgedruckt ist. Es heift dort p. 516 im 
Anschlu8 an die 1825 publizierte erste Commentatio iiber die biquadratischen Reste: 
»Die ganze Untersuchung, deren Stoff ich schon seit 23 Jahren vollstandig be- 
sitze, die Beweise der Haupttheoreme aber (zu welchen das in der ersten Kommen- 
tation noch nicht zu rechnen ist) seit etwa 14 Jahren — (obwohl ich wiinsche und 
hoffe, an letzteren, den Beweisen, noch einiges vereinfachen zu kiénnen) — etc. etc.‘ 
Siehe tibrigens die Bemerkung zu No. 130. 
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Subtilissimum hoc est omnium eorum quae umquam perfecimus. Vix 
itaque operae pretium est, his intermiscere mentionem quarumdam simpli- 
ficationum ad calculum orbitarum parabolicarum pertinentium. 


1814. 
Observatio per inductionem facta gravissima theoriam residuorum bi- 
quadraticorum cum functionibus lemniscaticis elegantissime nectens. Puta 
si a+ bi est numerus primus, a—1+b7 per 2-+ 2% divisibilis, multitudo 
omnium solutionum congruentiae 
1=2?+ y? + vy? (mod. a + bi) 


inclusis «= 00, y= +7; = ti, y=oo fit =(a—1)? + B*. 
Jul. 9. 
Schlufbemerkung: Hinter der Nummer 146, mit der die Aufzeichnungen des 

Tagebuchs als solche schlieSen, sowie auch zwischendurch eingeheftet, finden sich im 
Original noch einige Blitter, die mit verschiedenartigen, vielfach nicht mathematischen 
Notizen bedeckt sind; eine besondere Bedeutung scheinen dieselben nicht zu besitzen. 
Auf der Riickseite des Umschlags endlich stehen (in eine Falte hineingeschrieben) die 
folgenden Sentenzen: 

»Nil Desperare* 

»Habeant sibi“ 

»QUA EXEAS HABES*. 


Sachregister. 


I. Zahlentheorie. 
A) Elementare Beziehungen zwischen Zahlen. Asymptotische Gesetze: No. 5, 
9, 11, 12, 14, 31. 
B) Quadratische Reste. a) Restcharaktere von —1, +2: No. 56, 64. 
b) Reziprozitiitsgesetz. 1. Beweis: No. 2. 
2. Beweis: No. 16. 
3. und 4. Beweis: No. 23, 30. 
5. Beweis: No. 118, 123. 
6. Beweis: No. 134. 
c) Allgemeine Restcharaktere: No. 4. 
C) Kubische und biquadratische Reste: No. 130, 131, 132, 1383, 138, 144, 145, 146. 
D) Kongruenzen. a) No. 22, 26, 52. 
b) No. 68, 69, 75, 76, 77, 79, 146. 
E) Formen. a) Quadratische biniire Formen: No. 15, 19. 
Insbes. Klassenanzahl: No. 84, 114, 115. 
b) Quadratische terniire Formen: No. 17, 18, 57, 96, 103. 
c) Kubische Formen: No. 137. 
F) Kreisteilungszahlen: No. 70. 


Mathematische Annalen. LYII. 3 
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Il. Algebra. 


IV. 


A) Existenz der Wurzeln: No. 80, 141. 
B) Potenzsummen der Wurzeln: No. 6, 28. 
C) Umformung der Gleichungen: No. 34, 35, 36, 37, 41. 
D) Elimination: No. 89. 
E) Algebraische Kettenbriiche: No. 27. 
F) Kreisteilung. a) Allgemeine Auflisung, Konstruktion der Polygone: No. 1, 
38, 55, 65, 74. 
b) Kubische und biquadratische Resolvente: Nr. 39, 67, 128, 135. 
c) Irreduzibilitiit und Verwandtes: No. 3, 40, 66, 71, 73, 78 
116, 136. 


? 


. Analysis. 


A) Kettenbriiche: No. 7, 58, 113. 
B) Interpolation und mechanische Quadratur: No. 44, 48, 124. 
C) Differentialrechnung: No. 47. 
D) Integralrechnung: No. 32, 33, 50, 53, 54, 59. 
E) Reihen: a) Lagrangesches Theorem: No. 49, 86. 
b) Skalen von Reihen: No. 8, 10, 20. 
c) Spezielle Reihenentwickelungen: No. 24, 32, 33, 45, 46. 
d) Summierung spezieller Reihen: No. 29, 82, 87. 
e) Trigonometrische Reihen: No. 87, 104. 
F) Lemniskatische Funktionen: No. 51, 60, 61, 62, 63, 91a, 91b, 92, 98,112, 146. 
3) Arithmetisch -geometrisches Mittel: No. 98, 100, 101, 102, 106, 108, 109, 
139, 140. 
H) Allgemeine elliptische Funktionen: No. 105, 106, 108, 110, 111. 
Geometrie. 
A) Elemente der Geometrie: No. 72, 81, 99. 
B) Algebraische Kurven: No. 21. 


. Wahrscheinlichkeitsrechnung: No. 88, 113. 


. Mechanik. 
A) Zusammensetzung von Kriaften, No. 85. 
B) Anziehung von Kugel und Ellipsoid: No. 90, 142, 143. 
C) Ballistisches Problem: No. 93. 

. Astronomie. 


A) Kometenbahnen: No. 94, 121, 127, 145. 

B) Planetenbahnen: No. 119, 121, 122, 125, 126, 129. 
C) Mondbewegung: No. 120. 

D) Parallaxe: No. 97. 

E) Osterfestberechnung: No. 107, 117. 


(In dieses Register nicht mit aufgenommen sind die Nummern: 13, 25, 42, 43, 83, 95, 


deren Bedeutung unklar blieb.) 
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Uber den Stand der Herausgabe von Gauf’ Werken. 
Fiinfter Bericht*). 
Von 


Fenix Kier in Gottingen. 


An neuem Material ist uns im verflossenen Jahre zugegangen: 

1) 10 Originalbriefe Gau8 an ees Aus dem Nachlaf 

2) Manuskripte zu zwei Aufsiitzen in den von 
Astronomischen Nachrichten. Rich. Schumacher, Kiel. 

3) Zwei Kopien von Briefen Gau8 an den Prorektor R. Wagner, ge- 
schenkt von Herrn Professor Stickel. 

4) Ein Originalbrief GauB an ?, angekauft. 

5) Ein Originalbrief Olbers an Heeren, betr. Vorschlag von GauB fiir 
den Direktorposten der Sternwarte in Gdttingen (3. November 1802). 
Von Herrn Hermann Kieser in Stuttgart geschenkt. 

6) Ein Originalbrief GauB an «seinen Sohn Joseph (1. Dez. 1842), 
geschenkt von Herrn Kieser. 

7) Kopie eines Briefes Gerling an Pfaff vom 21. Oktober 1810, ge- 
schenkt von Herrn Professor von Brill. 

8) Konzept zu Scherings Gediichtnisrede auf Guub, vom 4. Dezember 
1867, geschenkt von Frau Geheimrat Schering. 

Zur Einsicht und Anfertigung von Kopien erhielten wir leihweise: 

9) Zwei Originalbriefe Gau8 an Voigtlinder, durch Herrn Professor 
Zincke, Braunschweig. 

Durch Verlegung des geophysischen Instituts in den auf dem Hain- 
berg errichteten Neubau sind in der Sternwarte im Laufe des Winters 
die sogenannten GauBzimmer frei geworden; es bietet sich daher jetzt die 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gottingen, Geschiiftliche Mitteilungen, 1902, Heft 1 (Offentliche Sitzung vom 26. April 
1902). 
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Méglichkeit, in denselben den gesamten wissenschaftlichen NachlaB von 
GauB in iibersichtlicher Weise aufzustellen. Hieriiber ist zwischen dem 
Prorektor der Universitit, dem geschiiftsfiihrenden Sekretiir der Gesell- 
schaft der Wissenschaften und dem Direktor der Sternwarte eine vom 
5. Marz 1902 datierte Vereinbarung zustande gekommen, deren wesent- 
liche Bestimmungen folgendermafen lauten: 

1. Die wissenschaftliche Hinterlassenschaft von GauB, welche im 
Mai 1856 vom Staate fiir die Universitit erworben wurde, war bisher 
getrennt in den schriftlichen NachlaB, der der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zur Verwahrung und Bearbeitung anvertraut war, und die 
Bibliothek, die der Sternwarte zur Aufbewahrung und Benutzung iiber- 
wiesen war. 

2. Diese Trennung soll jetzt riickgingig gemacht und sollen 
beide Teile des Nachlasses bis auf weiteres unter der Verwaltung des 
Direktors der K. Sternwarte im Gebiiude der Sternwarte aufbewahrt 
werden. 

3. Beide Teile werden daselbst in den urspriinglichen GauBSzimmern 
vereinigt unter der gemeinsamen Bezeichnung ,,GauBarchiv“ eine wiirdige 
Aufstellung finden. 

4. Der Direktor der Sternwarte iibernimmt die Verpflichtung, diesen 
GesamtnachlaB der K. Gesellschaft der Wissenschaften fiir die Zwecke der 
Herausgabe bestindig zur Verfiigung zu halten und dessen literarische 
Verwertung bis auf weiteres ohne Genehmigung der Gesellschaft der 
Wissenschaften keinem andern zu gewiihren. 

Die hiermit festgelegte Transferierung des Gesamtnachlasses in die 
GauBzimmer der Sternwarte ist im Monat April erfolgt. 

Was den Fortschritt der Bearbeitung des GauSnachlasses angeht, so 
ist vorab zu bemerken, da das im 2. Berichte (1899) genannte, Hrn. Gau8 
in Hameln gehérige Tagebuch von GauB (das von Gauf’ wissenschaft- 
lichen Entdeckungen in den Jahren 1796 bis 1800, bez. mit groBen 
Unterbrechungen bis 1814, handelt) durch den Berichterstatter unter 
Benutzung einschligiger Teile des sonstigen Nachlasses in der historischen 
Festschrift, welche die Gesellschaft der Wissenschaften zur Feier ihres 
150jaéhrigen Bestehens herausgab, mit Anmerkungen versehen verdffent- 
licht worden ist (Festschrift, p. 1—44)*). Diese Verdéffentlichung ist nur 
erst eine vorliufige, die spiater, in Band X der Werke, durch eine definitive 
za ersetzen sein wird. Immerhin hat dieselbe jetzt bereits fiir unsere 
Kenntnis der geschichtlichen Aufeinanderfolge von Gauf’ Entdeckungen 
einige bemerkenswerte Beitriige geliefert, insbesondere was die Theorie 


*) Vergl. den Wiederabdruck im 56*" Bande der Math. Annalen, p. 509ff. 
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der elliptischen Funktionen angeht*). Ferner ist zu berichten, daB der 
Druck von Bd. VII (Astronomie) durch Herrn Brendel entsprechend 
dem im vorigen Bericht aufgestellten Programm planmiBig weitergeftihrt 
wurde, sowie, daB die Herren Kriiger und Bérsch die in Bd. IX zu 
verdffentlichende Bearbeitung des geodiitischen Teils von GauB’ NachlaB 
jetzt vollendet haben; das fertig vorliegende Manuskript soll baldigst in 
Druck genommen werden. Uber den Inhalt desselben erstatten die Herren 
Kriiger und Bérsch folgenden Bericht: 

,GauB’ theoretische Arbeiten in der Geodisie scheinen im zweiten 
Jahrzehnt des vergangenen Jahrhunderts begonnen zu sein. Die Anfinge 
seiner geoditischen Tatigkeit liegen aber weiter zuriick. Schon 1803 hatte 
GauB aus eigenem Antriebe an eine Aufnahme des braunschweigischen 
Landes gedacht und zu diesem Zwecke Winkelmessungen ausgefiihrt. In 
demselben Jahre nahm er auch an den Beobachtungen der Pulversignale 
zu Liingenbestimmungen und an Breitenbestimmungen fiir die von v. Zach 
geleitete trigonometrische und astronomische Aufnahme von Thiiringen 
teil. Fiir die kurz vorher stattgehabte Vermessung Westphalens durch 
den preuBischen Generalmajor von Lecoq sind von ihm Berechnungen 
astronomischer Bestimmungen geliefert worden. In dem dariiber in Zachs 
monatlicher Korrespondenz, 1803, erschienenen Aufsatze Lecoqs wird 
gesagt: ,Jm astronomischen Teile ist mir der Doktor GauB von groBem 
Nutzen gewesen, seine Ausrechnungen und Briefe haben zu meinem Unter- 
richte viel beigetragen.“ 

»Aber erst die in Aussicht genommene diinische Gradmessung, mit deren 
Ausfiihrung Schumacher im Sommer 1816 betraut worden war, und die 
dadurch angeregte Hoffnung, sie durch Hannover fortzusetzen, diirfte GauB 
veranlaBt haben, ein gréBeres Interesse geodiitischen Untersuchungen zu- 
zuwenden. Am 5. Juli 1816 schreibt er an Schumacher; ,,Uber die Art, 
die gemessenen Dreiecke im Kalkiil zu behandeln, habe ich mir eine 
eigene Methode entworfen.“ In demselben Briefe heiBt es: ,,Mir ist eine 
interessante Aufgabe eingefallen, nimlich: allgemein eine gegebene Fliche 
so auf einer andern (gegebenen) zu projizieren (abzubilden), daB das Bild 


*) Bei dieser Gelegenheit mige erwihnt werden, da8 sich infolge von Studien, 
mit denen mein friiherer Assistent, Herr Conrad Miiller hier, iiber die an der Gittinger 
Universitit um die Wende des 18. Jahrhunderts wirkenden Mathematiker beschiaftigt 
ist, herausgestellt hat, daB die sog. ,,Dissertatiuncula“, die unter dem Namen von 
GauB 1893 in den Géttinger Nachrichten publiziert wurde und die dementsprechend 
in Bd. VIII der Werke wieder abgedruckt ist, nicht von Gau8B, sondern von Thibaut 
herriihrt. Letzterer hat dieselbe der Gesellschaft der Wissenschaften im Jahre 1799 
eingereicht, und es folgt dann 1800 in den Gittinger Anzeigen, Stiick 31, eine Be- 
sprechung durch Kistner, die im wesentlichen eine vom Verf. selbst herriihrende 
Inhaltsangabe reproduziert. 
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dem Original in den kleinsten Teilen ahnlich werde“; die Aufgabe scheint 
ihm ,eine schickliche Preisfrage fiir eine Sozietét“ zu sein. Die in der 
Bearbeitung derselben, die von Gau8 am 11. Dezember 1822 an die 
Kénigliche Sozietiit der Wissenschaften in Kopenhagen eingeschickt wurde, 
festgestellten Prinzipien haben ihm dazu gedient, die Ergebnisse geodiitischer 
Messungen darzustellen. 

»Bekanntlich hat Gau8 als Projektionsmethode fiir die hannoversche 
Gradmessung und die sich anschlieBende Landesvermessung die konforme 
Ubertragung des Rotationsellipsoids auf die Ebene gewahlt. Hierbei wird 
die Abbildungsfunktion dadurch bestimmt, daB ein Meridian durch eine 
Gerade, die Abscissenachse, dargestellt wird, deren Abschnitie gleich den ent- 
sprechenden elliptischen Meridianbégen sind. Die Ergebnisse der Messungen 
erscheinen bei dieser Projektion in der Form von ebenen rechtwinkligen 
Koordinaten der Beobachtungspunkte. Der Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems entspricht dem Mittelpunkte der Achse des Reichenbachschen 
Meridiankreises der Géttinger Sternwarte (bei der friiheren Aufstellung). 
Wenn sich nun auch im Nachlaf keine zusammenhingende Darstellung 
dieser Ubertragungsmethode gefunden hat, so lieB sich doch mit Hiilfe 
der Niederschriften in Handbiichern und auf losen Rechenzetteln ein Bild 
des GauBschen Verfahrens herstellen. GauB entwickelt zunichst die Reihen, 
welche die geographische Linge und Breite, die Meridiankonvergenz und 
das VergréBerungsverhiltnis aus den ebenen rechtwinkligen Koordinaten, 
und umgekehrt diese sowie die Meridiankonvergenz aus den geographischen 
Koordinaten zu berechnen gestatten. Fiir das VergréSerungsverhiltnis 
werden verschiedene Entwicklungen gegeben. Die Ableitung der Unter- 
schiede in den Azimuten und in der linearen Liinge zwischen einer geo- 
ditischen Linie des Ellipsoids und der Geraden in der Ebene, die durch 
die Projektionen der Endpunkte der ersteren geht, erfolgt nicht wie in 
den spiiteren ,,Untersuchungen iiber Gegenstiinde der héheren Geodisie, 
erste Abhandlung, 1843“ Art. 12 und 13, sondern nach einem auch jetzt 
noch ganz neuen Verfahren. Es werden allgemein fiir eine geodiitische 
Linie, die einer beliebigen Flache angehért, diese Reduktionen bei der 
konformen Abbildung auf die Ebene abgeleitet, aus denen sich dann leicht 
die speziellen, fiir die geodiitische Linie des Erdellipsoids herstellen lassen. 
Bei den Reihen fiir die ebenen rechtwinkligen Koordinaten und fiir die 
geographischen Koordinaten braucht man die geographische Breite, die 
einer bestimmten Abscisse entspricht, und umgekehrt die Abscisse, die zu 
einer gegebenen Breite gehért. Um diese Ubergiinge leicht zu erhalten, 
werden Reihen zwischen der ellipsoidischen Breite g und der Breite 
auf einer Kugel, die gleichen Meridianumfang mit dem Erdellipsoid hat, 
und wobei die Bégen zwischen dem Aquator und den Breiten » und y 
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gleich sind, gegeben. Auferdem werden aber noch Reihen zwischen 


wv, m und einer fingierten Polhéhe w, die mit g durch die Beziehung 
<a = oe ‘7 “Sts verbunden ist, entwickelt, mit deren Hilfe eine 
andere, neue Berechnung der ebenen Koordinaten aus den geographischen 
und umgekehrt erméglicht wird. 

,»Gleichzeitig mit der konformen Ubertragung des Ellipsoids auf die 
Ebene hat GauB noch die folgenden Abbildungen in Betracht gezogen: 
Erstens die konforme Doppelprojektion des Ellipsoids auf die Kugel und 
der Kugel durch stereographische und Mercatorsche Projektion auf die 
Ebene, zweitens die konforme Ubertragung des Ellipsoids auf einen 
Kegelmantel, und drittens die stereographische Darstellung des Ellipsoids 
auf der Ebene. Namentlich fiir die ersten beiden sind Gebrauchsformeln 
gegeben worden. Die Abbildung der Oberfliche des Erdellipsoids auf die 
Kugeloberfliche erfolgt hier jedoch noch mit Hilfe der im Art. 13 der 
»Allgemeinen Auflésung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen Flache 
auf einer andern gegebenen Fliiche so abzubilden etc.“ enthaltenen Ent- 
wicklungen. Besonders reichhaltig sind die Formelaufstellungen fiir die 
Mercatorsche Projektion der Kugel auf die Ebene, die, indem die Strecken 
eines Hauptmeridians den entsprechenden Strecken auf der Abscissenaxe 
gleich sind, das Analogon der Projektionsmethode der hannoverschen Ver- 
messung ist. Besonders fiir die Unterschiede der Richtungen eines auf 
die Ebene projizierten Bogens eines gréBten Kreises und der zwischen 
denselben Endpunkten verlaufenden Geraden, wie auch fiir die Entfernungs- 
reduktion finden sich elegante Entwicklungen. 

»Da es sich beim Beginn der ,hannoverschen Messungen allein um 
eine Breitengradmessung handelte, die sich nur wenig von demselben 
Meridian entfernt, so war die von GauB gewiihlte Projektionsmethode 
die giinstigste; wihrend, wenn man von vornherein eine Landesver- 
messung ins Auge gefabt hitte, sowohl eine der obigen Abbildungen, 
wie auch ein anderer Anfangspunkt als Gottingen vorzuziehen gewesen 
wire. 

»Fiir die Ubertragung der geographischen Koordinaten vermittelst 
der geoditischen Linie hat GauB verschiedene Entwicklungen nebst dazu 
gehérigen Beispielen gegeben. Die von ihm zur successiven Berechnung 
der Breiten und Liingen der Dreieckspunkte sowie der Azimute der 
Dreiecksseiten benutzten Formeln haben schon die Form, wie die der 
zweiten Abhandlung der ,,Untersuchungen iiber Gegenstiinde der héheren 
Geodisie, 1846“, Art. 23/25 und Art. 33, unterscheiden sich aber von 
ihnen durch eine andere Anordnung der quadratischen Korrektionsglieder. 
Von besonderem Interesse ist eine Anwendung von Sitzen der Flachen- 
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theorie zur Herleitung von Reihen fiir die lineare Lange und der Azimute 
einer geoditischen Linie auf dem Rotationsellipsoid, wenn die geographischen 
Koordinaten ihrer Endpunkte gegeben sind. Ebenso wird von der F'liichen- 
theorie aus die Abweichung der geodiitischen Linie des Umdrehungs- 
ellipsoids vom vertikalen Schnitte erhalten. 

»lm Oktober 1818 hatte Gau8, um an Schumachers Messungen an- 
zuschlieBen, in Liineburg beobachtet, und hier (wie er in einem Tage- 
buche der Sternwarte bemerkt hat) durch ein von der Sonne beleuchtetes 
Fenster des Michaelisturms in Hamburg, das ihm beim Pointieren liistig 
fiel, die erste Anregung zu der im Herbste 1820 gemachten Erfindung 
des Heliotrops erhalten. Seine eignen Gradmessungsarbeiten begannen 
im Jahre 1821, indem auf den Stationen Géttingen (Sternwarte), 
Meridianzeichen, Hohehagen, Hils und Brocken gemessen wurde; 1822 
ist von ihm auf den Punkten: Lichtenberg, Deister, GarBen, Falkenberg, 
Scharnhorst, Breithorn, Hauselberg, Wulfsode und Wilsede, 1823 auf den 
Punkten: Timpenberg, Nindorf, Liineburg und Hamburg, ferner zum 
zweiten Male auf der Sternwarte, dem Hohehagen und dem Brocken, 
1824 zum zweiten Male auf Falkenberg und in Wilsede, sowie auf den 
Stationen: Elmhorst, Litberg, Bullerberg, Briittendorf, Bottel, Zeven, 
Steinberg, Brillit, Bremen und Garlste und 1825 auf den Stationen: 
Briittendorf, Bremen, Brillit und Garlste zum zweiten Male, auf Zeven 
zum zweiten und dritten Male, ferner auf den Punkten: Bremerlehe, 
Varel, Langwarden und Jever beobachtet worden. Auf dem Inselsberge, 
der auch ein Punkt der hannoverschen Gradmessung ist, erfolgten die 
Beobachtungen 1821 durch Encke und 1823 durch Gerling. Die Feld- 
arbeiten fiir die unter GauB’ Leitung von den hannoverschen Offizieren 
Miiller, Hartmann und Joseph GauB ausgefiihrte Landesvermessung haben 
von 1828 bis 1844 gedauert; die rechnerische Bearbeitung hat sich bis 
1848 hingezogen. 

,aauB hat bekanntlich mit einem Repetitionstheodolith die Winkel 
zwischen den einzelnen Richtungen gemessen. Wie die Beobachtungs- 
biicher und die Stationsausgleichungen, so weit sie erhalten sind, zeigen, 
haben auf keinem der obigen Hauptdreieckspunkte die Winkelmessungen 
in allen Kombinationen stattgefunden. Wohl aber scheint dies manches 
Mal auf den Stationen der Landesvermessung der Fall gewesen zu sein. 
Die Ausgleichungen der Stationsbeobachtungen sind von Gauf, dem 
Stande der Beobachtungen entsprechend, mehrfach wiederholt worden; 
so sind z. B. fiir die Station Wilsede vier verschiedene, mit den Messungen 
fortschreitende Ausgleichungen vorhanden. Wahrscheinlich hérte Gau8 
mit den Messungen dann auf, wenn, abgesehen von dufern Umstinden, 
neue Beobachtungen nicht mehr wesentliche Anderungen der Verbesserungen 
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hervorriefen. Die Anzahlen der Winkelrepetitionen sind als Gewichte der 
beobachteten Winkel angesetzt, als Unbekannte die Verbesserungen der 
Richtungen genommen worden. Auf einigen Stationen der letzten beiden 
Jahre der Gradmessung ist auch noch eine Verbesserung infolge des 
Gleitens des Kreises in Riicksicht gezogen. Die Auflésung der Normal- 
gleichungen erfolgte nach dem durch Gerling bekannt gewordenen Niherungs- 
verfahren. Nachdem noch die Korrektionen wegen der Abweichung der 
geoditischen Linie vom vertikalen Schnitte und wegen der Hohe des 
anvisierten Objekts in Rechnung gezogen waren (nach einem Briefe an 
Olbers), wurden die Stationsergebnisse als Siitze unabhingiger Richtungs- 
beobachtungen mit gleichen Gewichten — nur die eine Richtung Bottel- 
Steinberg hat das Gewicht + — in die Netzausgleichung eingefiihrt. 
wAuch die Netzausgleichung ist vollstindig nicht mehr vorhanden, 
doch konnte aus den losen Bliittern, die sich darauf beziehen, der Gang 
der GauSschen Rechnung festgestellt werden. Die Anzahl der Dreiecks- 
punkte ist 33, die Anzahl der gegenseitig beobachteten Richtungen 75, 
die Anzahl der Winkelgleichungen also 43 und die Anzahl der Seiten- 
gleichungen 12. Die Aufstellung der Winkelgleichungen geschah in der- 
selben Weise, wie bei dem Fiinfeck im ,Supplementum theoriae combi- 
nationis etc., Societati regiae exhibitum 1826 Sept. 16“; die Summe der 
Verbesserungen der Winkel eines Dreiecks ist gleich dem berechneten 
weniger dem beobachteten Excesse desselben. Die aus den Winkelglei- 
chungen gebildeten Normalgleichungen hat GauB zuniichst aufgelést und 
daraus Verbesserungen berechnet, welche die Dreieckswiderspriiche be- 
seitigen. Mit diesen erstmalig verbesserten Richtungsbeobachtungen wurden 
die Seitengleichungen aufgestellt, zuniichst in derselben Weise, wie bei 
dem Fiinfeck im Supplementum etc.; darauf werden sie aber umgeformt 
mit Hilfe der Winkelgleichungen, die zu der Figur gehéren, auf welche 
sich die betreffende Seitengleichung bezieht. Wenn niimlich bei der 
Ausgleichung einer Figur auBer einer Anzahl von Winkelgleichungen, 
deren absolute Glieder Null sind, nur eine Seitengleichung zu erfiillen ist, 
so kann man dies durch Ausgleichung einer einzigen Bedingungsgleichung 
erreichen. Und zwar wird diese dadurch erhalten, daB man zu der ur- 
spriinglichen Seitengleichung die Winkelgleichungen addiert, nachdem 
man sie vorher mit Koeffizienten multipliziert hat, die so bestimmt sind, 
da8 die Summe der Quadrate der Koeffizienten in der neuen Bedingungs- 
gleichung ein Minimum wird. Aus den so umgeformten zwilf Seiten- 
gleichungen werden nun auch die Normalgleichungen gebildet, deren 
Aufiésung neue Werte der Verbesserungen gibt. Nach dieser ersten 
Ausgleichung werden wieder die neu entstandenen Dreieckswiderspriiche 
weggeschafit, und mit den dadurch erhaltenen Verbesserungen von neuem 
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die Seitengleichungen und die zugehérigen Normalgleichungen aufgestellt, 
die sich jetzt von den vorigen nur in den konstanten Gliedern unter- 
scheiden. Durch ihre Auflésung ergeben sich wieder neue Werte der 
tichtungsverbesserungen. In dieser Weise hat GauB die Ausgleichung 
noch zweimal wiederholt. Dies Verfahren fiihrt genau zu den Werten, 
die einer Ausgleichung siimtlicher Bedingungsgleichungen in einem Gusse 
entsprechen. Infolge der Form der Bedingungsgleichungen ist die Rech- 
nung so rasch zum Stehen gekommen. 

»Dafiir, daB bei der Aufstellung der Seitengleichung in einem Viereck 
als Zentralpunkt am passendsten derjenige Eckpunkt gewahlt wird, der 
der gréBten Dreiecksfliche gegeniiberliegt, hat Gau8 einen rein analytischen 
Beweis gegeben. 

»Bei der Ausgleichung der Dreiecke der Landesvermessung scheint 
GauB die Winkelsumme der Dreiecke scharf ausgeglichen, und darauf 
die Seitengleichungen in solcher abgekiirzter Form in Riicksicht gezogen 
zu haben, daB durch ihre Ausgleichung die Winkelgleichungen nicht 
mehr gestért werden. Diese Niherungsform der Seitengleichung wird 
dadurch erhalten, daB die Verbesserung der Richtung P,P, gleich der 
Verbesserung der Richtung P,P, gesetzt wird. Von der Ausgleichung 
des Dreieckskranzes um Oldenburg, gemessen 1829/31, ist der Ansatz 
der Bedingungsgleichungen vorhanden, und zwar werden diese nach An- 
bringung der Richtungskorrektionen in der Ebene aufgestellt. Zum ersten 
Mal in der Geodiisie werden hier die drei Polygongleichungen gebildet, 
die den ZusammenschluB des Kranzsystems bewirken. 

»Die Bestimmung der Nebenpunkte ist wohl meistens durch Vor- 
wiirtseinschneiden von den Hauptpunkten aus erfolgt. Die Berechnung 
ihrer ebenen rechtwinkligen Koordinaten mit Hilfe der Methode der 
kleinsten Quadrate ist fast ganz allein von GauB innerhalb der Jahre 
1828 bis 1848 ausgefiihrt worden; nur einen Winter hindurch hat ihn 
sein Sohn, der Leutnant GauB, und in den letzten Jahren der Professor 
Goldschmidt dabei unterstiitzt. Die Gesamtzahl der bestimmten Punkte 
betrug gegen 2600.“ 

»Kleinere Notizen von GauB beziehen sich auf die terrestrische Re- 
fraktion, den Bordaschen Kreis, die Reduktion schiefer Winkel auf den 
Horizont, die Bestimmung des Winkelwerts und seines Gewichts aus 
Repetitionsbeobachtungen, die Ausgleichung eines aus Winkelbeobach- 
tungen erhaltenen Polygons, wenn nur die Winkelgleichungen beriick- 
sichtigt werden, und anderes. 

Zum Wiederabdrucke werden gelangen die Bestimmung des Breiten- 
unterschiedes zwischen den Sternwarten von Géttingen und Altona, der 


Brief an Baeyer iiber die Anderung der geographischen Breite mit der 
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Hohe, die Veréffentlichungen tiber den Heliotrop, sowie die Mitteilungen 
iiber die hannoversche Gradmessung, ferner Ausziige aus den Brief- 
wechseln mit Schumacher, Bessel und Olbers, auBerdem ein Brief an 
Bohnenberger. Zu diesen kommen bisher nicht verdffentlichte Ausziige 
aus dem Briefwechsel mit Gerling und aus Gaui’ Berichten an das 
hannoversche Ministerium. Fiir die von GauB beabsichtigte Publikation 
iiber die hannoversche Gradmessung ist der Plan und zum Teil die Ein- 
leitung vorhanden.“ 


Géttingen, im April 1902. 
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Zur zweiten Variation bei isoperimetrischen Problemen. 
Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Herr Kneser hat im 55. Band dieser Annalen einen strengen Beweis 
fiir die Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung bei der einfachsten Klasse 
isoperimetrischer Aufgaben gegeben, wobei jedoch die Frage in einem ge- 
wissen Ausnahmefall*) unentschieden bleibt. 

Der Zweck der folgenden Note ist, zu zeigen, daB sich auch dieser 
Ausnahmefall einfach erledigen léBt mit Hilfe einer Methode, welche Herr 
H. A. Schwarz in seinen Vorlesungen**) fiir den analogen Beweis im Fall 
der einfachsten Aufgabe ohne Nebenbedingungen entwickelt hat. 

Die Aufgabe, um welche es sich handelt, laBt sich folgendermaben 
formulieren: 

Es seien H,, H,, U drei im Intervall (¢,,¢,) reguliire Funktionen von ¢; 
iiberdies sei in diesem Intervall H, >0O und U nicht identisch Null; ferner 
bezeichne 

¥(w) = Aw — = (, =) 
und es seien w, v Losungen der beiden Differentialgleichungen 
(1) ¥(u) = 0, ¥(v) =U 


welche beide in ¢, verschwinden***): 








*) Vgl. auch die Dissertation von Herrn Hormann, Untersuchungen wtéber die 
Grenzen, zwischen welchen Unduloide und Nodoide etc., Gittingen 1887, in welcher 
iiber die entsprechenden Untersuchungen von WeierstraB berichtet wird, und 
derselbe Ausnahmefall als noch unerledigt bezeichnet wird. 

**) Die Methode ist mir aus einer Nachschrift von Herrn Dr. J. C. Fields der 
Vorlesung iiber Variationsrechnung vom Wintersemester 1898/99 bekannt; es ist die- 
selbe Methode, die von Herrn Sommerfeld auf Doppelintegrale ausgedehnt worden 
ist, Jahresber. d. Deutschen M. V., VIII, pag. 188. 

***) Es ist bekannt, wie man solche Liésungen herstellen kann, sobald das allge- 
meine Integral der Eulerschen Differentialgleichung gefunden ist; vgl. Hormann l. c. 
und Kneser |. c.; die Funktionen uw, v sind lineare Kombinationen der von Kneser 
mit A, B bezeichneten Funktionen. 
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(2) u(t) = 0, v(t) = 0, 


endlich bezeichne: 
t 


t 
m=[uUat, n= oUat, 
* to 


A(t) = mv — nu. 


Es ist dann A(é,) = 0; sei ¢,’ der zuniichst auf ¢, folgende Nullpunkt von 
A(é) (der zu ¢, konjugierte Punkt) und es werde angenommen, dab 


(3) fy <t. 


Alsdann soll gezeigt werden: Man kann stets Funktionen w von ¢ 
finden, welche in ¢, und ¢, verschwinden: 


(4) w(t) =0, — w(t) =0, 


fiir welche 
ty 


(5) fe Udt =0 


t 


und fiir welche das Integral*) 


fi 2 
dwn | (4, (1) + Hw) at 
bo 


einen negativen Wert annimmt. 


Dabei soll w selbst stetig sein im ganzen Intervalle (t,, ¢,), - soll 


abgesehen von ein eendlichen Anzahl von Punkten existieren und stetig sein, 
und auch in den Ausnahmepunkten sollen vordere und hintere Derivierte 
existieren und endlich sein. 

Fiir den Fall, daB w und v nicht beide in 4,’ verschwinden, hat 
Herr Kneser in der angegebenen Abhandlung den Beweis gefiihrt, indem 
er zeigt, daB dann A(f) in 4, zu ungerader Ordnung verschwindet, woraus 
sich nach einer von WeierstraB herriihrenden SchluBweise das gewiinschte 
Resultat ergibt. 

Es bleibt noch der Ausnahmefall 


(6) u(t )=90, v()')=0 
zu untersuchen. 
Da 
1 , , 
(7) o¥(w) — u¥(v) = 5, A, (ue —w'e), 


*) Auf diese Form kann man bekanntlich, nach Weierstra8, im vorliegenden 
Fall die zweite Variation transformieren. 
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so folgt*) aus (1) und (2) 
(8) H, (uv’ —u'v) = — m. 
Daraus folgt aber, daB unter der gegenwirtigen Annahme (6) auch: 
@! 

(9) m(t,) = fu0dt=0. 
Wahlt man daher : 

w=u in (6, 4), 

w=0 in (4, 4), 
so geniigt w den Bedingungen (4) und (5) und macht-J, = 0; denn be- 


so laBt 


zeichnen allgemein t,, t,,---t, die Unstetigkeitsstellen von = ; 


sich J, durch partielle Integration auf die Form bringen: 
n 4 
dwy-° 
(10) i= > [ Hi, w Hh. + fi w¥ (w) dt, 
= ty 


was im vorliegenden Fall J, = 0 liefert. 

Um nun eine Funktion zu erhalten, welche J, negativ macht, wahlen 
wir nach dem Vorgang von Herrn Schwarz fiir w eine nur wenig von 
der obigen abweichende Funktion, niimlich: 

w=utxo in (4, %), 


(11) 


wobei x eine kleine Konstante ist, und eine Funktion von ¢, welche 
den folgenden Bedingungen geniigt: 


w= xo in (t,, 4), 


1) @ ist stetig mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen in (f, ¢,); 

2) a(%)=9, a(t) = 9; 

3) a(t) + 9; 

4 
4) JoUdi=0. 
to 

Die so definierte Funktion w erfillt die Bedingungen (4) und (5); 
sie ist selbst stetig, ihre erste Ableitung dagegen erleidet einen Sprung 
an der Stelle 7,.. Man hat daher bei Anwendung der Formel (10) das 
von der Unstetigkeit herriihrende Glied zu beriicksichtigen**) und erhilt 
nach einer einfachen Rechnung, bei der von der Identitat 





*) Vgl. Kneser, 1. c. Gleichung (22); die Accente bezeichnen Ableitung nach ¢. 

**) Es ist dabei noch zu beachten, daB eine Unstetigkeit der betrachteten Art 
auf die erste Variation und auf die Umformung der zweiten Variation in die Weier- 
strasBche Form wegen der Stetigkeit von w ohne EinfluB ist. 
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u¥(o) — o¥(u) = * H, (ow —o'u) 


Gebrauch zu machen ist, ganz wie in dem von Herrn Schwarz behandelten 
Fall, das Resultat: 


(12) J, = 2x Ho Fl" +2, 
wo V eine endliche GréBe ist. 

Nun sind aber H, und » nach Annahme in 4,’ von Null verschieden, 
ebenso > weil u(t) = 0 und ¢, eine nichtsinguliire Stelle fiir die Dif- 
ferentialgleichung Y(u)=0O ist. Daraus folgt aber, da’ man durch 
passende Wahl von x das Integral J, negativ machen kann. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daB man stets eine den vier obigen 
Bedingungen geniigende Funktion w bestimmen kann. Hs sei w, irgend eine 
den drei ersten Bedingungen geniigende Funktion, z. B. a, = (t—t) (t—¢,); 
sollte dieselbe zufillig auch der vierten geniigen, so ist @ = @, eine 
brauchbare Funktion. Im allgemeinen wird aber das Integral 


4 
{ o, Vat =¢, 
fo 
von Null verschieden sein; in diesem Fall wihle man eine zweite Funk- 
tion @, folgendermaBen: Nach den iiber U gemachten Annahmen kann 
man stets ein Teilintervall (t’,r”) von (¢, ¢,) finden, in welchem U +0; 
alsdann seize man 


a, = (t—7' ("08 (th)? 
in (t’, 7”) und a, =0 auBerhalb (r’, 7”); dann ist sicher das Integral 
4 

fo, Udi = C, 

fo 
von Null verschieden. Daraus folgt aber, daB die Funktion 

a = C,a,— C,a, 
allen oben aufgestellten Bedingungen geniigt. 


Somit kann auch in dem hier betrachteten Ausnahmefall ein Minimum 
tiber den zu ty konjugierten Punkt hinaus nicht bestehen. 


University of Chicago, den 27. Februar 1902. 
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Uber das isoperimetrische Problem auf einer gegebenen Flache*). 
Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


Der bekannte Satz, daB die Extremalen fiir das isoperimetrische Problem 
auf einer gegebenen Fliche Kurven konstanter geoditischer Kriimmung 
sind, laBt sich auf eine diuBerst einfache Art beweisen, wenn man sich der 
fiir diesen Zweck geeignetsten Formel fiir die geoditische Kriimmung 
bedient und gleichzeitig statt von der iiblichen unsymmetrischen Form 
der Differentialgleichung der Extremalen von der symmetrischen W eier- 
straBschen Form Gebrauch macht. 

Dies zu zeigen, und zugleich eine fiir die zweite Variation wichtige 
Vorzeichenbestimmung zu geben, ist der Zweck der folgenden Zeilen. 

Es sei S ein von singuliren Stellen freies Stiick einer der Hinfach- 
heit halber als analytisch vorausgesetzten Fliche, dargestellt in der Form 


da y(u, v), 
y= vu, »), 
= a (u, v), 


bezogen auf ein System rechtwinkliger Koordinaten. Ferner sei C eine 
auf S gelegene Kurve, gegeben in der Form 


u = u(t), v= v(t). 
Dann ist die geodiitische Kriimmung**) der Kurve C im Punkte P(¢): 


*) Die folgenden Bemerkungen sind durch zwei vor kurzem verdffentlichte 
Lisungen dieses Problems veranlaBt: Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, 
§ 34, und Whittemore, Annals of Mathematics (2) II, pag. 176. Die folgende 
Liésung scheint mir einfacher und zugleich freier von einschrinkenden Voraus- 
setzungen zu sein, insofern sie die auftretenden Kurven in Parameterdarstellung an- 
nimmt, wahrend Kneser die gegebene, Whittemore die gegebene und die ge- 
suchte Kurve in der Form v = f(u), annimmt. 

**) Man findet diese Formel bei Laurent, Traité d’Analyse, Vol. VII pag. 132, 
jedoch ohne Vorzeichen-Diskussion. Man kann sie auch ableiten, indem man die 
Definition der geodiitischen Kriimmung als Kriimmung der Projektion von C auf die 
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(1) So ised ait lathe 

@ VEG—F*(VEw*+2Fwv + Gr)” 
dabei haben EF, F, G die in der Flichentheorie iibliche Bedeutung, Accente 
bedeuten Ableitung nach ¢, und [ hat den folgenden Wert: 


l = (EG — F*) (wv —u'v’) 
(2) + (Ew’+ Fv’) [(z. - + E,) w?+ Guo + = Gv | 
— (Fw+@v) [> Ew? + Ew +(F,->G,) 0°], 


wobei Subskripte w, v etc., wie iiberall im folgenden, partielle Ab- 
leitungen bezeichen. 

Das Vorzeichen von [ gibt zugleich den Sinn des Radius der geo- 
diitischen Kriimmung an. Wird den Quadratwurzeln ihr positiver Wert 
beigelegt, wie iiberall in der Folge, und sind die positiven Koordinaten- 
achsen in der iiblichen Weise orientiert, d. h. liegt die positive y-Achse 
links von der positiven x-Achse, von der positiven z-Achse aus gesehen, 
so ergibt sich folgende Regel: 

Ist [ >0 so liegt der Radius der geoditischen Kriimmung links von 
der positiven Tangente an die Kurve C, von der positiven*) Normale an 
S in P aus gesehen; ist [ < 0, rechts. 

Der Ziihler T ist die linke Seite der Differentialgleichung der geo- 
diitischen Linien**); man erhiilt dieselbe direkt in dieser Form, wenn 
man die geoditischen Linien durch ihre Minimumseigenschaft definiert. 
Denn ist f eine Funktion von wu, v, wu’, v’, die der Bedingung 


f(u, v, mu’, mv’) = mf(u, v, w, v’) 
fiir jedes positive m geniigt, setzt man ferner 


Faw! 


@ h= yr 





und bezeichnet endlich ®(f) den Operator: 
(3) o(f) = fy ~fon Hh wo” —u'v’), 


Tangentialebene ins analytische tibersetzt; macht man dabei von der bekannten Vor- 
zeichenbestimmung des Kriimmungsradius einer ebenen Kurve Gebrauch, so erhiilt 
man die im Text gegebene Vorzeichenregel. Vgl. auch eine Arbeit von Staude, 
Uber das Vorzeichen der geoditischen Kriimmung, Dorpat. Naturf. Ges. Ber. 1895, die 
mir jedoch nicht zuganglich war. 

*) Nach den Festsetzungen bei Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie § 34 
und § 46. 

**) Siehe z. B. Knoblauch, Flichentheorie, § 53. 
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so ist nach WeierstraB die erste notwendige Bedingung fiir ein Minimum 
des Integrals 





ty 
J = | VEwt 2Fu'v' + Gv? dt 
ty 


das Bestehen der Differentialgleichung 
© (VEw? + 2Fwv' + Gv) =0. 


Nach einer einfachen Rechnung ergibt sich 





7/2  , Al ‘2 —— a = a 
(4) o (VEw?+ 2Fuv + Gv) (Vie? aFed pad)” 
somit [ = 0 als Differentialgleichung der geodiitischen Linien. — 
Nach diesen einleitenden Bemerkungen iiber die geodatische Kriimmung 
wenden wir uns zum isoperimetrischen Problem auf einer gegebenen Fiche. 


Auf der Fliche S sei eine Kurve C gegeben: 
u=U(t), v=) 


und auf ihr zwei Punkte A(t.) und B(t,); es wird verlangt die beiden 
Punkte durch eine auf der Fliche S gelegene Kurve C: 


u=u(t), v = v(t) 


von gegebener Linge zu verbinden, derart daB das von C und C ein- 
geschlossene Flichenstiick R einen méglichst groBen Flaicheninhalt hat. 
Bezeichnen wir die Parameter von A und B auf C mit ¢, und ¢, 
resp., wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢, < ¢, voraus- 
setzen diirfen, und mit N eine Funktion von wu und », fiir welche 


(5) N, id VEGF? ? 
so haben wir das Integral*) 


t To 

(6) — f N(u, o)w dt +6 f NGG, #)i' de, 
fo % 

wo ¢=+1, m einem Maximum zu machen mit der Nebenbedingung, 


*) Beziiglich der Bedingungen, unter welchen die Kurven C und € eine Flache 
von endlichem Inhalt begrenzen, die durch die Formel (6) darstellbar ist, verweise 
ich auf C. Jordan, Cours d’Analyse I, No. 102, 112, 155—157 und II, No. 132, 133. 
Ebenso unterlasse ich es auf sonstige Fragen der Strenge einzugehen, da es mir hier 
lediglich darauf ankommt, auf méglichst einfache Weise die geometrische Deutung 
der Differentialgleichung des Problems zu bewerkstelligen. 
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ah 
(3) K =| Eu? 2F we + Ge at 
to 


den vorgeschriebenen Wert / hat. 

Das Vorzeichen von « bestimmt sich nach folgender Regel: Es sei 
R’ das Bild des Flichenstiicks R in der u, v-Ebene, deren positive v-Achse 
links von der positiven w-Achse angenommen wird; man lasse den Punkt 
u,v die Begrenzung von RF’ in positivem Sinn beschreiben, von A’, dem 
Bild von A, ausgehend; alsdann wird der entsprechende Punkt z, y, z die 
Begrenzung von R von A ausgehend beschreiben, und zwar wird er sich 
dabei entweder zuerst entlang C oder entlang C bewegen. Im ersten 
Fall ist «=—1, im zweiten ¢ =+1, wie dies aus dem Greenschen 
Satz folgt, der bei der Abteilung von (6) gebraucht wird. 

Da das zweite Integral bei Variation von C konstant bleibt, so ist 
die erste notwendige Bedingung fiir ein Maximum, in der WeierstraB- 
schen Form und in der obigen Bezeichnung: 

(8) o(H) = 0, 

wo 

(9) H=eNuw +AaVEw?+ 2Fwv' + Gv?, 
unter 4 die isoperimetrische Konstante verstanden. 

Nun ist aber 


(HA) = ¢0(Nw) + 40 (VEw? + 2 Fu’ + Go?) 








und eee 
o(Nw’) = —eN, =— 2 VEG — F°, 





© (VEw?+ 2Fw'' + Gv?) = vega 
9 
nach (1) und (4)*). 
Die Differentialgleichung (8) reduziert sich daher auf 
(10) “ath 


d. h. die Extremalen sind Kurven konstanter geodiitischer Kriimmung. 

Die Richtung des Radius der geoditischen Kriimmung wird durch die 
Legendresche Bedingung bestimmt, nach welcher fiir ein Maximum die 
Funktion 


? 


H, 


u'u' 





H, =: 

*) Bei einer zusammenhiingenden Darstellung der Variationsrechnung wird man 
bei Besprechung des isoperimetrischen Problems auf einer Flache stets die Formel (4) 
von einer vorangegangenen Behandlung des Problems der geodiitischen Linien her als 
bekannt voraussetzen diirfen. 


4* 
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entlang der Kurve C nicht positiv sein darf. Es ist aber hier: 
ae MEG — F%) 
t  (VEw*? +2 Fw + Ge?)”’ 
somit muB 4 negativ sein und daher mu 9, das entgegengesetzte Zeichen 
wie ¢ haben, woraus sich die Richtung des Radius der geodiitischen 
Kriimmung nach der oben gegebenen Kegel eindeutig bestimmt. 





University of Chicago, den 1. Marz 1902. 
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Uber die Darstellung definiter binarer Formen durch Quadrate. 
Von 


Epmunp Lanpav in Berlin. 


Kine binire Form mit reellen Koeffizienten, d. h. eine ganze rationale 
homogene Funktion zweier Variablen f(x, y) mit reellen Koeffizienten heiBt 
definit, wenn fiir alle reellen Wertepaare x, y 


f(z, y) 20 
ist. Bekanntlich*) liBt sich alsdann f(x,y) als Summe von Quadraten 
ganzer rationaler homogener Funktionen von x und y mit reellen Koef- 
fizienten darstellen. Denn die Gleichung 

f(u,1)=0 
hat fiir definites f(z, y) keine reelle Wurzel in ungerader Vielfachheit; 
f(u, 1) hat daher nach dem Fundamentalsatz der Algebra die Gestalt **) 


[I — n) | [mab t) (w—a,+B;t) = ef [ _ vf [@- «t,)*-+ B,°), 


4=1 4=1 
wo die «,, B,, y, reell sind und ¢ > 0; dies ergibt 


f(x, y) = (Ve) y* J [@-ry [ [ @—ey* + BY), 
4=1 4=1 


(wo t>0,) also durch Ausmultiplizieren eine Quadratsumme der verlangten 
Art: 


7 7 
(1) f(z, y) = >) F3(@,y). 
v=1 
Bei dieser Darstellung (1) einer definiten biniéren Form f(x, y) oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, einer definiten ganzen rationalen Funktion 
f(x) einer Variablen als Quadratsumme sind aber, auch wenn die Koef- 
fizienten von f rationale Zahlen sind, die Koeffizienten in den Basen der 








*) Vergl. Hilbert, ,,ber die Darstellung definiter Formen als Summe von 
Formenquadraten“, Mathematische Annalen, Bd. 32, 1888, 8S. 342. 
*) Es kann dabei r= 0 oder s=0, d.h. das entsprechende Produkt = 1 sein. 
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Quadrate im allgemeinen irrational, und es entsteht die Frage, ob eine 
definite ganze rationale Funktion 

F(@) = cgx?* + ca! + +--+ Cy, 
mit rationalen Koeffizienten durch Quadrate ganzer rationaler Funktionen 
mit rationalen Koeffizienten darstellbar ist, also in einer Gestalt, welche, 
ohne das Gebiet der rationalen Zahlen zu verlassen, den definiten Charakter 
der Funktion in Evidenz setzt. 

Diese Frage ist zuerst bei der Untersuchung der Méglichkeit gewisser 
geometrischer Konstruktionen von Herrn Hilbert*) gestellt und in Angriff 
genommen worden; er hat auf Grund seiner tiefgehenden Theorie der 
relativquadratischen Zahlkérper bewiesen, daB tatsichlich f(«) als Quotient 
zweier Summen von Quadraten der verlangten Art darstellbar ist: 


0 
y 


> Pi(a) 








fa-=; 
> vi@) 
v=1 


Dies bildet den ersten Satz iiber die Darstellung von Formen héherer 
als zweiter Ordnung durch Quadrate wnter Zugrundelegung eines Korpers, 
dem die gegebenen Koeffizienten angehéren und die Koeffizienten der 
gesuchten Funktionen angehéren sollen. Weitere Resultate dieser Art 
liegen noch nicht vor; auch macht Herr Hilbert in seinem auf dem 
internationalen Mathematikerkongress zu Paris im Jahre 1900 gehaltencn 
Vortrage**) ausdriicklich auf diese Probleme aufmerksam. 

Im Folgenden beschiaftige ich mich, nachdem ich im § 1 einen ein- 
fachen Hilfssatz vorangeschickt habe, in § 2 mit dem natiirlichen Ratio- 
nalititsbereich, dem Kérper der rationalen Zahlen. Nachdem Herr Hilbert 
die Darstellbarkeit von f(x) als Quotient zweier Quadratsummen nach- 
gewiesen hat, drangt sich die Frage auf, ob es nicht doch méglich ist, 
f(x) als Summe von Quadraten darzustellen***); ich werde nachweisen, 
daB tatsiichlich eine solche Darstellung 

*) Grundlagen der Geometrie“, Festschrift zur Feier der Enthiillung des GauB- 
Weber-Denkmals in Géttingen, Leipzig, 1899, S. 82—85. 

**) ,.Mathematische Probleme‘, Nachrichten der K. Gesellschaft ae Wissen- 
schaften zu Géttingen, math.-phys. Kl., 1900, S. 284—285; Archiv der Mathematik 
und Physik, dritte Reihe, Bd. 1, 1901, 8. 224. 

***) DaB es iiberhaupt definite Formen gibt, welche nicht als Quadratsumme 
darstellbar sind, (sogar unter Zulassung beliebiger reeller Koeffizienten) ist zuerst 
von Herrn Minkowski vermutet worden (vergl. die erste These am Schlusse seiner 
Dissertation ,,Untersuchungen tiber quadratische Formen‘, Kénigsberg, 1885) und wurde 
von Herrn Hilbert (1. c.— s. Anm. 1 auf S. 53 — S. 344—350) bei den terniiren Formen, 








sh & | 3 


~~ tet 
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(2) f(2) =>) F3@) 


mit rationalen Koeffizienten stets existiert. 

Im § 3 behandle ich den Fall eines beliebigen reellen Kérpers Q. 
Damit jede definite Funktion 2/*" Grades f(x) in Q als Quadratsumme (2) 
mit Koeffizienten in Q dargestellt werden kann, ist offenbar notwendig, 
daB der Satz schon fiir Funktionen 0" Grades wahr ist, d. h. der Kérper 
Q muB so beschaffen sein, daB seine positiven Zahlen als Summe von 
Quadraten von Zahlen in Q darstellbar sind. Ich werde nun beweisen, 
daB dies auch hinreichend ist, d. h. daB fiir so beschaffene K6érper jede 
definite Funktion f(x) in Q als Quadratsumme mit Koeffizienten in Q dar- 
stellbar ist; hierin ist der in § 2 fiir den natiirlichen Rationalitiitsbereich 
bewiesene Satz als Spezialfall enthalten. Endlich wird sich fiir den Fall 
eines ganz beliebigen reellen Kérpers Q ergeben, daB jede definite Funk- 
tion f(x) mit Koeffizienten in Q in der Gestalt 


(3) f@) = de, F3(@) 
v=1 
darstellbar ist, wo die Koeffizienten in den F’, Zahlen in Q und die e, 
positive Zahlen in Q sind. Auch die Darstellung (3) setzt, ohne den 
Kérper zu verlassen, den definiten Charakter der Funktion f(a”) in Evidenz. 
Ubrigens werden zum Nachweise dieser Sitze im Folgenden nur 
algebraische Hilfsmittel einfachster Art verwendet. 


Hilfssatz: Ist 
h(a) = agu** + a,x**-! +--+ + ag, 
eine Funktion mit beliebigen reellen Koefiizienten, deren Wert fiir jedes 
reelle x positiv®) ausfillt und deren Grad genau der 2k ist (so dab 
yg > 0 angenommen wird), so laBt sich eine positive GréBe d derart finden, 
daB fiir alle den Ungleichungen 


|dy| <9, |d,| <9,---, |dy,| <9 
gentigenden Systeme reeller Zahlen d), d,,---,d,, die Funktion 


d. h. den ganzen rationalen Funktionen zweier nicht homogener Variablen nachgewiesen. 
Spiiter hat Herr Hilbert (Uber terniire definite Formen‘, Acta mathematica, Bd. 17, 
1893, S.169—197) gezeigt, daB die definiten terniiren Formen als Quotient zweier 
Quadratsummen (mit reellen Koeffizienten in den Basen) stets darstellbar sind. 

*) Wenn h(x) fiir reelle x des Wertes 0 fuhig ist, gilt die Behauptung offen- 
bar nicht. 
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H(2) = h(x) + dya®* + da? 14. Node be 


definit iat = (Ay +d))a** + (a,+d,)x**-? ve + (Gg, +4y,) 
efinit ist. 


Beweis: Da h(x) fiir kein reelles x verschwindet, liegt h(x) fiir 
alle reellen x oberhalb einer positiven Schranke p; es bezeichne a den gréBten 
der absoluten Betriage 

||, [9|,>* +> |@ax—aly [eu] = ee, 
und es werde @ gleich der kleineren der beiden Zahlen 
2a p 


a 
a, und it oh $43)" 





gesetzt; dann ist 
1) fiir |r| <=" 41 (x reel) 
H(x) = h(w) — |dya** +--+» + dyy_ ut &,| > p — d(\a|*+ --- +|2]+1) 


(E+) — 
>p—9((4 1) +--+ E41) 41) =p— g So 


ee 


2a 2k+1 2a ak+1 
ts 1 = 
(+4) ep Gt 








>p—d- 2a — =?P~-% oe 2k+1 2a 
% (5+) % 
=—p—p=0, 
und 
2) fiir |x| >= = + 1 (x reell) 


H(z) => h(x) — aa" +::-+4,,_,:%+ 4,,| 
> a,x**—|\a o's. "+ g,_ 0+ a,,|—|dyu** + -- ‘+d, 12+ a,,| 
> ayx** —a(|x\**-14.---+ |x| 4+1)—d(|a|**+---+ |e] +1) 








— o—1_ 4 ia[ti—1 
’ |a|—1 |a|—1 
2k 2k+1 2k ’ 
k x |x| a # ae 8] 2| 
a,x2* —a _ _— hs 
> Mp |a|—1 |a|— i> %% a * }a|—1 
tty 
sa il om \ >a" “o = — 
teva a 
\ | x | 2a 
—- 1 
\ at j 
/ 2 4 
6 (+1) a 
— ytki % a yh a a 
= at{ So \% iS ..0 . 2. 
2 2a = 2 fa 2a 
ay 4 \ ay a, ‘ 
=x git (% _ % 
x (§ >) = 0. 
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Fiir alle reellen x ist also 


H(z) > 0. 
Die Existenz einer GréBe 0 von der wen Beschaffenheit ist 
einfach so gezeigt worden: erst wurde ein f-< — + 1) bestimmt, sodaB 


fiir |z|>& die Hilfte des ersten Gliedes in h(a) den absoluten Betrag 
der Summe der iibrigen Glieder tiberwiegt, und dann wurde 0 so gewahlt, 
daB fiir |~| > die hinzugefiigte Funktion 


dyx** +--+ + dy, 
dem absoluten Werte nach auch kleiner als . a,x** ist und daB anBer- 
dem fiir |x| <& 
|dya** +--+ + dy,| <p <h(e) 
ist. Stets ist alsdann 


H (ax) = h(x) + dyau** + ---+d,,> 0. 


g 2. 
Kine positive Rationalzahl + ist als Quadratsumme darstellbar, z. B. 


als Summe von ab Quadraten folgendermassen: 
a _ab_ i#4+1%4+-.-4 1" /1)2 | (1)? 1\2_ 
pa BASE (yt Ge Gt 


iibrigens geniigen bekanntlich zur Darstellung einer ganzen Zahl, also auch 
einer rationalen Zahl vier Quadrate, wie zuerst Lagrange bewiesen hat. 
Auch eine definite quadratische Funktion 
f(x) =a? +bx+e (a>0, b?—4ac<0) 
ist als Quadratsumme im Kérper der rationalen Zahlen darstellbar, weil 
b b\2 4ac—b 
f(x) =az?+ba+ce= a(a*+—«+-<) = a((« +5-) A a 
4ac—b? 


b\2 
“7 (« ae a) + 4a 
durch Zerlegung der rationalen Zahlen a > 0 und <= 





— nah 0 in Quadrate 
eine Darstellung von f(x) als Summe von (hichstens 8) Quadraten ergibt. 
DaB iibrigens auch bei ganzzahligen a, b,c und der Annahme a =1 in 
den Koeffizienten der Basen der Quadrate Zahlennenner unvermeidlich 
sind, lehrt schon das einfache Beispiel der definiten Funktion 


etetin G++ (+) +) 


welche offenbar nicht als Quadratsumme ganzer ganzzahbliger Funktionen 
darstellbar ist. 





58 Epxunp Lanpav. 


Es sei schon bewiesen, daB jede definite ganze rationalzahlige Funk- 
tion des Grades 0, 2, 4,---, 2k als Summe von Quadraten ganzer rational- 
zahliger Funktionen darstellbar ist, und es soll dasselbe fiir die Funktion 
2k + 2%" Grades 
(4) f(@) = cga®®*? + cyattt) + + + Oey 
bewiesen werden, wo also ¢ > 0 angenommen wird. 

Es ist 


, : ? 
oe 2k+2 C, .2k+1 1 2k+2 
r)= €,1 2 + x fteeet 

A ) o( Cy Cy 


— t(a**+* + Catt! + ti + Crna): 


Da cy eine Quadratsumme ist, geniigt es, die Behauptung fiir 
© om grk+2 + C,g%+ + oe + Crass 


nachzuweisen. Setzt man 
C, 
o= 9 3E+9? 
so geht bekanntlich fe in eine ganze rationalzahlige Funktion 2k + 2% 


Grades von y ohne zweites Glied iiber: 
fe) = 9? + cay™® + cgy®*—! + ++ + Cres1y + Cree = 9(y)- 
0 


Auch g(y) ist definit, da die reellen x den reellen y entsprechen, und 
es geniigt, die Behauptung fiir g(y) nachzuweisen; denn aus 


gy) = > G2) 
v=1 
folgt 


° - > 63 (e+ 945) - > FO. 
v=1 v=1 
Mit anderen Worten: ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann in (4) 
o= 1, q= 0 
angenommen werden, also f(x) in der Gestalt 
f(a) = aP*+? + cyat* + cyatt-) +--+ + Creag. 

Dies ist fiir das Gelingen des folgenden Beweises von wesentlicher Be- 
deutung. 

Es sind nunmehr zwei Faille zu unterscheiden. 

1) Wenn f(z) fiir reelle 2 des Wertes 0 fahig ist, also reelle Wurzeln 
hat, ist jede in gerader Vielfachheit vorhanden; f(a) ist alsdann von der Gestalt 


(5) f(#) =f? @A@), 








sit 
vo 
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wo f,(“) von mehrfachen Wurzeln frei ist und geringeren Grad hat als 
f(x); der hierbei willkiirliche konstante Faktor sei so gewahlt, daB der 
Koeffizient der héchsten Potenz von x in f,(x) gleich 1 ist; dann haben 
f,(~) und f,() rationale Koeffizienten; denn /f,(x) ist das Produkt der 
(einzeln rationalzahligen) Faktoren von f(a), welche die 1, 3, 5, - - -fachen 
Nullstellen von f(x) zu einfachen Wurzeln haben, und f,(x) ist das Produkt 


(v=1, 2, 3,4, ---) der [= Potenzen der (rationalzahligen) Faktoren, welche 


beziehlich fiir die yfachen Nullstellen von f(a) von der ersten Ordnung 
verschwinden. Da /,(x) definit ist und héchstens den Grad 2k hat, so ist 


f,(2) => G2), 


also 


fe) = f3(@) > G,(2) = >) @ 6,@) = >) F320). 
v=1 v=1 v=1 
2) f(x) habe keine reellen Wurzeln; dann hat es / + 1 Paare kon- 
jugierter komplexer Wurzeln*) 


aw, + Bit (A=1,2,---,k+1), 
wo die B,>0 sind; da das Glied mit 2**+' in f(x) fehlt, ist 
k+l 
> (+ Byi + & — B;!) = 0, 
sess k+l 
(6) > % = 0. 
A=1 
Nun ist 
k+1 


f(e) = [ | (@—«) + 6,), 
4=1 


was ausmultipliziert die bekannte (nicht rationalzahlige!) Darstellung als 
Quadratsumme ergibt; von den dabei vorkommenden 2*+! Quadraten hat 


k+1 
eines, [][ @-«, den Grad 2k + 2; die Summe der iibrigen 2+ — 1 
4=1 
Quadrate hat den Grad 2k und zwar genau diesen Grad, da in 
k+1 k+1 k+l 


1)  f@)-[ J @-«) =] @-a+ 6.) -[] @-ay 


= a)x** + a,v2*-14.--+ ay, = h(a) 


*) Die Annahme, da8 keine Paare mehrfacher komplexer Wurzeln vorhanden 
sind, wird dabei nicht gemacht; sie wiire im Ubrigen erlaubt, da andernfalls f(a) 
von der Gestalt (5) wire. 
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az** den Koeffizienten 
k+1 


A) - > 6: > 0 
4=1 


erhilt. 
h(«) ist als Summe von Quadraten eine definite Funktion und fiir 
k+1 
reelle 2 von 0 verschieden, weil einer der Summanden, niimlich [ [62. 
4=l1 


> 0 ist. Auf h(x) wende ich den Hilfssatz aus § 1 an: @ ist so bestimm- 
bar, daB fiir 


(8) |dy| << 9,--+, |dy,| <0 
k+1 


h(x) + dya** + ---+ dy, = f(x) -[]@ —«,)?+da*+---+d,, 


definit ist. 
Nachdem ¢ bestimmt ist, wihle ich / rationale Zahlen A,, A,,---, A, 


aus, welche beziehlich so nahe an @,, c,,---,«, gelegen sind, dab, 
? Ay, = —4,—4,—---—A, 
gesetzt, in 
k+1 k+1 
IT (w@—«,)?— “He- Ay)? = (a4 byat-1 4-40, 44)" 
(9) — (a*+'+ Boa-*+---+B,, 4)? 


= (a*+242by a2 + Dh ys) — (att? +2 Byatt + B31) 
= dyx** + dx**-14.-.-+ dy, 
die Koeffizienten den Ungleichungen (3) geniigen. DaB eine solche Wahl 
moglich ist, erhellt folgendermaBen: Setzt man zuniichst an: 
A, = & + &,°++; A, =a + & 
und somit unter Beriicksichtigung von (6) 
Baggy A yy Hy — Hy 


so sind d,,d,,---,d,, ganze rationale Funktionen von ¢,, &,---, & ohne 

konstantes Glied; dieselben verschwinden mit ¢,, &,---, €, und kénnen 

daher durch passend kleine Wahl von ¢,, &,---,&, dem absoluten Werte 

nach unter d herabgedriickt werden; obendrein kénnen ¢,, &, ---, & 80 

gewahlt werden, daB A,, A,,---,A, rational sind und hiermit auch A,,,. 
Aus (7) und (9) ergibt sich nun 


k+1 k+l ( k+1 k+1 


fz) =] [@—«)+h@)=] [@—4)°+@)+| [[@—«)-] [@— 4)" 





), 





“™ iw 


me 


—_ tn — 


— ae ae lUuak|h hf 


= 
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k+1 
(10) f(a) =] [ @—4)* + @@+ da +---+0,,). 
is 

, k+1 

Hierin ist der erste Summand, [][ @-4) das Quadrat einer rational- 
£=1 

zahligen Funktion; der folgende Klammerausdruck 
(11) ; h(x) + dyxv** + +--+ d,, = H(a) 


ist nach dem Hilfssatze eine definite Funktion und nur vom 2k" Grade; 
die Koeffizienten a) + dy,---, @,, + d,, dieser Funktion 


F(x) = (ay tdy)a** + +++ + (dg, +dy;) 


sind aber rationale Zahlen, weil H(«) die Differenz zweier rationalzahliger 


Funktionen 
k+1 


f(a) —] [ @-A, 


ist. Nun wird als bewiesen angenommen, dab alle definiten ganzen 
rationalzahligen Funktionen 2/**" Grades als Summe von Quadraten ganzer 
rationalzahliger Funktionen darstellbar sind; also ist 


m—1 


(12) H(2) = > F3(@) 


Aus (10), (11) und (12) folgt daher 
re -S He +( TT eA) 
vol A=1 
- > Fi). 


Damit ist bewiesen: Jede definite ganze rationale Funktion von x mit 
rationalen Zahlenkoeffizienten lift sich als Summe von Quadraten darstellen, 
so dap die sémtlichen Basen dieser Quadrate ganze rationale Funktionen 
von x mit rationalen Koeffizienten sind. 

Man kann leicht fiir die Anzahl der hierzu erforderlichen Quadrate 
eine obere Schranke aufstellen; fiir den nullten Grad reichen vier, fiir den 
zweiten acht Quadrate aus; es sei schon bewiesen, daB fiir den 2k'** Grad 
nur 4k+ 4 Quadrate nétig sind; dann liBt sich zeigen, daB fiir den 
2k + 2%" Grad 44+ 8 Quadrate geniigen. In der Tat ist ja eine definite 


Funktion 2/ + 2°" Grades gleich einer Konstanten mal einer Funktion 
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mit 1 als erstem Koeffizienten, welche, wie aus dem Vorangehenden folgt, 
entweder selbst ein Quadrat ist oder als Summe eines Quadrates und 
einer definiten rationalzahligen Funktion 2k*" Grades darstellbar ist; die 
beliebige definite Funktion 2k + 2%" Grades ist also von der Gestalt 


f(a) = @(F?(a) + Hy,(a)) = (a2 + 0 + 2? + d®) F?(x) + He; (2) 
4k+4 
= (aF(a))? + (bF@) + (eF(a))? + (dFw) + y F(a) 


v=1 
4k+8 


=> F30, 


so daB f(x) in 4k + 8 Quadrate zerlegbar ist. 

Es ist iibrigens zu bemerken, daB die Zerlegung eines gegebenen f(x) 
in Quadrate durch eine endliche Anzahl von Schritten ausfiihrbar ist; es 
kommt ja nur darauf an, die Wurzeln der Gleichung /(x) = 0 mit einer 
gewissen, aus den Koeffizienten von f(x) von vornherein bestimmbaren 
Anniherung zu berechnen. 


§ 3. 
Es sei nun ein beliebiger reeller Kérper Q zu Grunde gelegt, welchem 
die Koeffizienten von f(x) angehéren. 
Fiir die quadratische Funktion 
f(x) = az? + ba+e (a>0, b?’—4ace<0) 
ergibt sich wie auf 8. 57 
hci b\? | 4ac—b* 
f(a) =a(«+55) +“F- 
= ¢, F*(x) + 4-13, 
wo alle auftretenden Koeffizienten zu Q gehéren und insbesondere e, und 
é, => 0 sind. 
Es sei schon bewiesen, dab jede definite Funktion in Q bis zum 
2k" Grade in der Gestalt 


m 


(13) > 6 Fi) 


v=1 


darstellbar ist, wo die Koeffizienten in den Basen F',(x) Zahlen in Q und 
die e, positive Zahlen in Q sind, und es sei dasselbe fiir eine beliebige 
definite Funktion 2/4 + 2° Grades in Q 


/ ap F 2 pik+1 
: [ (x) = egu**t? + c,a%*+ “+++ Cpe 
zu beweisen. 
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Dabei kann man sich wieder auf den Fall ¢, = 1, ¢, = 0 beschranken, 
da die Transformation 
ae a 
o= 9 ~ @E+ de, 
in eine definite Funktion in Q 
gy) = y***? + cg y®® + cgyP*—! + +--+ Crees 
iiberfiihrt, deren Zerlegung 


gy) => E,- @,2(y) 


f(@) 
Cy 


fiir f(a) gleichfalls eine Darstellung in Q 


fa) — 2) 0B, @? (e+ ard ae) ~D oF'O 
v=1 


v=1 


liefert. 
1) Wenn f(x) reelle Wurzeln hat, ist analog wie in § 2 


(14) f(x) = f*@)fr(@), 
wo f,(x) und f,(#) Koeffizienten in Q haben und f,(7) definit ist und 
geringeren Grad hat als f(7), sodaB /,(#) und damit auch /(~) in der 
verlangten Art darstellbar ist. 

2) Wenn die definite Funktion 


f(x) _ gk? + cx" + qn”*-* + We + Cones 
keine reellen Wurzeln hat, ist sie nach (10) und (11) in der Gestalt dar- 
stellbar 


k+1 


(15) f@)=] [@-4)°+ 4, 
4z=1 


wo die A, rationale Zahlen sind und H(x) eine definite Funktion 2‘ 
Grades ist; die Koeffizienten von H(x) gehéren folglich zum Kérper Q, 
da H(a) die Differenz einer Funktion in Q und einer sogar rationalzahligen 
Funktion ist. Daher ist H(#) und damit auch f(x”) in der verlangten 
Art darstellbar. 

Zur Darstellung einer definiten Funktion 2/*" Grades in der Gestalt 
(13) sind héchstens &-+ 1 Quadrate erforderlich, wie sich durch voll- 
stindige Induktion ergibt, und in 

k+1 


(16) fax(2) => ¢, F3(@) (e, 20) 


kann wegen (14) bezw. (15) der Grad von F(x) gleich vy — 1 angenom- 
men werden: 
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Eine definite Funktion 2k*" Grades in Q ist als Summe von k +1 
mit Zahlen >0 in Q multiplizierten Quadraten von Funktionen in Q dar- 
stellbar, deren Grad beziehlich gleich 0,1,+--,k ist. 

Durch Einfiihrung zweier homogener Variablen z, y an Stelle der 
einen Variablen x ergibt dieser Satz, daB jede definite binére Form 2k*" 
Grades in Q als Summe von héchstens ik + 1 mit positiven Zahlen in Q 
multiplizierten Quadraten biniirer Formen in Q darstellbar ist. 

Wenn der Kérper so beschaffen ist, dab jede seiner positiven Zahlen 
als Summe von Quadraten von Zahlen in ihm darstellbar ist, so gibt es 
fiir jede definite Funktion f(x) in Q eine Darstellung als Summe von 
Quadraten von Funktionen in Q. 


Berlin, den 7. Juni 1902. 
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Eugenio Beltrami. 
Von 


Ernesto Pascau in Pavia*). 


Eugenio Beltrami wurde am 16. November 1835 zu Cremona ge- 
boren; sein Vater war ein verdienstvoller Miniaturmaler und lebte, nach- 
dem er 1848 infolge der politischen Wirren ausgewandert war, in Paris 
als Konservator eines Kunstmuseums. 

Beltrami begann seine mathematischen Studien in Pavia; bald schon 
zwangen ihn iufere Umstiinde, fiir einige Jahre eine Stelle bei der Ver- 
waltung der Lombardisch-Venetianischen Kisenbahnen anzunehmen; doch 
hatte er klar den Beruf erkannt, zu dem er sich unwiderstehlich hin- 
gezogen fiihlte, und nahm mit 25 Jahren das Studium der Mathematik 
wieder auf, geleitet von den Ratschligen Francesco Brioschis, der 
bereits damals durch eine Reihe von Arbeiten seinen hervorragenden Ruf 
begriindet hatte. 

Die erste mathematische Arbeit Beltramis trigt das Datum des 
1. November 1861 und ist betitelt: Intorno ad alcuni sistemi di curve piane, 
veroffentlicht im 4. Bande der in Rom verlegten Annali di Tortolini. 
Ankniipfend an die bekannte, elementare Eigenschaft eines Systemes 
gleichseitiger konzentrischer Hyperbeln, durch eine Drehung in das Ortho- 
gonal-System iiberzugehen, stellte sich der Verfasser das allgemeinere 
Problem: Welche Systeme ebener Kurven ergeben bei einer Drehung 





*) Die vorliegende Lebensskizze Beltramis, sowie die folgende Analyse seines 
Lebenswerkes ist der von E. Pascal am 10. Januar 1901 im R. Istituto Lombardo di 
scienze e lettere zu Mailand gehaltenen Gediichtnisrede entnommen. Die vom Autor 
revidierte Ubersetzung verdanken wir Herrn A. Schepp in Wiesbaden; Herr A. Korn 
hat dieselbe beziiglich der mathematisch-physikalischen Arbeiten Beltramis mit 
einigen Zusiitzen versehen. Indes erwies es sich als unmiglich, die im folgenden ge- 
gebenen Zitate, welche sich im wesentlichen an Beltramis eigene Literaturstudien 
anlehnen, systematisch zu ergiinzen. Der Leser sei auf die einschliigigen Artikel 


der Encyklopiidie der math. Wissenschaften verwiesen. 
D. R. 


cr 
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Systeme, die die urspriinglichen Kurven isogonal schneiden. Die Lésung 
kommt auf die Integration einer (eine willkiirliche Funktion enthaltenden) 
Differentialgleichung 1. O. zuriick. — Die Arbeit ist im ganzen bescheiden, 
doch lieBen die Klarheit der Untersuchungen und die Sorgfalt in der Dis- 
kussion des Problems bereits erkennen, dab der angehende Mathematiker 
zu den gréBten Hoffnungen berechtigte. 

Etwa ein Jahr spiter, im September 1862, fiihrte Beltrami eine 
umfangreichere und bedeutendere Arbeit zu Ende: Sulla teoria delle 
sviluppoidi e delle sviluppanti (Ann. di Tortolini, 1. Ser. 4. B., 1862), offen- 
bar angeregt durch die Arbeit, welche Brioschi fiinf Jahre friiher (1857) 
iiber denselben Gegenstand veréffentlicht hatte. 

Als ,,sviluppoide“ einer Kurve wird hier jede neue Raumkurve bezeichnet, 
deren Tangenten von der ersten unter einem ein vorgeschriebenes Cesetz 
befolgenden Winkel geschnitten werden; die erste Kurve heift dann 
ihrerseits ,,sviluppante“ der zweiten. Brioschi hatte nur den Fall unter- 
sucht, daB der Winkel w = konst. ist, d. h. den Fall der gewéhnlichen 
Evoluten. Beltrami legte sich den allgemeinen Fall vor und bewies 
unter anderem den eleganten Satz, daB jede ,,Sviluppoide“ eine geodiitische 
Linie der Fliche ist, welche durch alle nach demselben Gesetz gebildeten 
Sviluppoiden derselben Grundkurve erzeugt wird; ein Satz, von welchem 


bisher nur ein besonderer Fall bekannt war (der Fall w = konst. = 3): 


In demselben Band der Amnali di Tortolint ist auBer einer kurzen 
Bemerkung, betreffend eine sehr einfache Methode, um fast ohne Rechnung 
die Gleichungen der Kriimmungslinien einer Flache und ihrer Kriimmungs- 
radien zu finden, auch die von Beltrami besorgte Ubersetzung der be- 
rihmten GauBschen Abhandlung iiber die sogenannte konforme Abbildung 
einer Fliche auf eine andere enthalten (veréffentlicht 1825 in den in 
Altona von Schumacher herausgegebenen Astronomischen Abhandlungen 
als Beantwortong einer von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Kopen- 
hagen fiir 1822 gestellten Preisfrage). 

Diese scheinbar unbedeutende Kinzelheit ist fiir uns nicht ohne 
Interesse, weil sie uns die Anregung zeigt, welche Beltrami schon im 
Beginn seiner Studien von den Werken des groBen Gittinger Mathematikers 
empfing; und es blieb dieser Einflu8 von Gauf und seiner Schule in der 
ganzen weiteren Entwickelung von Beltramis Genius bestehen. Ich habe 
mich bei den ersten Proben desselben etwas linger aufgehalten, weil 
sie eben die ersten waren, nicht weil sie im iibrigen eine besondere Be- 
deutung haben. Man priift ja mit Vorliebe in der wissenschaftlichen 
Laufbahn eines groBen Mannes seine ersten Arbeiten, gewissermafen in 
der Hoffnung, in denselben die Keime seines Genies aufzufinden. 
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Nachdem Beltrami durch diese ersten Arbeiten die Aufmerksamkeit 
der Mathematiker auf sich gelenkt hatte, konnte er 1862 die bisher 
innegehabte Verwaltungsstelle aufgeben und wurde mit 27 Jahren zum 
auBerordentlichen Professor der Algebra und analytischen Geometrie an 
der Universitit Bologna ernannt. Seit jener Zeit verlief sein Leben heiter 
und ruhig, nur der Fiirsorge fiir seine Familie, seine Schiiler und seine 
Lieblingsstudien gewidmet. Niemals wollte er ein Amt annehmen, das 
ihn von diesen hiitte abziehen kénnen, und die Ernennung zum Senator, 
um die er nie nachgesucht hatte, erhielt er erst wenige Monate vor 
seinem Tode. 

Nach einjihrigem Aufenthalt in Bologna, wo er Cremona zum 
Kollegen hatte, der bereits glinzende Proben seiner hohen Bedeutung 
gegeben, sowie Chelini, dessen getreuer Freund er — im Gliick, wie im 
Ungliick — stets geblieben ist, wurde Beltrami als ordentlicher Professor 
der Geodiisie nach Pisa berufen; das Anerbieten dieser Stellung kam dies- 
mal von Enrico Betti, dem energischen und unermiidlichen Fdérderer 
junger Gelehrter, dem ruhmreichen Vertreter italienischer Wissenschaft. 
Um sich fiir den neuen Lehrstuhl wiirdig vorzubereiten, blieb er auf den 
Rat von Betti einige Monate in Mailand in dem Observatorium des 
Astronomen Schiaparelli, der ebenfalls damals bereits seine bahnbrechen- 
den Arbeiten begonnen hatte. 

In Pisa schrieb er in den Jahren 1864—65 unter anderen Arbeiten 
jene beriihmten Ricerche di analisi applicata alla geometria, die als der 
Ausgangspunkt eines groBen Teiles seiner in den folgenden Jahren nach 
und nach ausgefiihrten Untersuchungen iiber Differentialgeometrie anzusehen 
sind, und auf die er in spiateren Arbeiten in Zitaten sehr oft zuriick- 
kommt. In Pisa traf er auch hiufig mit Riemann zusammen und die 
tiefgehende Auffassung des genialen deutschen Mathematikers von der 
Natur des Raumes muBte selbstverstiindlich einen groBen EinfluB auf 
die klassischen Untersuchungen und eigenartigen Resultate ausiiben, die 
Beltrami drei oder vier Jahre spiiter tiber Riume konstanter Kriimmung 
verdffentlichen konnte. 

Nach dreijihrigem Aufenthalte in Pisa kehrte er nach Bologna zuriick, 
als Lehrer der theoretischen Mechanik, zu der er sich infolge der beson- 
deren Richtung seiner Studien hingezogen fiihlte. 

Als nach den Tagen von 1870 in der ersten und reinen Begeisterung 
die Idee entstand, in der neuen und verjiingten Hauptstadt Italiens die 
gréBte Universitit des Reiches zu griinden, suchte man die ersten Ver- 
treter der verschiedenen Disziplinen dorthin zu ziehen; unter ihnen 
Beltrami, dessen zahlreiche Arbeiten, im besonderen iiber Differential- 
geometrie, und vor allem jene originellen Arbeiten iiber die Theorie 

5* 
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der Riaume, bereits einen Weltruf erlangt hatten. So erklirte sich 
Beltrami im Oktober 1873 bereit, als Lehrer der theoretischen Mechanik 
und héheren Analysis nach Rom iiberzusiedeln. Er blieb aber dort nur 
drei Jahre, um im Jahre 1876 den Lehrstuhl fiir mathematische Physik 
und héhere Mechanik an der Universitit Pavia zu iibernehmen. 

Schon von seinem Aufenthalt in Rom an hatte er sich langsam in 
seinen Arbeiten von den bisher bevorzugten Gegenstiinden zu trennen be- 
gonnen und mehrere Arbeiten iiber Kinematik und Gegenstinde der mathe- 
matischen Physik verdéffentlicht. In Pavia widmete er sich, sei es infolge 
seiner Lehrtatigkeit oder in logischer Entwickelung seiner wissenschaft- 
lichen Interessen, fast ausschlieBlich Untersuchungen der mathematischen 
Physik und Mechanik, und wenn man in dieser zweiten Periode seiner 
Tiatigkeit hier und da noch einer Arbeit iiber einen anderen Gegenstand 
begegnet, so ist dieselbe entweder durch ein mechanisches und physi- 
kalisches Problem veranlaBt oder in ihren Grundlagen bereits viele Jahre 
vorher geplant; dies gilt z. B. fiir jene umfangreiche Arbeit: Ricerche di 
geometria analitica, die er im Jahre 1879 in den Abhandlungen der 
Akademie zu Bologna veréffentlichte, und die, ebenso wie eine andere 
Arbeit iiber die Oberflichen dritter Ordnung (die ebenfalls 1879 in den 
Rendiconti dell’ Istituto Lombardo veréffentlicht ist), auf seine ilteren 
Untersuchungen von 1868 und 1871 bezug nimmt; sie ist lediglich eine 
vollstaindige und systematische Zusam menfassung einer Reihe von Unter- 
suchungen, Methoden und Entwickelungen, die er bereits vor Jahren ge- 
plant und ausgearbeitet hatte. 

In der kurzen, aber eleganten Commemorazione di Alfredo Clebsch, 
welche Beltrami 1872 im Giornale di Battaglini verdffentlichte, hob er 
ganz besonders hervor, wie in der wunderbaren, wissenschaftlichen Lauf- 
bahn dieses bedeutenden deutschen Mathematikers, der schon mit 39 Jahren 
der Wissenschaft entrissen wurde, und dessen Name die ganze mathe- 
matische Welt erfiillte, zwei Perioden zu unterscheiden sind, die eine, 
wiahrend welcher seine Untersuchungen sich hauptsichlich mit den Theorien 
der analytischen Mechanik und der Elastizitiit beschiftigten, und eine 
zweite, in der Clebsch seinen tiefgehenden EHinfluB auf fast alle Gebiete 
der héheren Geometrie und Analysis ausgeiibt hat. Nun ist es merk- 
wiirdig, daB auch in der wissenschaftlichen Tatigkeit Beltramis, die so 
viele Beriihrungspunkte mit der von Clebsch hatte, zwei analoge Perioden, 
aber in umgekehrter Reihenfolge, unterschieden werden kénnen; fiir ihn 
fallt der Beginn der zweiten Periode nahe mit dem Zeitpunkt zusammen, 
in welchem er jene Worte zu Ehren von Clebsch schrieb. 

In der Titigkeit dieser zweiten Periode, die iiber 20 Jahre wiihrte 
(wiihrend die erste beinahe 15 Jahre umfaBte), durchwanderte er in 
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einer Reihe von 60 Abhandlungen fast alle Gebiete der mathematischen 
Physik: Elektrizitét, Magnetismus, Potentialtheorie, Licht, Wirme und 
Elastizitat. 

Wir werden weiter unten ausfihrlicher tiber diese Arbeiten zu 
sprechen haben; schon hier aber sei erwihnt, daB es Beltrami gelang, die 
Theorie der Elastizitit mit seinen ilteren und beriihmten Untersuchungen 
iiber die Raiume konstanter Kriimmung in Verbindung zu setzen durch 
die Entdeckung, da8 die Gleichungen der Elastizitit in isotropen Mitteln 
an die Hypothese eines Raumes vom Kriimmungsmas Null gebunden sind. 
Es ist dies ein Zusammenhang, den niemand bis dahin geahnt hatte, und 
der manche bei seinen Vorgiingern auftretende Schwierigkeiten beseitigte. 

Nach dem Tode von Casorati, der wihrend eines Zeitraumes von 
14 Jahren in Pavia sein Freund und Kollege gewesen war, siedelte Beltrami 
1891 wieder an die Universitit Rom iiber, wo man sich schon seit 
lingerer Zeit um ihn bemiiht hatte; und in Rom starb er allgemein be- 
trauert am 18. Februar 1900, — wie er gelebt hatte, mit der heiteren 
Gelassenheit eines antiken Philosophen. 

Acht Monate vor seinem Tode hatte Beltrami jene gliinzende Ge- 
dichtnisrede auf Brioschi gehalten, seine letzte Arbeit, die man als 
das schénste Denkmal dieses groBen Mannes bezeichnen darf. So sollte 
durch ein merkwiirdiges Spiel des Schicksals Beltrami, dessen wissen- 
schaftliche Laufbahn aus verschiedenen Griinden und in mancherlei Art 
in ihrem ersten Anfang unter dem EinfluB Brioschis gestanden hatte, 
auch seine letzte Titigkeit dem Andenken Brioschis widmen. Ubrigens 
vedffentlichte er noch an zwei Stellen einen Nachruf an Brioschi (in 
den Annali di Matematica im Dezember 1897 und in der Accademia 
dei Lincei am 12. Juni 1898) und bereitete die Herausgabe des ersten 
Bandes seiner Werke vor, dessen Vollendung er nicht erleben sollte. 

Ich gehe jetzt zu einer eingehenden Analyse der wissenschaftlichen 
Produktion Beltramis iiber, wobei ich alle Arbeiten nach ihrem Inhalte 
in 11 Kategorien teilen werde: 

1. Analytische Geometrie. 2. Infinitesimalgeometrie. 3. Reine Analysis, 
4. Mechanik der Fliissigkeiten. 5. Allgemeine Mechanik. 6. Potential; 
Anziehung; Elektrizitiit; Magnetismus; Elektromagnetismus. 7. Elastizitit. 
8. Wirme. 9. Akustik. 10. Literaturberichte, Referate, Ubersetzungen. 
11. Gedichtnisreden, Nekrologe, Biographien. 

Mein Bericht wird sich natiirlich nur auf die ersten neun Kategorien 
erstrecken, und ich werde am Schlu8 ein simtliche Arbeiten umfassendes 
systematisches Verzeichnis anfiigen. 
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I, Analytische Geometrie. 


Eine erste Gruppe von Arbeiten iiber analytische Geometrie bezieht 
sich auf die rationalen Kurven. In zwei Noten vom Jahre 1868: Anno- 
tazioni sulla teoria delle cubiche gobbe versuchte er fiir das Studium der 
kubischen Raumkurven die Anwendung einer Methode, welche sich auf 
eine besondere Art der Darstellung ihrer Schmiegungsebene mit Hiilfe eines 
rational auftretenden Parameters griindet; eine sehr fruchtbare Methode, 
die er 11 Jahre spiter in einer umfangreicheren Arbeit: Ricerche di geo- 
metria analitica (1879) weiter entwickelte und ausdehnte. 

Mit den kubischen Raumkurven haben sich zuerst Seidewitz, Mébius, 
v. Staudt, Reye und dann Cremona beschiiftigt. Die Arbeit Beltramis 
ist mit den Untersuchungen des letzteren verwandt; man findet in ihr 
wichtige Erginzungen zur Theorie der von Cremona eingefiihrten so- 
genannten konjugierten Figuren, und es wird iiberdies gezeigt, daB jede 
kubische Raumkurve auBer der sogenannten Mébiusschen Nullkorrespon- 
denz noch mittelst gewisser der Kurve zugehériger Hyperboloide zu einer 
Korrespondenz héherer Ordnung fiihrt. 

Eine andere hinsichtlich der benutzten Methoden verwandte Arbeit 
ist aus dem Jahre 1871: Alcune formole per la teoria elementare delle 
coniche; dieselbe zeigt in mehreren Punkten Ahnlichkeit mit der Art von 
Betrachtungen, welche Darboux zwei Jahre spiiter in seinem bekannten 
Buche: Sur une classe remarquable de courbes et surfaces algebriques ent- 
wickelte. In dieser Arbeit machte Beltrami auch die Bemerkung, daB 
in der Theorie der Kegelschnitte GréBen auftreten, die mit den Koordinaten 
von Geraden im Raume Analogie zeigen. Die Erklirung dieser Analogie, 
die heutzutage durch Konzeptionen der mehrdimensionalen Geometrie klar 
geworden ist, wurde ihm von Cremona in einem Briefe mitgeteilt, den 
er mit einigen Kommentaren in dem folgenden (zehnten) Bande des 
Giornale di Battaglini veréffentlichte. 

Die in diesen Arbeiten beniitzten Methoden wurden von ihm in der 
Arbeit: Ricerche di geometria analitica (1879). ausgedehnt und weiter ver- 
wendet. Der Ausgangspunkt dieser Untersuchungen (die er dem Andenken 
seines verstorbenen Freundes Chelini widmete) ist ein von Chelini 
selbst im Jahre 1849 aufgestelltes algebraisches Prinzip, welches in ge- 
wisser Beziehung die Formeln zur Zerlegung der gebrochenen, rationalen 
Funktionen als Spezialfall enthilt. Beltrami erhilt mit Hilfe von 
auBerst eleganten Entwickelungen und Formeln teils bekannte, teils neue 
Resultate iiber die kubischen Raumkurven, die rationalen Raumkurven 
4. O. und iiber die Raumkurven im allgemeinen, sowie iiber die abwickel- 
baren Flachen; er zeigt dann, wie dieselben Formeln auch fiir die 
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ebenen kubischen Kurven dienen kénnen. In dem zweiten Teile der Arbeit 
sucht er seine Formeln und Entwickelungen auf das Studium der Flachen 
auszudehnen und untersucht z. B. die Steinersche Flache, deren (be- 
reits von Clebsch und Cremona gefundene) Haupttangentenkurven er 
bestimmt. 

In enger Beziehung zu diesen Ricerche steht die gleichzeitig ver- 
éffentlichte kurze Arbeit: Swull’ equazione pentaedrale delle superficie di 
terz’ ordine (1879), die als eine weitere Anwendung der oben erwihnten 
Methoden anzusehen ist. Ausgehend von einem allgemeinen Hexaeder, 
zeigt er die Existenz und Bestimmung des Sylvesterschen Polarpentaeders 
fiir eine Fliche 3. 0., indem er aus der Hexaedergleichung die Pentaeder- 
gleichung ableitet, wobei er beweist, daB jedes Hexaeder in die Hessesche 
Fliche eingeschrieben ist; er behandelt schlieBlich jene speziellen Hexa- 
eder, welche von Cremona in das Studium der Flachen 3. O. eingefiihrt 
worden waren. — 

Kine andere Gruppe von Arbeiten iiber analytische Geometrie bezieht 
sich auf die beriihmten Sitze von Feuerbach, Simpson und Steiner 
iiber die Neunpunkte-Kegelschnitte, die er auf den Raum ausdehnte und 
mit der Theorie der als reziproke Polare der Steinerschen Fliche inter- 
essanten, sogenannten Cayleyschen Fliche 3. O. mit vier Doppelpunkten 
in Verbindung bringt. 

In einer Arbeit aus dem Jahre 1863: Estensione allo spazio di tre dimen- 
sioni dei teoremi relativi alle coniche di nove punti (veréffentlicht im 1. Bande 
des Giornale di Battaglini), die in gewisser Weise die Fortsetzung einer vor- 
her in demselben Bande veréffentlichten Arbeit: Sulle coniche di nove punti 
ist, dehnt er Eigenschaften des ebenen Vierseits auf den Raum aus, wozu 
er in der vorangegangenen Arbeit bereits vorbereitende Untersuchungen 
angestellt hatte. Aus dieser Ausdehnung erhielt er einige einfache Eigen- 
schaften der Cayleyschen Fliche, die neun Jahre spiiter ausfiihrlicher 
von Eckardt untersucht wurde (vergl. Math. Ann. Bd. 5); letzterer ent- 
deckte dabei viele ihrer Eigenschaften von neuem, welche Beltrami bereits 
vorher gefunden hatte. 

In einer Arbeit aus demselben Jahre 1863: Intorno alle coniche di 
nove punti e ad alcune questioni che ne dipendono suchte Beltrami diese 
Siitze in ihrer ganzen Allgemeinheit zu beweisen, und er beniitzte die 
Gelegenheit, um die Natur und die Eigenschaften der sogenannten quadra- 
tischen Transformation ebener Figuren naher zu studieren, auf die gerade 
zur selben Zeit Schiaparelli in einer Abhandlung in den Afti dell’ 
Accademia di Torino unter dem Namen trasformazione conica szuriick- 
gekommen war. 

Einige Jahre spiter kam Beltrami in zwei (in den Memorie dell’ 
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Accademia di Bologna gedruckten) Abhandlungen: Jntorno ad alcuni 
teoremi di Feuerbach e di Steiner (1875), Considerazioni analitiche sopra 
una proposizione di Steiner (1877) auf dieselben Fragen zuriick; in diesen 
Arbeiten will er jene Satze in ihrer gréBten projektiven Allgemeinheit be- 
handeln, wobei er insbesondere auch gewisse Siitze iiber Beriihrung be- 
weist, die er in seinen ersten Arbeiten noch nicht hatte erledigen 
kénnen, deren Beweis er aber, wie er selbst bezeugt, stets lebhaft an- 
gestrebt hatte. Unter Einfiihrung des Begriffes eines allgemeinen abso- 
luten Kegelschnittes steigt die Kurve, welche er den Steinerschen Ort 
nennt, auf den dritten Grad und die Steinersche Hinhiillende auf die 
dritte Klasse. Als Erweiterung auf den n-dimensionalen Raum findet 
er, daB jener geometrische Ort und die Einhiillende von der Ordnung 
bezw. Klasse » + 1 werden, und daB sie in Bezug auf die absolute Fliche 
2. O. zu einander reziprok polar sind; fiir die Ebene und im gewéhn- 
lichen (Euklidischen) Raum sind diese geometrischen Orte ein Kegel- 
schnitt in Verbindung mit der unendlich fernen Geraden bezw. eine 
Cayleysche Flaiche 3. 0. in Verbindung mit der unendlich fernen Ebene. 
Darauf stellt er sich die Frage: Welche Bedingung muf der absolute 
Kegelschnitt erfiillen, damit jene Steinersche Kurve in der Ebene in 
eine Grade und einen Kegelschnitt zerfalle, die Einhiillende aber in einen 
Punkt und einen Kegelschnitt? Er laBt diese Frage fiir den Augenblick 
ungelést, aber er hat sie spiter in sehr einfacher Weise in einer Fub- 
note zu seinen Ricerche di geometria analitica beantwortet, iiber die wir 
bereits oben gesprochen haben. 

Uber ein anderes Thema handelt die Arbeit: Ricerche sulla geometria 
delle forme binarie cubiche, die eine besondere Erwahnung verdient, ver- 
ffentlicht im Jahre 1870 in den Memorie dell’ Accademia di Bologna. 
Sie ist eine elegante Monographie iiber die Theorie der biniiren kubischen 
Formen unter dem von Bellavitis und dann von Mébius in seinem 
beriihmten baryzentrischen Kalkiil eingefiihrten Gesichtspunkt. Den Unter- 
suchungen von Beltrami waren die Arbeiten Battaglinis iiber die geo- 
metrische Darstellung der binéren Formen vorausgegangen, die sich indessen 
in einer etwas anderen Richtung bewegen. Unter Annahme der Wurzeln und 
Koeffizienten der kubischen Form als beliebiger komplexer Zahlen und 
durch die bekannte Darstellung dieser Wurzeln durch Punkte der Ebene 
ergeben sich elegante geometrische Interpretationen der Beziehungen 
zwischen den Figuren welche von den Punkten der Fundamentalform und 
denen ihrer kovarianten Formen gebildet werden. 

Das sind die Hauptarbeiten Beltramis iiber analytische Geometrie; 
andere, die gewissermaBen als Ubungsarbeiten zu betrachten sind, begniigen 
wir uns kurz anzufiihren: 
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Demonstration @un théeoreme de M. Salmon (Nouv. Ann, 2. B. 8. 181); 
es handelt sich um die Auffindung des geometrischen Ortes fiir die Ecke 
eines Tetraeders, dessen Seitenflichen durch feste Punkte gehen, und von 
solcher Art, daB® die nicht durch die Ecke gehenden Kanten in gegebenen 
festen Ebenen liegen; es ergibt sich eine Fliche 3. 0. 

Démonstration d’un théoréme de M. Mannheim (ib. 8. 209). Es handelt 
sich um die Ermittelung eines geometrischen Ortes, fiir den sich eine 
Flache 2. O. ergibt. 

Théoréme proposé & démontrer (ib. S. 336). Es handelt sich um den 
(von ihm spiter in der Arbeit: Estensione allo spazio ete. bewiesenen) 
Satz, der sich auf die Mittelpunkte der 28 durch die Centren von acht 
einem Tetraeder eingeschriebenen Kugeln bestimmten Segmente bezieht; 
diese Mittelpunkte liegen auf einer Cayleyschen Fiche 3. O. 

Soluzione di un problema relativo alle superficie di second’ ordine 
(Giorn. di Battaglini 1. B.). handelt iiber denselben Gegenstand, wie die 
folgende Arbeit: 

Solution de la question: Soient donnés une surface de second degré, 
la sphére exceptée, et un point fixe, liew du spectateur; sous quel angle 
verra-t-il la surface (Now. Ann. 2. B. S. 355), eine Frage, die in den 
Nouvelles Annales gestellt worden war. 

Démonstration @un théoréme de M. W. Roberts (Nouv. Ann. 4. B. 8. 233); 
hier wird mit Hilfe elliptischer Koordinaten eine von Strebor gestellte 
Frage gelést, die Auffindung der Fliche, welche alle diametralen Kreis- 
schnitte der einem konfokalen System angehérigen Ellipsoide enthalt und 
die Ellipsoide senkrecht schneidet; eine bereits anderweitig mit Hilfe 
der Methoden der Infinitesimalgeometrie geliste Frage; Beltrami findet 
fiir die gesuchte Fliche eine Fliche 4.0. mit einer Doppelgeraden, 
die von jeder diese Gerade enthaltenden Ebene in einem Kreise ge- 
schnitten wird. 

Extrait d'une lettre a J. A. Grumert, (Grunerts Archiv, Bd. 43, 1865, 
S. 481). Elementarer Beweis eines Spezialfalles eines in der Arbeit iiber 
Neunpunkte-Kegelschnitte aufgefundenen Satzes aus der Geometrie des 
Dreiecks. 

Di alewne proprieta generali delle curve algebriche (Giorn. di Battaglini 
4. B.); ausgehend von einem Leslie zugeschriebenen Satze iiber die Summe 
der Werte einer ganzen Funktion der sinus und cosinus von Winkeln, die 
eine arithmetische Reihe bilden, erhilt er gewisse metrische Eigenschaften 
in Bezug auf die von einer Kurve auf einem Biischel von p (gleiche 
Winkel mit einander bildenden) Graden abgeschnittenen Stiicke; zu der- 
artigen Siitzen waren auch Chasles, Breton de Champ und Cauchy 


gelangt. 
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Sulla minima distanza di due rette (Giorn. di Batt. 5. B.); die ge- 
wohnliche Formel der analytischen Geometrie, welche sich auf den kleinsten 
Abstand zweier Geraden bezieht, wird illusorisch, wenn die beiden Geraden 
parallel werden; nachdem von Stammer in derselben Zeitschrift ein 
Mittel gegeben war, um die Unbestimmtheit zu beseitigen, sucht Beltrami 
ein anderes, das sich auf direkte geometrische Betrachtungen griindet. 


Il. Infinitesimalgeometrie. 


Die 27 Arbeiten Beltramis iiber Infinitesimalgeometrie beziehen sich, 
man darf wohl sagen, auf fast alle Teile dieser von ihm mit besonderem 
Erfolg kultivierten Disziplin. Abgesehen von den beiden ersten Arbeiten, 
die man als der Infinitesimalgeometrie der Kurven zugehérig bezeichnen 
kann, und die wir bereits besprochen haben, abgesehen ferner von der 
Arbeit: Di alcune formole relative alla curvatura delle superficie, in welcher 
durch eine fiuSerst einfache Methode die Gleichung der Kriimmungslinien 
und die Gleichung fiir die Kriimmungsradien gefunden werden, ist die 
erste bedeutende Arbeit Beltramis iiber diesen Gegenstand die Abhand- 
lung: Ricerche di analisi applicata alla geometria, die er in den Jahren 
1864—65 abschnittweise in dem Giornale di Battaglini veréffentlicht 
hat. Diese Arbeit ist gewissermaBen der Angelpunkt, um den sich alle 
seine in den folgenden Jahren erschienenen Arbeiten iiber Infinitesimal- 
geometrie drehen; in ihr finden sich die Keime so vieler von ihm in der 
Folge allmihlich entwickelter Ideen, und mit ihr gewinnt Beltrami mit 
einem Schlage eine hervorragende Stelle unter den Mathematikern, die 
sich damals mit der Grundlegung der erst spiter zu einer systematischen 
Lehre entwickelten Infinitesimalgeometrie beschiaftigten. 

Er beginnt mit einer Untersuchung iiber die Strahlensysteme und 
gibt verschiedene Erweiterungen des beriihmten Theoremes von Malus- 
Dupin; er fiihrt die Betrachtung der Differentialparameter ein, auf die 
er in seinen folgenden Arbeiten so oft zuriickkommen, und von denen 
er auch in seinen Untersuchungen der mathematischen Physik eine so 
elegante Anwendung machen sollte; er behandelt die Flichen, deren 
Kriimmungsradien durch eine* Relation verbunden sind und auf welche 
die damals neuen Arbeiten von Weingarten und Dini die besondere Auf- 
merksamkeit der Geometer hingelenkt hatten; er handelt von der Ab- 
wickelbarkeit der Flichen, der geodatischen Kriimmung, dem GauBschen 
KriimmungsmaB etc. 

Die in der Folge von ihm veréffentlichten Arbeiten iiber Differential- 
geometrie sind im allgemeinen so eng mit einander verkniipft, daB es 
nicht leicht ist, dieselben véllig klar von einander zu trennen. Trotzdem 
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wollen wir einige Gruppen unterscheiden, indem wir die speziell iiber die 
Biegung von Regelflichen, iiber Minimalflachen und iiber Flichen und 
Raume konstanter Kriimmung handelnden von den iibrigen absondern. 

In der Arbeit: Intorno ad alcune proprieta delle superficie di rivoluzione 
(1865) findet er ein Theorem iiber die Kriimmung einer Rotationsfliche, 
welche zu einer andern bei beliebiger Verschiebung derselben lings der 
Rotationsaxe senkrecht ist; dieses Theorem enthilt als speziellen Fall den 
eleganten Satz Liouvilles in Bezug auf die Pseudosphiire. Hierauf geht 
er zur Behandlung der Pseudosphiire iiber, deren Oberfliche und Volumen 
er berechnet, und zeigt, daB sie die einzige Rotationsfliche ist, welche 
sich in sich selbst so durch Biegung verwandeln Jat, daB die Meridiane 
wieder Meridiane werden; er behandelt darauf die Oberflichen, fiir welche 
die Differenz der Hauptkriimmungsradien in jedem Punkte konstaat ist. 
Inzwischen fiihrten ihn die Untersuchungen Dinis iiber die Flachen, 
deren Hauptkriimmungsradien durch eine Relation verbunden sind, zu der 
Arbeit: Risoluzione di un problema relativo alle superficie gobbe (1865), in 
welcher er zeigte, da die Schraubenflichen die einzigen windschiefen 
Regelflichen sind, deren Hauptkriimmungsradien durch eine Relation ver- 
kniipft sind, ein Resultat, zu dem gleichzeitig auch Dini auf anderem 
Wege gelangt war, wihrend Beltrami die schon von ihm mit so groBem 
Erfolge in den Untersuchungen iiber die Biegung von Regelflichen be- 
niitzten Methoden zur Anwendung brachte. 

Speziell der Theorie der Abwickelbarkeit der Flaichen kann die Arbeit 
aus dem Jahre 1868: Sulla teoria generale delle superficie zugerechnet 
werden, deren Zweck darin besteht, die Theorie der Deformation ohne 
Anwendung krummliniger Koordinaten' zu entwickeln (die iibrigens nach 
Beltramis eigner Aussage das fiir diese Art von Untersuchungen geeignetste 
Hilfsmittel darstellen). Ausgehend von der zuniichstliegenden Anwendung 
der drei rechtwinkligen Raumkoordinaten zeigt er, wie man auch auf 
diesem Wege zu den beiden Fundamentaltheoremen gelangen kann, dem 
von GauB iiber die Unverinderlichkeit des KriimmungmaBes und dem von 
Minding iiber die Unveranderlichkeit der geodiitischen Kriimmung jeder 
Kurve. 

In der Note: Sulla teoria delle linee geodetiche (1868) sucht er auf 
diese Theorie die beriihmten von Jacobi in der Variationsrechnung er- 
haltenen Resultate anzuwenden, und er erhilt dadurch fiir schon bekannte 
Sitze Formeln von bemerkenswerter Einfachheit. 

Gleichfalls im wesentlichen auf die Theorie der geodiitischen Linien 
griindet sich die Arbeit vom Jahre 1869: Intorno ad un nuovo elemento 
introdotto dal sig. Christoffel nella teoria delle superficie. Christoffel hatte 
zu jener Zeit, in einer von der Berliner Akademie veréffentlichten Ab- 
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handlung, die Grundlagen einer Art Trigonometrie der krummen F lichen 
entworfen, deren Elemente durch geoditische Bogen geliefert werden, und 
hatte die von ihm so genannte reduzierte Linge eines geodiitischen 
Bogens eingefiihrt. Beltrami bedient sich einer partiellen Differential- 
gleichung 2. 0., von der Christoffel keinen Gebrauch gemacht hatte, 
beweist in leicht verstiindlicher Art viele Eigenschaften jener reduzierten 
Liingen, die den Eigenschaften der geradlinigen Vektoren in der Ebene 
analog sind, und findet, daB die Flichen konstanter Kriimmung die ein- 
zigen sind, bei denen die reduzierte Linge nur von dem geoditischen 
Abstand der beiden Endpunkte und nicht von ihrer Lage abhiingt. 

Eine als Erginzung zu seinen ilteren: Ricerche di analisi applicata 
alla geometria za betrachtende Arbeit, in der er eine neue, fruchtbare Idee 
entwickelte, ist die folgende: Delle variabili complesse sopra wna superficie 
qualunque (1867), in der er die bekannten Cauchy-Riemannschen Ideen 
iiber die Funktionen einer in der Ebene gedeuteten komplexen Variabeln 
fiir eine beliebige Oberfliiche erweitert. Er findet die Analoga der Laplace- 
schen Gleichung und des Greenschen Satzes, Theoreme, die er in einer 
weiter unten zu besprechenden Abhandlung: Sulla teoria generale dei 
parametri differenzialt im folgenden Jahre auch auf mehrfache Integrale 
ausdehnte. Kin Résumé der von ihm in dieser Art von Untersuchungen, 
sowie in der Theorie der Differentialparameter erhaltenen Resultate ist in 
deutscher Sprache von ihm im 1. Bande der Mathematischen Annalen unter 
dem Titel: Zur Theorie des Kriimmungsmasses veroffentlicht worden. 

Durch gliickliche und elegante Darstellung einer Reihe von Formeln 
und durch Einfiihrung gewisser neuer Ausdriicke, von denen drei bereits 
bei Bertrand aufgetreten waren, erhilt er in der Note: Di un sistema di 
formole per lo studio delle linee e delle superficie ortogonali aus dem Jahre 
1872 Gleichungen, welche die bekannten Laméschen Gleichungen fir die 
dreifachen Orthogonalsysteme als Spezialfall enthalten. 

In dem 4. Bande der Nouvelles Annales verdffentlichte Beltrami 
1865 ein elegantes Theorem iiber den Kriimmungsradius einer Haupt- 
tangentenkurve (Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une sur- 
face), das kurz darauf Bonnet Veranlassung zur Aufstellung zweier all- 
gemeiner Formeln iiber den Kriimmungsradius einer Haupttangentenkurve 
gab, Formeln, in denen er denselben durch die Kriimmungsradien zweier 
durch denselben Punkt gehender Kurven ausdriickte; auf diese beiden 
Formeln kam Beltrami im folgenden Jahre in dem Giornale di Battaglini 
zuriick (Dimostrazione di due formole del sign. Bonnet). 

Eine gliinzende Monographie hat er 1868 in der Akademie von Bologna 
tiber die Minimalflichen (Sulle proprieta generali delle superficie di arca 
minima) verdffentlicht. Er schickt derselben eine historische Einfiihrung 
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in die Theorie dieser Fliichen voraus, die wegen ihrer ins Hinzelne 
gehenden Ausfiihrlichkeit und ihrer unerreichten Eleganz noch heute von 
den Forschern iiber diesen Gegenstand bestindig zitiert und beniitzt wird. 
Des weiteren handelt es sich Beltrami darum, die verschiedenen allge- 
meinen Formeln, welche Monge, Legendre, Poisson, Steiner, Bonnet, 
Weingarten und schlieBlich WeierstraB gegeben hatten, mit seinen 
allgemeinen flichentheoretischen Untersuchungen in Verbindung zu setzen. 
Insbesondere beweist er von da aus die Theoreme von Mathet, mittels 
deren man aus einer Minimalfliche andere solche erhalten kann. SchlieB- 
lich behandelt er auch die Oberflichen mit konstanter mittlerer Kriim- 
mung, von denen die Minimalflichen Spezialfiille sind, und iiber welche 
damals schon eine Arbeit von Dini und eine andere von Brioschi 
erschienen war. 

Im Jahre 1865 verdffentlichte Beltrami zwei Arbeiten iiber die 
Biegung von Regelfliichen, von denen iibrigens die eine als eine Um- 
arbeitung der anderen angesehen werden kann. Das Problem der Biegung 
der Regelfliichen — beschriinkt auf den Fall, daB die Erzeugenden Gerade 
bleiben — war schon von Minding, Bonnet, Bour behandelt worden; 
aber in die Endformeln der gegebenen Lésung ging eine willkiirliche 
lunktion ein, deren Bestimmung bei speziellen Anwendungen derselben 
erhebliche Schwierigkeiten bot. Beltrami suchte diese Schwierigkeit in 
der Art zu beseitigen, daB er das Problem gewissermaBen in entgegen- 
gesetztem Sinne léste, d. h. von Anfang an die durch die gewiinschte 
Transformation vorgeschriebenen Bedingungen einfiihrte; und so erhielt 
er jene lange, wichtige Reihe von Siitzen, die heute als klassisch an- 
gesehen werden diirften und in keiner Vorlesung iiber Differentialgeo- 
metrie fehlen. 

Von Arbeiten iiber Infinitesimalgeometrie der ebenen und doppelt 
gekriimmten Kurven miissen wir auBer den beiden ersten bereits betrachteten 
Arbeiten noch die folgende erwihnen: Di una proprietd delle linee a doppia 
curvatura (1867), in der er eine merkwiirdige und besondere kinematische 
Eigenschaft des Systems der drei auf einander senkrechten Geraden: Tan- 
gente, Normale und Binormale fiir jeden Punkt einer doppelt gekriimmten 
Kurve angibt; eine Eigenschaft, die spiiter von Chelini (Giorn. di Batt. 
5. B. §. 190) auf geometrischem Wege bewiesen wurde, und der er sich 
bediente in einer kinematischen Arbeit tiber die geometrische Bewegung 
eines festen Kérpers, welcher auf einem anderen rollt. — 

Eine letzte Gruppe von Arbeiten iiber Differentialgeometrie und 
zweifellos die wichtigste von allen bezieht sich auf die Flichen und Riume 
konstanter Kriimmung und die pseudosphiirische Geometrie. 

Grade auf diesem Gebiete erhielt Beltrami geniale Resultate, die seinen 
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Namen rasch hochberiihmt machten. Er selbst erzihlt in einem Briefe an 
Enrico dOvidio (von diesem kiirzlich in der Atti Accademia di Torino 
1899—1900 veréffentlicht), in welcher Weise er auf diese Art von Unter- 
suchungen gelenkt wurde. Eine von Lagrange in einer seiner Abhand- 
lungen iiber geographische Karten hingeworfenen Bemerkung fiihrte ihn 
im Jahre 1866 zur Lésung des Problemes: die Punkte einer Fliiche so 
auf eine Ebene abzubilden, daB den geodiitischen Linien Gerade entsprechen; 
er fand, daB solche Oberflichen notwendig konstante Kriimmung haben 
miiBten. 

Inzwischen iibten die von Riemann in seiner unsterblichen, nach- 
gelassenen Arbeit: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen, entworfenen Grundlagen den Einflu8 auf ihn aus, daB er seine 
bisherigen Uberlegungen auch auf den Raum auszudehnen suchte, und so 
entstand jene Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante (1868), 
in welcher er, von einer speziellen Form des Linienelementes in einem 
solchen Raume ausgehend, bewies, daB die geodiitischen Linien durch 
lineare Gleichungen dargestellt werden, — ohne indessen fiir den Augen- 
blick zu bemerken, mit welcher Leichtigkeit man auch das umgekehrte 
Problem lésen konnte, was auf eine Verallgemeinerung des genannten von 
ihm im Jahre 1866 gefundenen Resultats herauskommt; dies Problem 
erledigte vier Jahre spiter Schlafli, dessen Abhandlung zu einer neuen 
Arbeit Beltramis Veranlassung gab. 

Zur selben Zeit hatte er eine andere mit dieser eng verkniipfte Ab- 
handlung verdffentlicht: Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea, 
(Giornale di Battaglini Bd. 6, 1868) in welcher er zum ersten Male die 
interessante Tatsache gezeigt hatte, daB alle Siitze der nicht-euklidischen 
Geometrie (die bereits dreiBig Jahre friiher von Lobatschewsky und 
J. Bolyai begriindet war und auf die sich zu jener Zeit lebhaft die 
Aufmerksamkeit der Geometer richtete) eine wirkliche Interpretation auf 
den Oberflachen konstanter negativer Kriimmung des euklidischen Raumes 
zulassen. 

In der oben zitierten Arbeit: Ueber die Riume von konstanter Kriim- 
mung wurde er in konsequenter Weise zur Verallgemeinerung dieser 
Interpretation fiir einen beliebigen Raum gefiihrt; insbesondere fand er 
die Interpretation der Grenzflichen Lobatschewskys. 

Die tiefgehende, bald hernach von Klein zur projektiven Inter- 
pretation der nicht-euklidischen Geometrie beniitzte Idee Cayleys von 
der auf einen ,,absoluten“ Kegelschnitt zu griindenden MaSbestimmung 
steht in engem Zusammenhange mit diesen Arbeiten Beltramis. Sei es 
aber, daB er nicht darauf aufmerksam wurde, sei es, daB er der Sache 
nicht die ihr zukommende Wichtigkeit beimaB; hier kam ihm Klein 
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zuvor, indem er die Nichteuklidische Geometrie geradezu auf projektiver 
Basis aufbaute. Auch die Trennung der Riemannschen oder elliptischen 
Geometrie in zwei Fille, welche hierbei von Klein bemerkt wurde, ent- 
ging ihm; Beltrami beschiiftigte sich nur mit dem einen Falle, der 
sogenannten sphirischen Geometrie und zeigte, daB dieselbe in der pseudo- 
sphirischen Geometrie (mit einer Dimension mehr) enthalten ist. Nichts 
destoweniger sind diese Arbeiten grundlegend und werden in der Geschichte 
dieses Zweiges der Geometrie nie vergessen werden. 

Man kann sagen, daB diesen Arbeiten allmihlich eine immer gréfere 
Wichtigkeit beigemessen wurde, als man sie besser verstehen lernte und 
tiefer in die Ideen, deren Keime sie enthielten, eindrang. Beltrami selbst 
begann diese Untersuchungen in bescheidener Absicht und gewahrte erst 
allmahlich die Tragweite, welche seine Ideen dadurch gewinnen muBten, 
daB sie ein neues Licht auf die Kontroversen beziiglich der Grundlagen 
der Geometrie warfen. 

Da ich nicht unterlassen michte, auch den Inhalt der anderen kleinen 
Arbeiten Beltramis iiber die pseudosphirischen Flaichen zu skizzieren, 
erinnere ich hier zunichst an einen Aufsatz aus dem Jahre 1872: Sulla 
superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosferiche, in 
welcher er ziemlich eingehend die Kurven auf der Pseudosphire mit der 
Absicht untersucht, die geometrischen Grundlagen zu einer wirklichen 
Konstruktion der Fliche vorzubereiten, von der man damals noch keine 
Modelle besaB, wie wir sie uns heute verschaffen kénnen. Hine andere 
kurze Arbeit aus demselben Jahre: Zeorema di geometria pseudosferica ist 
dem Beweis des merkwiirdigen Satzes gewidmet, daB die Hinhiillende der 
Geraden, welche in der euklidischen Ebene von den Punkten einer geraden 
Linie in denjenigen Richtungen gezogen werden, vermége deren sie zu 
einer anderen, auf der ersten senkrechten geraden Linie im Lobatschewsky- 
schen Sinne parallel sein wiirden, gerade die Meridiankurve (Traktrix) 
der Pseudosphire ist. 

In der ebenfalls aus dem Jahre 1872 stammenden Abhandlung: Sulla 
teoria analitica della distanza, zeigt er schlieBlich, daB die aus den Unter- 
suchungen Kleins iiber Cayleys MaBgeometrie hervorgehende Formel, 
welche die Entfernungsfunktion des Nichteuklidischen Raumes als den 
Logarithmus eines Doppelschnittsverhiltnisses darstellt, fiir die Flichen 
konstanter Kriimmung der spezielle Fall einer von ihm bereits fiir eine 
beliebige Fliiche gefundenen Formel ist, die er in der Arbeit gefunden 
hatte, in der er von den Christoffelschen reduzierten Lingen eines 
geodiitischen Bogens handelt; hier liegt nach Beltrami ein Bindeglied 
zwischen der Theorie von Cayley-Klein und der von Christoffel. 

Viele Jahre sp&ter (1888) lieferte er einen historischen Beitrag zur 
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Theorie der nicht-euklidischen Geometrie (Un precursore italiano di Legendre 
e di Lobatschewsky) indem er aus dem Staub der Bibliotheken ein vergessenes 
Buch eines Italieners, Gerolamo Saccheri, ans Licht zog, der gegen 
Ende des 17. und Anfang des 18. Jahrhunderts als Professor in Pavia 
und spiiter in Mailand lebte, und dessen Versuche zur Liésung der Frage 
des Euklidischen Postulates den Untersuchungen von Lambert um 30 
Jahre und denen von Legendre um mehr als ein halbes Jahrhundert 
vorangegangen sind. 


IIl. Reine Analysis. 


Unter den von uns zu betrachtenden Arbeiten iiber reine Analysis 
in engerem Sinne ist die klassische Abhandlung Sulla teoria generale dei 
parametri differenziali (1869) als die wichtigste anzusehen. 

Sie stiitzt sich zwar unmittelbar auf seine Arbeiten iiber die Dif- 
ferentialparameter von Oberflichen, von denen er in der Differentialgeo- 
metrie eine so elegante Anwendung gemacht hatte, ja sie ist eigentlich 
nur eine Erweiterung derselben; da hier aber die Frage auf rein analy- 
tischem Wege, ohne Riicksicht auf die geometrische Interpretation be- 
handelt wird, ist-es sinngemiBer, diese Arbeit unter den Abhandlungen 
iiber reine Analysis aufzufiihren. 

Die Differentialparameter sind bekanntlich unter diesem Namen von 
Lamé in die Wissenschaft eingefiihrt wurden und darauf von Jacobi 
(jedoch nur fiir den Fall von drei Variabeln und fiir eine spezielle 
quadratische Differentialform) und spiater von Brioschi (fiir den Fall von 
n Variabeln, aber immer nur fiir eine spezielle Differentialform) untersucht 
worden, wobei der Gesichtspunkt hervortrat, sie sozusagen als Kovarian- 


ten der quadratischen Differentialform anzusehen. Auch Somoff und . 


Codazzi hatten sich mit der Frage, aber nur in speziellen Fallen, be- 
schiiftigt; Beltrami suchte dagegen dieselbe in ihrer ganzen Allgemein- 
heit anzugreifen, und seine Untersuchungen sind dadurch grundlegend 
fiir die vielen anderen spateren Arbeiten iiber die Theorie der quadratischen 
Differentialformen geworden, wir erinnern nur an die Arbeiten von 
Christoffel und Lipschitz. In Beltramis Abhandlung werden auch 
die Greenschen Siitze betr. Umformung vielfacher Integrale auf Riume 
von beliebigen Dimensionen und bei einer beliebigen Form des Linien- 
elementes ausgedehnt. 

Auch eine kurze Note: Intorno ad una trasformazione di variabili 
(1867), in welcher der Beweis eines implicite bereits in einer Untersuchung 
Jacobis (in seiner Theorie der dynamischen Differentialgleichungen) ent- 
haltenen Resultates gegeben wird, kénnen wir unter die Arbeiten tiber 
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die quadratischen Differentialformen rechnen, da letztere in der Tat die 
Grundlage der daselbst behandelten Transformation bilden. 

Uber die trigonometrischen Reihen ist, auBer einigen in den ersten 
Jahren seiner Studien angefertigten und in den Nouvelles Annales ver- 
dffentlichten Ubungsarbeiten, eine Note in den Rendiconti dell’ Istituto 
Lombardo (1880) vorhanden, in der fiir die Entwickelung einer Funktion 
nach den Sinus.und Cosinus von Argumenten, welche von den Wurzeln 
einer Cylinderfunktion abhiingen, ein Abel’scher Satz der Integralrechnung 
beniitzt wird, welchen er in einer vorangehenden Note in denselben Rendi- 
conti in neuer Form bewiesen und erliutert hatte. Auf die Theorie der 
Cylinderfunktionen bezieht sich auch eine andere Note aus dem Jahre 1881 
(Atti dell’ Ace. di Torino), deren Hauptziel indessen die Auffindung des 
Potentials eines homogenen Kreisringes in Cylinderfunktionen ist; das- 
selbe Potential hatte er bereits in einer Arbeit des vorangehenden Jahres 
in der Accademia dei Lincet in verschiedener Weise dargestellt; die neue 
Darstellung war aber fiir die Theorie der Cylinderfunktionen wegen der 
Aufstellung einer Formel von Wichtigkeit, die das Analogon zu einer 
bereits bekannten Formel von Lipschitz bildet. 

Uber die Theorie der Kugelfunktionen veréffentlichte Beltrami finf 
Noten, eine im Jahre 1879: Intorno ad una formola integrale, eine andere 
1887: Suile funzioni sferiche di una variabile und zwei weitere 1890, 1893 
in den Comptes rendus der Pariser Akademie und schlieBlich eine letzte 
1896 in den Rendiconti dell’ Istituto Lombardo, die letzte von ihm ver- 
éffentlichte mathematische Note. 

In der ersten dieser Noten bewies er eine Integralformel von Heine, 
die zur Laplaceschen Darstellung der‘ von einer Variabeln abhingigen 
Kugelfunktionen von beliebigem Index fiihrt; die anderen sollen die Be- 
deutung zweier Differentialgleichungen in dieser Theorie hervorheben, 
denen eine lineare, homogene Funktion der Kugelfunktionen erster und 
zweiter Art mit konstanten Koeffizienten geniigt. Diese Gleichungen finden 
sich in einer speziellen Form schon bei F. Neumann, doch ohne dab 
ihnen die Bedeutung beigelegt wird, die sie fiir die Theorie der Kugel- 
funktionen gewinnen kénnen. Auf diese Gleichungen kam Beltrami 
spiter, bis in die letzten Zeiten seiner Titigkeit, wiederholt zuriick, um 
entweder andere analoge aufzusuchen, oder dieselben in anderer Weise 
abzuleiten. 

Als kurze Ubungsarbeiten zur Theorie der Gleichungen sind die beiden 
Arbeiten: Sulle equazioni algebriche (1863) und: Swr ume question de 
M. Roberts (1864) anzusehen; die kurze Abhandlung: Swulle funzioni bi- 
lineari (1873) schlieBlich hat den Zweck, eine einzelne bilineare Form 
oder zwei simultane bilineare Formen mittels linearer, unabhingiger Trans- 
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formationen auf eine kanonische Form zu bringen: fiir diesen Gegenstand 
waren indessen die zu jener Zeit und in der Folge von WeierstraB, 
Kronecker und anderen gemachten Fortschritte von wesentlich héherer 
Bedeutung. 

Uber die vielen bemerkenswerten Arbeiten in der Potentialtheorie, 
die man mit vollem Recht auch in diese dritte Kategorie einordnen 
kénnte, wollen wir lieber in einem besonderen Abschnitte handeln, mit 
Riicksicht auf den engen Zusammenhang, den dieselben in der Methode 
wie in den in ihnen verfolgten Zwecken mit der mathematischen Physik 
haben. 


IV. Mechanik der Fliissigkeiten. 


Etwa in den Jahren 1871—72 wandte sich Beltrami, wie schon 
oben angegeben, in ausgesprochener Weise den Untersuchungen iiber 
mathematische Physik zu, und er begann hier mit zwei Arbeiten ganz 
verschiedener Art; auf die eine: Sulla teoria matematica dei solenoidi 
elettrodinamici (die einzige von ihm im Nuovo Cimento veriffentlichte, 
von geringem Umfang, aber reich an Inhalt) kam er in den folgenden 
Jahren dfters zuriick; die andere, sehr umfangreiche Arbeit, welche er 
abschnittweise in einem Zeitraume von vier Jahren in den Abhandlungen 
der Akademie zu Bologna veriffentlichte, trug im Anfang den Titel: 
Sui principi fondamentali dell’ idrodinamica razionale. Wir wollen zuerst 
iiber diese zweite Arbeit sprechen, von der ersteren werden wir weiter 
unten handeln. 

Das Ziel, das er sich beim Beginn seiner Untersuchungen iiber Fliissig- 
keiten steckte, war, wie dies bereits der Titel andeutet, eine systematische 
und vollstiindige Theorie der Hydrodynamik aufzustellen; aber als er mit 
der Behandlung des kinematischen Teiles der Theorie begonnen hatte, 
welche er dem dynamischen Teile zugrunde zu legen gedachte, und ihm 
dabei der Stoff unter der Hand mehr und mehr anwuchs, begniigte er 
sich schlieBlich, mit der griindlichen Durchforschung des kinematischen 
Teiles; von der Vollendung seines Werkes wurde er auch durch die — 
damals zum Teil bereits erfolgte, teils in Aussicht gestellte — Veréffent- 
lichung der hydrodynamischen Untersuchungen Kirchhoffs abgezogen. 
So anderte er denn, nachdem er bereits angedeutet hatte, daB er in dem 
vierten (am 12. Februar 1873 vorgelegten) Teile zur dynamischen Theorie 
und im besonderen zur Transformation der Fundamentalgleichungen in 
krummlinige Koordinaten iibergehen wiirde, plétzlich seinen Vorsatz (siehe 
Rend. dell’ Accademia di Bologna 1873—74, S. 48) und beschrankte sich 
in dem vierten und letzten Teile, wie er jetzt vorliegt, darauf, die vorher 
behandelten Fragen von einer anderen Seite zu betrachten, unter Ab- 
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ainderung des Titels fiir die gesamten vier Abhandlungen, der nun lautete 
Ricerche sulla cinematica dei fluidi. 

Mit der Zerlegung der Elementarbewegung eines Fliissigkeitsteilchens 
in eine translatorische und in eine innere oder molekulare Bewegung hatten 
sich schon Kirchhoff, Stokes, Helmholtz und in besonderen Fallen 
Dirichlet und Brioschi beschiftigt; W. Thomson hatte fiir die be- 
treffenden Theoreme eine ganz neue Ableitung gegeben, indem er den 
Begriff der Zirkulation voranstellte. Beltrami gibt im ersten Teil seiner 
Arbeit eine systematische Ableitung der hier in Betracht kommenden 
Beziehungen, wobei er auch andere Arten der Zerlegung zur Sprache 
bringt. 

Im zweiten Teile beginnt Beltrami die Untersuchung der Bewegung 
in einem endlichen Fliissigkeitsvolumen, wobei insbesondere die merk- 
wiirdigen von Helmholtz vierzehn Jahre friither entdeckten Analogien 
zwischen der Bewegung von Fiiissigkeiten und elektromagnetischen 
Wirkungen hervortreten, Analogien, die Beltrami hier in ihrer ein- 
fachsten kinematischen Form betrachtet. Hierauf geht er zur Bestim- 
mung der Geschwindigkeitskomponenten durch Potentialfunktionen iiber, 
die er, um jeden den Anschein von Divination erweckenden Kunstgriff 
za vermeiden, mit Hilfe des Greenschen Satzes ableitet. Es ergeben 
sich so, neben anderen neuen, dieselben Formeln, welche fiir den Fall 
von inkompressibeln Fliissigkeiten von Helmholtz, Hankel und fiir 
beliebige Fliissigkeiten von Roch und Lipschitz gefunden worden 
waren. 

In dem dritten Teile beschiftigt sich Beltrami besonders mit dem 
gewohnlich nach Dirichlet benannten Probleme, dessen erste Idee auf 
die beriihmten Untersuchungen Poissons iiber die Bewegung eines Pendels 
in einem umgebenden Mittel zuriickzufiihren ist, das Problem der Be- 
stimmung des Geschwindigkeitspotentials einer inkompressiblen Fliissig- 
keit, in der sich ein fester Kérper von gegebener Form nach vorge- 
schriebenen Gesetzen bewegt. Mit dieser Frage hatte sich bereits Hoppe, 
dann in besonders eleganter Weise Clebsch fiir den Fall eines festen 
Ellipsoides und Bjerknes fiir den Fall mehrerer kugelférmiger K6rper 
beschiaftigt. 

Im vierten Teile geht schlieBlich Beltrami zur Entwickelung der 
damals von Helmholtz und Boltzmann begriindeten Theorie der so- 
genannten Wirbelfldchen tiber, die man durch die Voraussetzung von Un- 
stetigkeiten der Geschwindigkeitskomponenten lings einer oder mehrerer 
Trennungsflichen erhilt. 

Wie der Verfasser selbst zugesteht, hat die ganze Arbeit durch die 
bruchstiickartige Form, in der sie erschienen ist, sichtlich gelitten; 
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doch stellt sie zweifellos einen sehr bemerkenswerten Beitrag zur Theorie 
der Fliissigkeiten dar, und man kann wohl sagen, auch eine reiche Fund- 
grube von Formeln, Entwickelungen, Resultaten und Methoden fiir jeden, 
der in diesem Gebiete arbeitet. Beltrami selbst beniitzte dieselbe in 
vielen spiiteren Arbeiten, besonders in denjenigen iiber die Theorie der 
Elasticitit und iiber die Maxwellschen Gleichungen. 

Eine Fortsetzung der hydrodynamischen Untersuchungen sollte die 
folgende Arbeit bringen: Memoria intorno al moto piano di un disco 
ellittico in un fluido incompressibile, die als am 16. Dezember 1875 der 
Akademie zu Bologna vorgelegt angezeigt ist, aber nicht verdffentlicht 
wurde. 

Schon friiher hatte er sich mit dem Dirichletschen Problem fiir 
den Fall einer nur von zwei Koordinaten abhingigen Bewegung beschiftigt, 
und zwar mit dem Falle der Bewegung einer elliptischen- oder Kreisscheibe 
in einer ebenen Fliissigkeitsschicht; nach einigen Jahren (1878) kam er auf 
ein analoges Problem mit gleichfalls nur zwei Koordinaten zuriick, und 
er untersuchte in einer Note im Rend. dell’ Istituto Lombardo: Intorno ad 
un caso di moto a due coordinate, das Beispiel einer Fliissigkeitsschicht, 
welche eine Kugelfliiche bedeckt und durch eine auf dieser gleitende feste 
Kugelkalotte zur Bewegung gezwungen wird. 

Kine letzte Arbeit iiber die Fliissigkeiten schlieBlich stammt aus dem 
Jahre 1889: Considerazioni idrodinamiche; in dieser untersuchte er dic 
von ihm sogenannten schraubenférmigen Bewegungen, bei denen die 
Strémungslinien in jedem Augenblick mit den Wirbellinien zusammen- 
fallen. 


Vv. Allgemeine Mechanik. 


Nur wenige Arbeiten sind in diese Kategorie einzureihen. 

Abgesehen von einem kurzen Brief an A. Mogni (1867), betreffend 
einen Widerspruch, den dieser (Giorn. di Batt. 4. B., 1866) zwischen zwei 
Formeln von Euler und Binet iiber Centralkrafte gefunden zu haben 
glaubte, ist die erste der hier in Betracht kommenden Arbeiten Sul moto 
geometrico di un solido che ruzzola sopra un altro solido (1872); Veran- 
lassung zu derselben gab ihm die damals erschienene deutsche Ubersetzung 
des Werkes: Treatise on natural philosophy von W. Thomson und Tait, 
in welcher dieses kinematische Problem in einfacher und eleganter Weise 
behandelt war, indessen iiber das Vorzeichen einiger Ausdriicke gewisse 
Zweifel bleiben; er suchte diese Theorie mit besonderer Beniitzung seines 
Satzes iiber eine kinematische EHigenschaft des aus Tangente, Normale 
und Binormale einer doppelt gekriimmten Kurve bestehenden Axensystems, 
den er bereits 1867 gefunden hatte, auseinanderzusetzen. 
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Seine Osservazione alla nota del prof. Chelini etc. (1874) betrifft die 
Umformung gewisser neun Gleichungen, die in der genannten Note auf 
andere Weise gefunden waren. 

Uber die Dynamik der Riume mit konstanter Kriimmung hatte 
Beltrami 1876 der Accademia dei Lincei eine Abhandlung angekiindigt, die 
er spater zuriickzog; er begniigte sich, allein den kinematischen Teil in 
Darbouxs Bulletin des sciences mathématiques zu verdffentlichen. Unter 
Annahme eines ” dimensionalen Raumes mit konstanter negativer Kriim- 
mung wird gezeigt, daB im Falle eines geraden » fiir jede elementare 
Bewegung des starren Systems stets ein reeller Punkt existiert, welcher 
den Charakter des augenblicklichen Rotationscentrums hat, und eine reelle 
Hyperebene mit dem Charakter der augenblicklichen Translationsebene. 
Fiir ein ungerades » existiert hingegen im allgemeinen weder das eine, 
noch das andere; wenn indessen fiir eine spezielle Bewegung das eine oder 
andere vorhanden ist, so gibt es deren unendlich viele, und diese bilden 
dann eine Gerade bezw. ein Ebenenbiindel. 

Die Arbeit: Sulla teoria degli assi di rotazione (1881) wurde in dem 
zu Ehren Chelinis herausgegebenen Bande verdffentlicht, der eine Anzahl 
von Abhandlungen italienischer und ausliindischer Mathematiker enthiilt. 
Da sich Chelini wiederholt mit der von Poinsot in so gliinzender Weise 
ausgebauten Theorie beschiiftigt und Turazza iiber denselben Gegenstand 
eine systematische Darstellung in seinem Buche: J! moto dei sistemi rigidi 
(Padova 1868) gegeben hatte, hielt es Beltrami fiir niitzlich, die Frage 
in der Absicht wieder aufzunehmen, der Behandlung der Theorie eine 
gréBere Gileichférmigkeit und den Formeln eine gréBere Symmetrie zu 
geben, wobei er die Untersuchungen der genannten beiden hervorragenden 
italienischen Forscher nach einer ihm eigenen Methode darstellte. 

Die Theorie des Gleichgewichtes der biegsamen, unausdehnbaren 
Flichen war zuerst von Lagrange in Angriff genommen, dann von 
Poisson 1814 in seiner Abhandlung iiber elastische Fliichen und 1817 
von Cisa de Gresy behandelt worden. Lagrange hatte indessen unter 
Unausdehnbarkeit die Unveriinderlichkeit des Flichenelementes und nicht 
des Linienelementes verstanden, und bei dieser beschriinkenden Annahme 
ist die Oberflichenspannung senkrecht zu einem Linienelemente an irgend 
einer Stelle der Fliiche, von der Richtung dieses Linienelementes ganz 
unabhingig. Poisson hatte diese Annahme verlassen, wiihrend Mossotti, 
der in seinen Vorlesungen iiber Mechanik diesem Gegenstande ein be- 
sonderes Kapitel gewidmet hat, sich an die Ideen von Lagrange hielt 
und nur auf einige Spezialfille anwendbare Formeln ableiten konnte. 

Die exakten Differentialgleichungen des Problems wurden zum ersten 
Male 1881 von Lecornu gefunden; veranlaBt durch diese gerade damals 
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erschienene Abhandlung, nimmt Beltrami das Problem von Anfang an 
wieder auf und leitet unter Anwendung der Lagrangeschen Methode, 
doch unter Zugrundelegung der richtigen Definition der Unausdehnbarkeit, 
alle Fundamentalgleichungen ab; er erhalt so die von Lecornu durch 
geometrische Betrachtungen begriindete Theorie der Oberflichenspannungen, 
er betrachtet einige neue Fille des Gleichgewichtes und fiigt die auf die 
unendlich kleinen Deformationen emer biegsamen, unausdehnbaren Fiche 
beziiglichen Formeln hinzu. 

Die letzte Arbeit die wir dieser Kategorie zuordnen, ist die folgende: 
Sulle equazioni dinamiche di Lagrange (1895). Schon bei anderen Gelegen- 
heiten (in seiner Note iiber die Ausdehnung des D’Alembertschen Princips 
auf die Elektrodynamik) hatte Beltrami nachdriicklichst empfohlen, bei 
mechanischen Untersuchungen nicht auf irgendwelche abgeleitete Principien 
sondern auf die Grundformel von Lagrange zuriickzugehen (welche durch 
Verbindung des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten mit dem 
d’Alembertschen Princip entsteht). Hierauf kommt er nunmehr zuriick 
und zeigt, wie man aus dieser Grunformel sowohl die allgemeinen 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen der Systeme als insbesondere die 
modifizierten Gleichungen fiir die heute sogenannten cyklischen Systeme 
ohne weiteres erhalten kann. 


VI. Potential. Anziehung. Elektrizitit. Magnetismus, 
Elektromagnetismus. 


Es sind mehr als 30 von Beltrami herriihrende Arbeiten iiber die 
Theorie des Potentials vorhanden, wenn man denselben seine Abhand- 
lungen iiber Elektrizitiit und Magnetismus hinzurechnet, und die letzteren 
sind im allgemeinen so eng mit den ersteren verkniipft, daB eine wirk- 
liche Sonderung nicht méglich ist. Doch besteht eine Gruppe von 
Arbeiten, welche speziell von der analytischen Theorie der Potential- 
funktionen und des Potentials handeln, und diese wollen wir zuerst ins 
Auge fassen. 

Die analytische Theorie des Potentials, deren Entstehung auf Laplace, 
Legendre, Lagrange zuriickgeht, und die zuerst fast ausschlieBlich den 
Anforderungen der Mechanik des Himmels angepat war, wurde spiiter 
vor allem durch Green und GauB eines der wichtigsten Hilfsmittel 
der mathematischen Physik. Beltrami widmete dieser Theorie ein ganz 
besonders griindliches und eingehendes Studium, er arbeitete — mit ver- 
schiedenen Unterbrechungen — viele Jahre iiber dieselbe, und er kam 
oft auf dieselben Dinge zuriick, um dieselben weiter zu kliren, ihre Be- 
deutung eingehender hervorzuheben oder auf einige weniger beachtete 
Kinzelheiten ausdriicklicher hinzuweisen. 
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Die in Bologna 1878 veréffentlichte Abhandlung: Intorno ad alcuni 
punti della teoria del potenziale hat geradezu den Zweck, die bis dahin 
erlangten Resultate einer genauen Kritik zu unterziehen und die Giiltig- 
keit gewisser Fundamentalformeln zu pricisieren und enger zu fassen; er 
tut dies, indem er fiir die systematische Ableitung jener Formeln den 
besten, unmittelbarsten und natiirlichsten Weg einschligt. 

Einen Gegenstand, mit dem er sich wiederholt beschiiftigte, bilden 
die symmetrischen Potentialfunktionen, iiber die er 1878 eine Abhand- 
lung: Sulle funzioni potenziali di sistemi simmetrici intorno ad un asse 
veréffentlichte. In derselben stellt er eine Reihe von Formeln auf, die 
sich besonders auf die sogenannten zugeordneten Funktionen beziehen, die, 
Konstanten gleichgesetzt, die Gleichungen der Kraftlinien ergeben. Ferner 
gibt er einen Satz an, mit dessen Hilfe man von der Kenntnis der zu- 
geordneten Funktionen eines beliebigen symmetrischen Systems zu den 
analogen Funktionen fiir das (gleichfalls symmetrische) aus dem ersten 
durch Inversion in Bezug auf einen Punkt der Symmetrieaxe abgeleitete 
System gelangen kann (ein Satz, dessen Ursprung in einer Arbeit des 
vorangehenden Jahres (1877): Intorno ad alcune questioni di elettrostatica 
zu suchen ist; in dieser hatte er die Kraftlinien fiir eine kreisférmige 
Scheibe berechnet und sich dabei der von Dini gefundenen Formel fiir 
das Potential einer elliptischen Scheibe mit nach einem bestimmten Gesetze 
variabler Dichtigkeit bedient). 

Dieser von ihm als Inversionstheorem bezeichnete Satz vervollstindigt 
fiir den Fall syimmetrischer Systeme und fiir die zugeordneten Funktionen 
jenes bereits von Thomson fiir die Potentialfunktionen allein aufgestellte 
Inversionsprincip. Auf ihn und die Theorie der zugeordneten Funk- 
tionen kam er 1883 in einer Arbeit: Sulle funzioni associate e specialmente 
su quelle della calotta sferica zuriick, in welcher er nach einer metho- 
dischen Begriindung seiner Theorie eine Anwendung derselben auf den 
bereits von Green, Thomson, Lipschitz, Betti und Carl Neumann 
betrachteten Fall der Kugelkalotte macht. Er erhilt das Potential einer 
symmetrischen Belegung auf der Kalotte, welches nur fiir einige ganz 
besondere Fille bekannt war, sowie die Gleichung der bisher noch nicht 
bekannten zugehérigen Kraftlinien. 

Eine Arbeit aus dem Jahre 1881: Sulla teoria delle funzioni potenziali 
simmetriche bewegt sich in demselben Gedankenkreis. Nachdem er in einer 
vorangehenden Arbeit iiber das klassische Problem der Anziehung der 
Ellipsoide eine Formel abgeleitet hatte, welche gestattet, das Potential 
einer kreisférmigen Scheibe mit einer vom Centralabstand abhingigen 
Dichtigkeit zu berechnen, wenn man die Werte dieser Funktion an der 
Scheibe selbst kennt, gewinnt er jetzt mit Hilfe dieser Formel gewisse 





88 Ernesto Pascat. 


Einzelresultate, zu denen man bisher nur durch kiinstliche Methoden 
gekommen war; bemerkenswert ist die eigenartige, einfache Form, die er 
in dieser Abhandlung fiir das Potential einer symmetrischen, elektrisch 
geladenen Kreisscheibe erhiilt. Die eingehende und vollstiindige Unter- 
suchung dieser Funktion bildet dann einen der Hauptgegenstiinde seiner 
bereits zitierten Arbeit aus dem Jahre 1883: Sulle funzioni associate ete. 

Sull’ attrazione di un anello circolare od ellittico lautet der Titel einer 
1880 veréffentlichten Abhandlung Beltramis, deren Zweck, abgesehen von 
der Untersuchung des Potentials des homogenen elliptischen Ringes und 
der entsprechenden zugeordneten Funktion auch darin besteht, eine Reihe 
interessanter analytischer Resultate abzuleiten, zu denen diese Unter- 
suchung AnlaB gibt; als Fortsetzung dieser Abhandlung kann man die viele 
Jahre spiiter veréffentlichte Arbeit ansehen: Sulla funzione potenziale della 
circonferenza (1889), in welcher er elegante Eigenschaften der somit de- 
finierten Funktion in Betracht zieht; dieselbe ist der reziproke Wert des 
GauBschen arithmetisch-geometrischen Mittels der kleinsten und gréBten 
Entfernung des variabeln Punktes von der Peripherie und geniigt daher 
einer partiellen Differentialgleichung, die bereits von Borchardt gefunden 
war, und von der dann Beltrami seinerseits zeigt, da& sie nur eine 
andere Form der Laplaceschen Gleichung ist. In dieser Note wird auch 
die Form angegeben, welche das Greensche Theorem fiir die in Bezug 
auf eine Axe symmetrischen Potentialfunktionen annimmt. 

Die Note: Intorno ad alcune proposizioni di Clausius nella teoria del 
potenziale (1878) sollte verschiedene Siitze und Formeln zur Kenntnis 
bringen, welche Beltrami gelegentlich seiner Untersuchungen gefunden 
hatte, und die einige Analogie mit anderen in der damals neu erschienenen 
Monographie von Clausius enthaltenen Formeln aufwiesen; die Arbeit: 
Intorno ad alcuni teoremi nuovi del signor C. Neumann sulle funzioni 
potenziali (1880) hatte den Zweck, einige von Neumann im 16. Bande 
der Mathematischen Annalen ohne Beweis angegebenen Siitze iiber das 
logarithmische und Newtonsche Potential zu beweisen. 

Die Methoden zur Lésung des klassischen Problems der Anziehung 
der Ellipsoide lassen sich nach einer Bemerkung Chelinis in direkte und 
indirekte Methoden scheiden. Direkte Lésungen mit Hilfe mehr oder 
weniger komplizierter Integrationsmethoden waren naturgemiB die ersten 
Versuche von Legendre, Laplace, Poisson, und auch die bewundrungs- 
wiirdige Methode Dirichlets kann man zu den direkten rechnen, 
indirekt die Methoden von Ivory, GauB und Chasles, mit denen 
sich auch Chelini, Betti und Dini beschiiftigten. Beltrami gibt 
unter Anwendung elliptischer Koordinaten eine Methode an, welche er 
als die indirekteste bezeichnet, weil aus ihr jede wirkliche Integration 
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eliminiert ist. Dem allgemeinen von Dirichlet gegebenen Ausdruck des 
Potentials eines Ellipsoides hatte er schon friiher eine kurze Arbeit: 
Intorno ad una trasformazione di Dirichlet (1872) gewidmet. 

Die Note: Sulla teoria del potenziale (1883) ist zur Vervollstindigung 
der besonders einfachen Formeln bestimmt, welche zum ersten Male von 
Thomson fiir das gegenseitige Potential zweier Massenverteilungen gegeben 
worden waren; .es handelt sich darin um die Fille, in denen eine derselben 
oder beide Doppelbelegungen sind, oder noch allgemeiner beliebig zusammen- 
gesetzte Verteilungen. 

In einer letzten Gruppe wollen wir die Arbeiten iiber Potential- 
theorie zusammenfassen, welche sich nicht auf das Newtonsche Potential 
beziehen. 

Die Arbeit aus dem Jahre 1873: Sil potenziale mutuo di due sistemi 
rigidi ed in particolare sul potenziale clementare elettro-dinamico wurde der 
Accademia dei Nuovi Lincei vorgelegt, aber in den Annali di Matematica 
veréffentlicht. Zwei einander widersprechende Behauptungen von Helm- 
holtz uod C. Neumann gaben den AnlaB zu dieser Arbeit, in welcher 
er voraussetzt, daB zwei Kérper auf einander mit Kriften wirken, die eine 
Kraftefunktion besitzen, und die Bedingungen aufsucht, denen diese geniigen 
muB, damit die gegenseitigen Kriifte dem Princip der Action und Reaction 
entsprechen; er findet durch direkte Rechnung, genau der Helmholtz- 
schen Behauptung entsprechend, daB die allgemeinste Form eines solchen 
Potentials eine willkiirliche Funktion der sechs unabhiingigen Parameter 
ist, von denen die gegenseitige Lage der beiden Korper abhiingt, und diese 
Bedingung ist nach dem Beltramischen Beweise nicht blos notwendig, 
sondern auch hinreichend. 

Als C. Neumann die Untersuchung eines neuen elementaren Potentials 
in Angriff genommen hatte, das sich von dem Newtonschen Potentiale 
durch einen Diimpfungsfaktor unterscheidet, geht Beltrami in einer 
Note 1895: A proposito di una nuova ricerca del professore C. Newmann 
auf die Behandlung der damit aufgeworfenen Fragen ein; er findet in 
derselben einen Satz iiber die neuen Potentiale, welcher dem Satze von 
Poisson analog ist. Derselbe ist ein Gegenstiick zu einem allgemeinen 
von Beltrami aufgestellten Satze, den er auf andere Weise in einer 
Arbeit iiber den von Kirchhoff dem Huyghensschen Princip gegebenen 
Ausdruck abgeleitet hatte, und bildet andererseits einen besonderen Fall 
eines von ihm in seiner Abhandlung iiber die Theorie der Warme ge- 
gebenen Theoremes. 

Die drei in den Jahren, 1887, 1891, 1894 in den Rendiconti dell’ 
Istituto Lombardo veréffentlichten Noten: Sulle funzioni complesse be- 
schiftigen sich mit der Darstellung von Funktionen, welche ein Analogon 
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der gewonlichen von drei Koordinaten abhingigen Potentialfunktionen fiir 
die Ebene darstellen, aber von den sogenannten logarithmischen Potential- 
funktionen verschieden sind, die nach C. Neumann in bekannter Weise 
zur Herstellung einer solchen Analogie beniitzt werden. Er findet eine 
Funktion, fiir welche die der Laplaceschen Gleichung entsprechende Re- 
lation anstatt von zweiter von erster Ordnung ist; die Funktionen sind 
komplex fiir Innengebiete und reduzieren sich fiir AuBengebiete auf die 
gewohnlichen Funktionen einer komplexen Variabeln; sie vereinigen in 
gewissem Sinne die Eigenschaften der gewdhnlichen Raum- und Flichen- 
potentiale. Er berechnet den Wert dieser Funktion, die er komplexe 
Potentialfunktion nennt, fiir den Fall einer von einer Ellipse begrenzten 
Flache, ein Beispiel, das Beziehungen zu der klassischen Theorie der 
Anziehung von Ellipsoiden darbietet. — 

Wir haben noch eine Reihe von Arbeiten zu nennen, die zwar in 
engem Zusammenhang mit den vorgenannten stehen, in denen indes die 
physikalischen Anwendungen der analytischen Resultate in den Vorder- 
grund treten. Wir nennen zuniichst diejenigen, die sich im besonderen 
auf Elektrostatik und Elektrodynamik beziehen, und sodann die anderen, 
die tiber Magnetismus und Elektromagnetismus handeln. 

Die Verhiltnisse bei der natiirlichen Verteilung der Elektrizitét auf 
der Oberfliche einer isolierten Kugelkalotte und bei der von einem beliebig 
gelegenen elektrischen Punkt induzierten Verteilung auf einer solchen 
Kalotte waren bereits von Thomson 1847 und darauf in vollstindigerer 
Weise von Lipschitz in verschiedenen Abhandlungen untersucht worden; 
hierin eingeschlossen ist die Einwirkung eines elektrischen Punktes auf eine 
Kreisscheibe. Beltrami unternimmt im Anschlu8 an gewisse AuBerungen 
von Thomson und Felici die vollstindige Behandlung der auf einem 
Konduktor von der Form einer Kreisschéibe durch beliebige elektrische 
Wirkungen induzierten Belegung, wenn dieselben gegen die Axe sym- 
metrisch sind; es ist dies die schon friiher von uns erwihnte Arbeit aus 
dem Jahre 1877 (Intorno ad alcune questioni di elettrostatica) welche 
den Beginn seiner Untersuchungen iiber die symmetrischen Potentiale 
und die zugehérige Bestimmung der zugeordneten Funktionen bildet. Eine 
weitere Anwendung des dort gegebenen Theorems der Inversion machte 
er 1884 in der Abhandlung: JIntorno ad un problema relativo alla teoria 
delle correnti stazionarie. 

Wir haben bereits erwihnt, daB eine der ersten Arbeiten Beltramis 
iiber mathematische Physik die 1872 im Nuovo Cimento veriffentlichte 
Abhandlung ist: Nota sulla teoria matematica dei solenoidi elettrodinamici. 
Gegeniiber den einfachen, aus gleichen und faquidistanten, zur Axe normalen 
Elementarstrémen zusammengesetzten Solenoiden, wie sie von Ampére 
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1823 zum ersten Male in Betracht gezogen worden waren, untersucht 
Beltrami dort, unter Zugrundelegung von Ideen, die bereits von 
Thomson ausgesprochen worden waren (wovon Beltrami damals in- 
dessen keine Kenntnis hatte), stetige Systeme von Strémen, deren Ver- 
teilungsgesetz viel allgemeiner ist. Insbesondere beweist er einen Satz 
iiber die elektrodynamische Wirkung eines solchen Solenoides, von dem 
ein Spezialfall 1870 von Riecke und ein anderer 1868 von Lipschitz 
gegeben worden war; diese beiden Spezialfiille waren ihrerseits zwei 
verschiedenartige Ausdehnungen des von F. Neumann 1848 und ein- 
gehender 1871 von E. Weyr behandelten Falles des sogenannten cylin- 
drischen Solenoides. (Beltrami ist spiiter noch einmal auf diesen Satz 
zuriickgekommen, nimlich in der Abhandlung: Intorno ad aleuni punti 
della teoria del potenziale 1878, die wir schon oben betrachtet haben). 

In derselben Note (des Nuovo Cimento) untersuchte er auch die so- 
genannten neutralen Solenoide, die eine bemerkenswerte Analogie mit den 
Niveauschichten darbieten, und in der Kinematik der Fliissigkeiten zeigte 
er beiliufig, wie man zu einer sehr einfachen Anwendung dieser Systeme 
fiir den Fall einschaliger Hyperboloide gelangen kann; auf diese An- 
wendung kam er in einer eleganten Arbeit (der einzigen, die er in den 
Acta mathematica veréffentlicht hat): Sur les couches de niveau ¢lectro- 
magnetiques (1883) zuriick; er leitet darin einige schéne Theoreme ab, 
durch welche die Theorie der Kriimmungslinien und Haupttangenten- 
kurven eines einschaligen Hyperboloides eine einfache elektromagnetische 
Anwendung findet. 

Die Arbeit: Sulla determinazione sperimentale della densita elettrica 
alla superficie dei corpi conduttori (1877) handelt von dem bekannten 
Probescheibehen Coulombs, dessen Theorie bereits von Maxwell ver- 
sucht worden war; er sucht eine besondere Form fiir dieses Instrument, 
durch welche die genaue Bestimmung der Beziehung zwischen der ent- 
nommenen und vorher vorhandenen Elektrizitét erméglicht wird. 

Bemerkenswert, vor allem wegen der aus ihr sich ergebenden Be- 
ziehung zwischen den Theorien der Elektrizitit und der Thermodynamik, 
ist die Abhandlung: Sulla teoria dei sistemi di conduttori elettrizzati (1882); 
in ihr wird der allgemeinste und einfachste Ausdruck der in einem System 
elektrisch geladener Konduktoren von den elektrischen Kriiften bei irgend 
einer Verinderung der Form, der gegenseitigen Lage und des elektrischen 
Zustandes der Konduktoren geleisteten fiuBeren, mechanischen Arbeit auf- . 
gestellt. Aus den so erhaltenen Formeln kann man unter anderem das 
Reziprozitiitsgesetz von Clausius ableiten (das sich auf zwei verschiedene 
Gleichgewichtsladungen eines beliebigen Systems von Konduktoren bezieht), 
und durch den Ubergang zur Betrachtung von Kreisprozessen ergibt sich 
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ein Resultat, das eine offenkundige Analogie zu dem zweiten Hauptsatz 
der Thermodynamik bildet. 

Wir wollen schlieBlich zu dieser Klasse eine letzte Arbeit rechnen, 
die durch den Maxwellschen Versuch veranlaBt wurde, die elektrodyna- 
mischen Wirkungen direkt aus den allgemeinen Gleichungen der analytischen 
Mechanik abzuleiten. Beltrami zeigte in dieser Arbeit (Sull’ estensione 
del principio di d Alembert all’ elettrodinamica, 1889), daB man auch hier 
auf die Lagrangesche Grundformel der Mechanik zuriickgehen kann; 
dieselbe kann, bei Beriicksichtigung des Ohmschen Gesetzes, durch ge- 
eignete Verallgemeinerung geradezu der Angelpunkt der Elektrodynamik 
werden. — 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung der Arbeiten iiber, die speziell iiber 
Magnetismus und Elektromagnetismus handeln. 

Eine auch der Zeit des Erscheinens entsprechend zuerst zu erwihnende 
Arbeit ist aus dem Jahre 1882: Sul potenziale magnetico. In derselben 
diskutiert er die von Thomson eingefiihrten Begriffe: Aze und Zentrum 
eines magnetischen Kérpers und findet, daB zwar die Bezeichnung Aze 
berechtigt ist, weil dieselbe von dem Wirkungsgesetze der magnetischen 
Kriafte unabhiingig ist, nicht aber die Bezeichnung Zentrum, da diese nur 
bei der Newtonschen Hypothese eine Bedeutung hat; er legt darauf die 
Existenz eines anderen Punktes auf der Axe dar, dessen Lage in der Tat 
von dieser Hypothese unabhingig ist, und der mit dem Thomsonschen 
Zentrum nur dann iibereinstimmt, wenn das Trigheitsmoment des Systems 
in Bezug auf die magnetische Axe Null ist. 

Auf diese Arbeit folgte eine Abhandlung: Sulla teoria degli strati 
magnetici (1883), welche sich das Studium der Schichten mit tangentialer 
Magnetisierung zur Aufgabe stellt; von diesen findet sich nur eine in- 
direkte Erwihnung bei Thomson, wihrend die Schichten mit normaler 
Magnetisierung, bei denen die magnetische Axe in jedem Punkt zu der Ober- 
fliche der Schicht normal ist, bereits eingehend untersucht waren. 

Der erste Teil der Note fisico-maiematiche (1889) ist dem Potentiale 
eines magnetischen Kérpers auf sich selbst gewidmet, welches das MaB 
der magnetischen Energie dieses Kérpers darstellt. Beltrami zeigt zu- 
niichst, daB man fiir dieses Potential nicht etwa einfach eine Formel von 
Thomson heranziehen kann, zu deren Anwendung man sich auf den 
ersten Blick versucht fiihlen kénnte; er weist vielmehr nach, daB man 
»derselben noch ein Glied von bestimmter Form hinzufiigen miisse; nichts- 
destoweniger laiBt auch bei dieser Modifikation die Formel im Stich, 
wenn es sich um diamagnetische Kérper handelt, fiir welche sich ein 
negatives Potential ergeben wiirde; infolgedessen hilt er die Hypothese 
Faradays fir wahrscheinlicher, nach welcher der ganze Raum sowohl, 
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wie jeder in demselben eingelagerte Kérper magnetisch polarisiert ist, 
und nach welcher die diamagnetische Induktion eine nur scheinbar dia- 
magnetische ist. 

Uber die magnetische Induktion verdffentlichte Beltrami eine Ab- 
handlung 1884, der 1891 eine andere vollstindigere: Considerazioni sulla 
teoria matematica del magnetismo folgte. Wie bekannt wurde die von 
Coulomb begriindete Theorie der magnetischen Induktion von Poisson 
ausgefiihrt, dieser machte indessen gewisse besondere Hypothesen iiber 
die Form und Verteilung der sogenannten Elementarmagnete, durch welche 
wahrscheinlich die Nichtiibereinstimmung der Poissonschen Theorie mit 
der Erfahrung veranlaBt worden ist. Der Zweck Beltramis war die 
Begriindung einer Theorie, die, frei von jenen Hypothesen, die Form 
und Verteilung der Elementarmagnete von vornherein véllig willkiirlich 
laBt. Unter anderen Resultaten fand er, daB in jedem Falle eine Funk- 
tion existiert, welche in Bezug auf das Problem der magnetischen 
Induktion dieselbe Rolle spielt und denselben Charakter hat, wie die 
Greensche Funktion in der Elektrostatik, und welche im Falle eines 
isotropen Kérpers mit der ,,charakteristischen Funktion’ F. Neumanns 
iibereinstimmt; diese Funktion liefert, wie die Greensche, den Ausdruck 
jeder Potentialfunktion in der Form eines Oberfliichenintegrales. 

In der folgenden Arbeit gibt Beltrami seiner noch weiter befestigten 
Uberzeugung Ausdruck, daf man den Poissonschen Begriff der Elementar- 
magnete zu eliminieren habe, und stellt sich die Aufgabe die Theorie 
auf den bereits von Thomson und Maxwell eingefiihrten Begriff der 
magnetischen Polaritaét zu griinden. 

Das Princip, daB jeder magnetischen Verteilung eine Verteilung 
konstanter, geschlossener und mit gleichen Wirkungen nach auBen begabter 
Stréme entspricht, war zuerst auf Grund des beriihmten Ampéreschen 
Satzes als ein notwendiges Postulat erachtet worden. LErst spiiter traten 
Zweifel hieriiber auf; Beltrami suchte die Frage in der Arbeit: Sull’ 
equivalenza delle distribuzioni magnetiche e galvaniche (1883) vollstiindig 
zu lésen, und er kam auf dieselbe auch in seinen Considerazioni sulla 
teoria matematica dell’ elettromagnetismo (1892) zuriick. In dieser Arbeit, 
gibt er eine systematisch geordnete Darstellung einer Theorie des Elektro- 
magnetismus vom Standpunkte der Maxwellschen Theorie, die sich 
gegeniiber der von Maxwell selbst gegebenen Darstellung durch Klar- 
heit der Exposition unterscheiden diirfte. 


VII. Elastizitit. 


Ein Gebiet der mathematischen Physik, in welchem Beltrami auBer- 
ordentlich bemerkenswerte Resultate erhielt, ist die Theorie der Elastizitit; 
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er war durch seine friiheren Untersuchungen iiber die Mechanik der Fliissig- 
keiten hierfiir ganz besonders vorbereitet, und er konnte hier oft auf 
Formeln und Methoden zuriickgreifen, die er in jenen Untersuchungen 
bereits gefunden hatte. 

Wir werden, um in einer gewissen Ordnung vorzugehen, die Arbeiten 
iiber die Elastizitiit in drei Gruppen scheiden: die erste bezieht sich im 
besonderen auf die allgemeinen Gleichungen und das Potential in der 
Elastizititstheorie, zur zweiten werden wir die drei auf die berihmten 
Maxwellschen Formeln beziiglichen Abhandlungen rechnen und zu der 
dritten diejenigen, welche sich mit dem von Kirchhoff dem Huyghens- 
schen Princip gegebenen analytischen Ausdruck beschiiftigen. 

Die erste Abhandlung iiber Elastizitat ist aus dem Jahre 1881: Sulle 
equazioni generali dell elasticita. Wie bekannt, war Lamé der erste, 
welcher die allgemeizen Gleichungen der Elastizitit in krummlinige, 
orthogonale Koordinaten transformiert hat; hierauf beschiiftigten sich 
C. Neumann und Borchardt unter Anwendung verschiedener Methoden 
mit demselben Gegenstande und stieBen bereits im Falle der Isotropie 
auf nicht leicht zu iiberwindende Schwierigkeiten. Beltrami fand, als er 
begann, die abzuleitenden Gleichungen direkt aufzustellen, das unerwartete 
Resultat, daB zwar die allgemeinen Gleichungen von dem Euklidischen 
Postulat unabhiingig sind, daB dagegen die Gleichungen fiir isotrope 
Mittel, die sogenannten Gleichungen der Isotropie, von jenem Postulate 
abhiingen, d. h. wesentlich voraussetzen, daB man es mit einem Raume 
von dem Kriimmungsmafe Null zu tun hat. Er erkannte so die wahre 
Ursache der verschiedenartigen von seinen Vorgiingern bei der Ableitung 
derselben aus den allgemeinen Gleichungen angetroffenen Schwierigkeiten. 
Hierbei verwandte er eine Form des Linienelementes fiir den Raum, 
welche infolge der Unbestimmtheit ihrer Koeffizienten nicht a priori die 
Euklidische Hypothese enthielt. 

Hierdurch wurde er naturgem&B auf die Begriindung der Theorie der 
elastischen Isotropie in einem Raume konstanter Kriimmung gefiihrt, und 
es ergab sich fiir ihn so die Méglichkeit, von dem Standpunkte der 
mathematischen Physik aus auf seine dreizehn Jahre friiheren Unter- 
suchungen zuriickzukommen; er fand in diesen Riumen eine von Drehungen 
und Dilatationen freie Deformation, bei welcher Kraft und Verriickung in 
jedem Punkte dieselbe (oder entgegengesetzte) Richtung haben und fort- 
dauernd einander proportional sind, ein dadurch besonders bemerkens- 
wertes Resultat, weil es, wie er hervorhebt, eine merkwiirdige Analogie 
za den Ideen Maxwells iiber die Wirkungsweise der Dielectrica dar- 
bietet. 

Zum Nachweis der Wichtigkeit, welche bei der Lésung vieler Probleme 
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der Elastizitiitstheorie die Betrachtung des sogenannten elastischen Poten- 
tials haben muB, dient die Abhandlung 1885: Sulle condizioni di resistenza 
dei corpi elastici. Um die Widerstandsfihigkeit eines elastischen Kérpers 
zu beurteilen, war im allgemeinen von den mathematischen Physikern 
(auch von Clebsch) das Princip adoptiert worden, nach der zulissigen 
Maximalspannung zu fragen; die bald darauf von De Saint-Venant 
vorgeschlagene. Methode griindete sich demgegeniiber auf die maximale 
Dilatation. Beltrami bemerkte, daf weder das eine noch das andere 
Princip naturgemaB ist, da das wahre MaB fiir die der Kohiision eines 
elastischen Kérpers gesteckte Grenze von der Gesamtheit aller Dilatationen 
und aller Spannungen in der Umgebung eines jeden Punktes des Kérpers 
abhiingen muB, und da diese Spannungen und Dilatationen ihrerseits von 
der einen definiten, quadratischen Funktion abhingen, die man gewéhnlich 
als elastisches Potential bezeichnet, so folgert er, daB die Lésung des 
Problems besser auf das Studium dieses Potentials zuriickgefiihrt wird; 
auf dieser Grundlage behandelte er dann verschiedene bereits von De 
Saint-Venant untersuchte Fille, wobei sich seine Lisungen nur teil- 
weise mit den Lésungen dieses Forschers decken. 

Es war bereits bekannt, daB es sechs partielle Differentialgleichungen 
2. O. gibt, denen die sechs Komponenten einer beliebigen Deformation ge- 
niigen miissen; auf diese Gleichungen kam Beltrami mehrmals zuriick, 
bewies im besonderen das Fundamentaltheorem, daB diese Bedingungen nicht 
bloB notwendig, sondern auch hinreichend sind, und fand verschiedene 
sehr einfache Methoden zur Ableitung derselben; dies tat er zuerst bei- 
laufig in der Abhandlung: Swill’ interpretazione meccanica delle formole di 
Mazwell, tiber die wir bald sprechen werden, dann in dem zweiten Teile 
seiner Note fisico-matematiche, und ferner in einem in den Comptes-rendus 
der franzésischen Akademie verdffentlichten Briefe an Maurice Levy. 

Uber die Wellentheorie veréffentlichte Beltrami zwei Arbeiten, eine 
1886 und die zweite 1891. Die erste sucht die Ideen F. Neumanns zu 
erliiutern, der schon vor langer Zeit die Fresnelschen Gesetze aus den 
Grundgleichungen der Elastizitiitstheorie abgeleitet hatte; die zweite hat 
den Zweck, die ganze Theorie, frei von der Hypothese, die Schwingungen 
a priori als geradlinig vorauszusetzen, zu entwickeln (an der Kirchhoff 
in seiner Behandlung der Lichttheorie festgehalten hatte). 

SchlieBlich stellte Beltrami sich in den beiden Noten 1891: Intorno 
al mezzo elastico di Green die Aufgabe, zu untersuchen, ob es auBer den 
isotropen Mitteln noch andere elastische Mittel gibt, fiir welche sich die 
drei Gleichungen der schwingenden Bewegung auf eine einzige reduzieren, 
wenn man die Komponenten der Verriickung als die drei ersten partiellen 
Ableitungen ein und derselben Funktion darstellt. Er gelangt zu einer 
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Form des elastischen Potentials, welche mit derjenigen iibereinstimmt, die 
von Green fiir das allgemeinste elastische Mittel angegeben worden ist, 
in dem sich ebene, longitudinale Wellen fortpflanzen kénnen. Er geht 
so zu dem Studium dieses Greenschen elastischen Mittels mit seinen 
verschiedenen besonderen EKigenschaften iiber, findet, da& die drei Haupt- 
druckaxen den Richtungen der Axen eines gewissen Kegels 2. 0. ent- 
sprechen, und beweist, daB das Greensche Medium das allgemeinste 
elastische Mittel ist, bei welchem im Falle einer Deformation, bei der 
lineare Ausdehnung nur in einer Richtung statt hat, stets eine der ent- 
sprechenden Hauptdruckaxen mit dieser Richtung zusammenfiallt. — 

Allgemein bekannt ist die geniale Untersuchung Maxwells, welche 
darauf hinzielt, zu beweisen, daB die gewéhnlich auf Fernwirkung zuriick- 
gefiihrten Anziehungskrafte einer Massenverteilung durch Kriifte ersetzbar 
seien, welche durch Drucke und Spannungen hervorgebracht werden, analog 
denen, welche im Innern eines elastischen Kérpers herrschen. Die Wichtig- 
keit des Resultates liegt darin, dass durch dasselbe die wiederholt von 
Physikern, vor allem von Faraday und W. Thomson ausgesprochene 
Annahme der Existenz eines die elektrischen und magnetischen Wirkungen 
fortpflanzenden Zwischenmediums groBe Wahrscheinlichkeit gewinnt. Diese 
Untersuchung iibte auf Beltrami einen besonderen Reiz aus; kaum waren 
die Maxwellschen Formeln veréffentlicht, so entwickelte er auch sofort 
(1884) eine einfache, auf alle Fiille in gleicher Weise anwendbare Methode, 
mit Hilfe deren man direkt zu jenen Formeln gelangen kann (Sulla rap- 
presentazione delle forze newtoniane per mezzo di forze elastiche). Kin wenig 
spiiter kam er auf dieselben Formeln zuriick, um den Grad ihrer All- 
gemeinheit d. h. ihre Abhangigkeit von der Natur des Raumes zu unter- 
suchen, und es gelang ihm, von einem beliebigen schiefwinkligen, krumm- 
linigen Koordinatensystem aus zu ihnen zu gelangen, wobei die Natur 
des Raumes in der Tat ganz unbestimmt gelassen wurde. (Sull’ uso delle 
coordinate curvilinee nella teoria del potenziale e dell’ elasticita, 1885.) 

In dem folgenden Jahre nahm er diese Untersuchungen von neuem 
auf, um aus denselben ein Resultat von groBer Bedeutung abzuleiten 
(Sul? interpretazione meccanica delle formole di Maawell). Er fragte 
sich: Existiert eine mechanische Interpretation dieser Formeln, d. h. 
existiert bei Annahme der Existenz eines elastischen Mediums tatsiich- 
lich eine Deformation desselben, fihig jene Drucke zu erzeugen, deren 
Komponenten den Maxwellschen Formeln entsprechen? Und er kam 
zu dem Resultat, daB unter Annahme dieses Mediums als eines iso- 
tropen und homogenen Mittels, selbst unter der Voraussetzung, daB die 
Konstanten der Isotropie Funktionen des Ortes sind, keine Deformation 
moéglich ist, deren Druckkomponenten jenen Formeln entsprechen (wenn 
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man nicht den sehr speziellen Fall in Betracht ziehen will, daB die 
Potentialfunktion in Bezug auf die Koordinaten linear ist, was iibrigens 
nicht zuliissig ist, wenn man den Raum sich ins Unendliche erstrecken laBt). 

Man wird somit, wenn man eine mechanische Interpretation der 
Maxwellschen Formeln finden will, ein isotropes Medium mit besonderen 
Kigenschaften fingieren miissen; auBerdem ergibt sich, wenn man sich 
der bereits von Green gemachten Spaltung des elastischen Potentials in 
zwei Teile erinnert, die zwei ihrer Natur nach ginzlich verschiedenen 
elastischen Medien entsprechen, daB wir die Realitiit eines elastischen 
Mediums der zweiten Art, in dem sich nur transversale Wellen fortpflanzen, 
nicht begreifen kénnen, weil unter anderem in einem solchen Medium die 
Bedingungen fiir ein stabiles Gleichgewicht nicht verifizierbar sind. 

Das Resultat ist, wie man sieht, negativ, es erhilt aber, ohne der 
Bedeutung der Maxwellschen Formeln Abbruch zu tun, dadurch eine 
groBe Wichtigkeit, weil es uns erkennen laBt, daB wir noch weit von 
dem Ziele einer mechanischen Interpretation der Maxwellschen Formeln 
sind, und daf vielleicht zur Erreichung dieses Zieles unsere bisherigen 
Vorstellungen nicht geniigen. 

So sollte Beltrami, der in seiner Jugend wesentlich zur Entwickelung 
der Ideen tiber die geometrische Konstitution des Raumes beigetragen 
hatte, in spiterer Zeit einen nicht weniger bemerkenswerten Beitrag zur 
Theorie seiner physikalischen Konstitution liefern. 

Kine letzte Gruppe von Arbeiten iiber die Theorie der Elastizitat 
betrifft den analytischen Ausdruck des Huyghensschen Principes. 

Kirchhoff hatte durch Ausdehnung einer bereits von Helmholtz 
gemachten Anwendung des Greenschen Satzes einmal die Poissonsche 
Formel und dann eine viel allgemeinere Formel erhalten, welche der 
Untersuchung der optischen Phiinomene als Grundlage dienen kann und 
den analytischen Ausdruck des Huyghensschen Princips fiir isotrope 
Mittel liefert. 

Die Methode Kirchhoffs hatte indessen zu einigen Hinwiinden Ver- 
anlassung gegeben, so daB andere Forscher glaubten, neue Methoden zur 
Ableitung dieser wichtigen Formel heranziehen zu miissen; Beltrami 
hingegen betrachtete die Kirchhoffsche Methode als die niichstliegende 
fiir eine derartige Untersuchung; er nahm dieselbe wieder auf und suchte 
dieselbe frei von jenen Schwierigkeiten darzustellen (Sul principio di 
Huyghens 1889); in der Tat wurde seine Modifikation sogleich in den 
Lehrbiichern angenommen, z. B. in Duhems Lehrbuch der Hydrodynamik, 
Elektrizitét und Akustik. 

Mit demselben Gegenstande beschiiftigte Beltrami sich spiiter in drei 
aufeinanderfolgenden Arbeiten, in denen er seine Beweismethode vervoll- 
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kommnete und vereinfachte, bis er in der letzten derselben (Sul teorema 
di Kirchhoff, 1895) unter Bezugnahme auf die inzwischen erschienene Arbeit 
von Gutzmer itiber denselben Gegenstand (Crelles J. Bd. 114, 1894) zeigte, 
daB jenes Theorem sich auf eine bloBe, einfache analytische Identitat 
griindet, der jede Funktion der drei rechtwinkligen Koordinaten und des 
Abstandes eines Punktes von einem festen Punkte geniigen muB. 


VIII. Wiirmetheorie. 


Uber diese Theorie verdffentlichte Beltrami zwei Arbeiten; eine 
dritte wurde von ihm der Akademie zu Bologna vorgelegt, aber spiter 
von ihm selbst zuriickgezogen. 

Bei einigen einfachen Problemen der Wiirmeleitung erscheint es fiir 
eine gréBere Anschaulichkeit und Eleganz der Liésungen zweckmifBiger, 
die auf Fourier zuriickgehende, auf die Betrachtung der sogenannten 
partikuliren Lésungen und die Reihenentwickelungen nach denselben be- 
griindete Methode zu verlassen und an Stelle derselben andere Verfahren 
zu Hilfe zu nehmen; ein solches wurde 1868 von Betti angegeben und 
stiitzt sich auf die Anwendung von Funktionen, die den gewdéhnlichen 
Potentialfunktionen einigermafen analog sind. 

Unter Anwendung dieser Methode betrachtete er in der Abhandlung: 
Intorno ad alcuni problemi di propagazione del calore (1887) den Fall einer 
Kugel, in welcher die Temperatur Funktion des Zentralabstandes ist. 

Insbesondere wird das Problem der Bestimmung der im Innern der 
Kugel variabeln Temperatur, wenn die Temperatur an der Oberfliche als 
eine gegebene Funktion der Zeit bekannt ist, auf die Lésung einer Funk- 
tionalgleichung zuriickgefiihrt, in der die unbekannte Funktion teils in 
einem bestimmten Integral, teils explizite vorkommt, und diese Lisung 
erhalt er in ganz auBerordentlich eleganter Weise. 

In der Note: Sui potenziali termodinamici (1895) erinnert er zuniichst 
an den Begriff des thermodynamischen Potentials, dessen Ableitungen 
nach den geometrischen Parametern des Systems die von demselben System 
ausgehenden mechanischen Krifte ergeben; er erinnert ferner daran, dab 
dieses Potential von einem Parameter u abhiingt, den man bei der Dif- 
ferentiation als konstant ansehen mu8, was der Annahme gleichkommt, 
daB die als Potential definierte Funktion den Charakter eines solchen nur 
fiir diejenigen umkehrbaren, thermodynamischen Prozesse besitzt, bei denen 
w constant ist, und er fragt sich, ob umgekehrt jedem Prozesse wu = const. 
auch immer ein Potential entspricht. 

Er beweist, daB die ein Potential zulassenden thermodynamischen 
Prozesse nur die sind, bei welchen w als eine Funktion der absoluten 
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Temperatur und der Entropie betrachtet werden kann. Beltrami unter- 
sucht hierauf insbesondere den bekannten Fall der isothermen Prozesse, 
fiir welche ja das Theorem richtig ist, aber fiir welche die von ihm ge- 
gebene Lisung nicht unmittelbar verwendet werden kann, weil die von 
ihm zu ihrer Ableitung beniitzte Methode den Parameter w und die 'Tempe- 
ratur als von einander unabhiingig voraussetzt, bei der Betrachtung iso- 
thermer Prozesse aber wu lediglich Funktion der Temperatur ist. 


IX. Akustik. 


Die einzige Arbeit, die Beltrami tiber die mathematische Theorie der 
Musik hinterlassen hat, ist aus dem Jahre 1882: Sulla scala diatonica: 
indem er mit 1 den Grundton bezeichnet, mit 7, s die Intervalle zwischen 
diesen und den beiden anderen Noten des vollkommenen Akkordes und 


mit : das Intervall der Oktave, findet er, daB die den Werten 7, s von 


4 2 1j ° 
5? S=q@ Mie ein- 


der Erfahrung in Wirklichkeit zugelegten Werte: + = 
fachsten rationalen Zahlen sind, welche gewissen zwei fundamentalen Unglei- 


chungen geniigen. 


Vielseitigkeit, sorgsame Detailarbeit, ein nie sich verleugnendes 
Streben, die schwierigsten Gegenstiinde in ihrer natiirlichsten und ein- 
fachsten Gestalt darzustellen, ein geduldiges, unermiidliches Studium 
bei der oft mehrmaligen Umarbeitung derselben Dinge zur Erreichung 
des ihm vorschwebenden Zieles, ein Verlangen nach Vollkommenheit, 
das ihn nie verlieB, so daB er selbst manche von ihm bereits angekiindigte 
Abhandlung wieder zuriickzog, das sind die Hauptmerkmale des wissen- 
schaftlichen Lebenswerkes Eugenio Beltramis. 


Nach dem Inhalt geordnetes Verzeichnis der wissenschaftlichen 
Arbeiten Eugenio Beltramis*). 


I. Analytische Geometrie. 
a) Rationale Kurven. Steinersche Fliche. 


1. Annotazioni sulla teoria delle cubiche gobbe. Due Note. (Rend. Ist. Lomb., 
serie II, vol. I, 1868). 


*) Ein nach der Zeit geordneter Katalog der Beltramischen Schriften wurde in 
dem Rendiconto dell’ Acc. di Napoli, 1900, von Professor Pinto veréffentlicht; ein 
anderer vollstiindigerer befindet sich an dem Ende des Nekrologs, den Professor 
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Aleune formole per la. teoria elementare delle coniche. (Giorn. di Battaglini, 
vol. IX, 1871). 

Communicazione di una lettera del prof. Cremona. (Giorn. di Batt., vol. X, 1872). 
Ricerche di geometria analitica. (Mem. Acc. di Bologna, serie III, vol. X, 1879). 


b) Flichen 3. Q. 


Sull’equazione pentaedrale delle superficie di terz’ ordine. (Rend. Ist. Lomb., 
serie II, vol. XII, 1879). 


ce) Theoreme von Feuerbach, Simpson und Steiner. Cayleysche Fliche. 


6. 
7. 


10. 


28. 


12. 


13. 


14. 


15. 
16. 
17. 


18. 
19. 
20. 


Sulle coniche di nove punti. (Giorn. di Batt., vol. I, 1863). 
Estensione allo spazio di tre dimensioni dei teoremi relativi alle coniche di nove 
punti. (Giorn. di Batt., vol. I, 1863). 


. Théoréme proposé & démontrer (Nouv. Ann., t. Il, pag. 336, 1863). 
. Intorno alle coniche di nove punti e ad alcune questioni che ne dipendono. 


(Mem. dell’Acc. di Bologna, serie II, vol. II, 1863). 

Extrait d’une lettre a J. A. Grunert. (Archiv d. Math. u. Phys. Band XLII, 
1865, S. 481). 

Intorno ad alcuni teoremi di Feuerbach e di Steiner. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie III, vol. V, 1875). 

Considerazioni analitiche sopra una proposizione di Steiner. (Mem. Acc. di 
Bologna, serie III, vol. VII, 1877). 


ad) Binire kubische Formen. 


Ricerche sulia geometria delle forme binarie cubiche. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie II, vol. IX, 1870). 


e) Verschiedene Ubungsarbeiten. 
Soluzione di un problema relativo alle superficie di second’ordine. (Giorn. di 
Batt., vol. I, 1863). 
Démonstration d’un théoréme de M. Salmon. (Nouv. Ann., t. Il, pag. 181, 1863). 
Démonstration d’un théoréme de M. Mannheim. (Nouv. Ann., t. I, pag. 209, 1863). 
Solution de la question: Soient donnés une surface de second degré, la sphére 
exceptée, et un point fixe, lieu du spectateur, sous quel angle verra-t-il la sur- 
face? (Nouv. Ann., t. II, pag. 355, 1863). 
Démonstration d’un théoréme de M. W. Roberts. (Nouv. Ann., t. IV, pag. 233, 1865). 
Di alcune proprieta generali delle curve algebriche. (Giorn. di Batt., vol. [V, 1866). 
Sulla minima distanza di due rette. (Giorn. di Batt., vol. V, 1867). 


Cremona in der Academia dei Lincei am 10. Juni 1900 Beltrami widmete; ein dritter 
Katalog, nach Zeitschriften geordnet, wurde von Professor Dini in den Annali di 
Matematica, 1900, publiziert. [Eine Liste sonst gegebener Nachrufe verdffentlicht 
G. Enestrém in seiner Bibliographie der 1881—1900 verstorbenen Mathematiker in 
der Bibliotheca mathematica (3), 2, (1901), p. 328. — Ebenda, p. 392—440, ein aus- 
fiihrlicher Artikel von G. Loria: Eugenio Beltrami e le sue opere matematiche. — 
Inzwischen ist auch der erste Band der gesammelten Werke erschienen: Opere mate- 
matiche di E. Beltrami, Milano 1902. D. R.] 
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II. Infinitesimalgeometrie. 


a) Allgemeine Flichentheorie. Kriimmung und Deformation der Flachen. 
Flichen, deren Kriimmungshalbmesser an eine Relation gebunden sind. 
Aufeinander abwickelbare Flichen. Differentialparameter von Flachen. 
Dreifache Orthogonalsysteme von Flichen. Geoditische Linien 
einer Fliche. 


21. Di alcune formole relative alla curvatura delle superficie. (Ann. di mat., serie I, 
vol. IV, 1862). 

22. Ricerche di analisi applicata alla geometria. (Giorn. di Batt., vol. II e II, 
1864-65). 

23. Intorno ad alcune proprieta delle superficie di rivoluzione. (Ann. di mat., serie I, 
vol. VI, 1864). 

24. Extrait d'une lettre a J. A. Grunert. (Arch. d. Math. u. Phys. Band XLII, 1864, 
8. 117). 

25. Risoluzione d’un problema relativo alle superficie gobbe. (Ann. di mat., serie I, 
vol. VII, 1865). 

26. Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque. (Ann, di mat., serie II, 
vol. I, 1867) 

27. Sulla teoria delle linee geodetiche. (Rend. Ist. Lomb., serie I, vol. I, 1868). 

28. Sulla teoria generale delle superficie. (Ateneo Veneto, serie II, vol. V, 1868). 

29. Intorno ad un nuovo elemento introdotto dal sig. Christoffel nella teoria delle 
superficie. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. II, 1869). 

30. Zur Theorie des KriimmungsmaBes. (Math. Annalen, Bd. I, 1869). 

31. Di un sistema di formole per lo studio delle linee e delle superficie ortogonali. 
(Rend. Ist. Lomb., serie IT, vol. V, 1872). 


b) Haupttangentenkurven auf den Flichen. 


32. Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une surface. (Nouv. Ann., t. IV, 
pag. 258, 1865). 
33. Dimostrazione di due formole del sig. Bonnet. (Giorn. di Batt., vol. IV, 1866). 


c) Regelflichen und ihre Biegung. 


34. Sulla flessione delle superficie rigate. (Ann. di mat., serie I, vol. VII, 1865). 
35. Intorno alla flessione delle superficie rigate. (Ateneo Veneto, serie II, vol. II, 1865). 


d) Minimalflaichen. 


36. Sulle proprieta generali delle superficie di area minima. (Mem. Acc. di Bologna. 
serie II, vol. VII, 1868). 


e) Fliachen konstanter Kriimmung. Pseudosphirische Geometrie. Riume 
konstanter Kriimmung und geoditische Linien in diesen Riumen. 


87. Risoluzione del problema: ,,Riportare i punti di una superficie sopra un piano 
in modo, che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette‘. (Ann. 
di mat , serie I, vol. VII, 1866). 
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38. 


39. 


40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea. (Giorn. di Batt., 
vol. VI, 1868). 

Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante. (Ann. di mat., serie II, 
vol. II, 1868). 

Sulla teoria analitica della distanza. (Rend. Ist. Lomb., serie IT, vol. V, 1872). 
Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosferiche. 
(Giorn. di Batt., vol. X, 1872). 

Teorema di geometria pseudosferica. (Giorn. di Batt., vol. X, 1872). 
Osservazione sulla nota del prof. Schlaefli alla memoria del prof. Beltrami ,,Sugli 
spazi di curvatura costante“. (Ann. di mat., serie II, vol. V, 1872). 

Un precursore italiano di Legendre e di Lobatschewsky. (Rend. Acc. dei Lincei, 
serie IV, vol. V, 1889). 


f) Infinitesimalgeometrie der Kurven. 


Intorno ad alcuni sistemi di curve piane. (Ann. di mat., serie I, vol. IV, 1862). 
Sulla teoria delle sviluppoidi e delle sviluppanti. (Ann. di mat., serie I, vol. IV, 
1862). 


Di una proprieta delle linee a doppia curvatura. (Giorn. di Batt., vol. V, 1867). 


III. Reine Analysis. 


a) Differentialparameter. Quadratische Differentialformen. 


Intorno ad una trasformazione di variabiji. (Giorn. di Batt., vol. V, 1867). 


Sulla teoria generale dei parametri differenziali. (Mem. Acc. di Bologna, serie II, 
vol. VIII, 1869). 


b) Formeln der Integralrechnung. Trigonometrische Reihen. 
Cylinderfunktionen. 


Extrait d’une lettre au sujet d'une question proposée dans la Revue américaine 
Mathematical Monthly. (Nouv. Ann., serie II, t. I, pag. 315, 1862). 

Extrait dune lettre au sujet d’un théoreme de M. Laurent. (Nouv. Ann., serie II, 
t. I, pag. 449, 1862). 

Démonstration d’un théoréme de M. Valton. (Nouv. Ann., serie II, t. IJ, pag. 302, 
1863). 

Intorno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni. (Rend. Ist. Lomb., 
serie II, vol. XIII, 1880). 


. Intorno ad alcune serie trigonometriche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XIII, 1880). 
. Sulle funzioni cilindriche. (Atti Accad. di Torino, vol. XVI, 1881). 


c) Kugelfunktionen. 


Intorno ad una formola integrale. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XII, 1879). 
Sulle funzioni sferiche di una variabile. (Rend. Ist. Lomb., serie I, vol. XX, 1887). 
Quelques remarques au sujet des fonctions sphériques. (Compt. rend. de l’Acad. 
de Paris, vol. CX, 1890). 

. Sur la théorie des fonctions sphériques. (Compt. rend. de l’Acad. de Paris, vol. 
CXVI, 1893). 

. Sulla teoria delle funzioni sferiche. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXIX, 1896). 
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d) Theorie der Gleichungen. 


Sulle equazioni algebriche. (Giorn. di Batt., vol. I, 1863). 


e) Rilineare Formen. 


Sulle funzioni bilineari. (Giorn. di Batt., vol. XI, 1873). 


IV. Mechanik der Fliissigkeiten. 


Ricerche sulla cinematica dei fluidi. (Mem. Acc. di Bologna, serie III, vol. I, II, 
Ill e V, 1871-72-74). 


. Memoria intorno al moto piano di un disco ellittico in un fluido incompressibile. 


(Rend. Ace. di Bologna, 1875-76)*). 

Intorno ad un caso di moto a due coordinate. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. X, 
1878). 

Considerazioni idrodinamiche. (Rend. Ist. Lomb., serie IJ, vol. XXII, 1889). 


V. Mechanik im Allgemeinen. 


Lettera ad A. Mogni. (Giorn. di Batt. vol. V, 1867). 
Del moto geometrico di un solido che ruzzola sopra un altro solido. (Giorn. di 
Batt., vol. X, 1872). 


70. Osservazione ad una nota del prof. Chelini sopra i sistemi materiali di egual 


momento d’inerzia. Giorn. di Batt., vol. XII, 1874). 


. Intorno alla dinamica degli spazi di curvatura costante. (Trans. Acc. dei Lincei, 


serie II, vol. IIT, 1876)*). 


. Formules fondamentales de cinématique dans les espaces de courbure constante. 


(Bullet. de Darboux, t. XI, 1876). 
Sulla teoria degli assi di rotazione. (Collect. mathem. in mem. D. Chelini, 
Mediolani, 1881). 


. Sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. (Mem. Acc. di Bologna, 


serie IV, vol. II, 1882). 


5. Sulle equazioni dinamiche di Lagrange. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXVIU, 


1895). 


VI. Potential. Anziehung. Elektrizitéit. Magnetismus. 
Elektromagnetismus. 


a) Analytische Theorie der Potentialfunktion und des Potentials. 
Newtonsche Anziehung. 


Intorno ad una trasformazione di Dirichlet. (Giorn. di Batt., vol. X, 1872). 

Sul potenziale mutuo di due sistemi rigidi ed in particolare sul potenziale ele- 
mentare elettro-dinamico. (Ann. di mat., serie II, vol. VI, 1873). 

Considerazioni sopra una legge potenziale. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. IX, 1876). 


*) In den ,,Rendiconti* nur angemeldet, aber nicht mehr veriffentlicht. 
**) In den ,,Transunti nur angemeldet, aber nicht mehr veréffentlicht. 
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Intorno ad alcune proposizioni di Clausius nella teoria del potenziale. (Rend. Ist. 
Lomb., serie II, vol. XI, 1878). 

Sulle funzioni potenziali di sistemi simmetrici intorno ad un asse. (Rend. Ist. 
Lomb., serie II, vol. XI, 1878). 

Intorno ad alcuni punti della teoria del potenziale. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie III, vol. IX, 1878). 


. Sull’attrazione di un anello circolare od ellittico. (Mem. Ace. dei Lincei, serie II, 


vol. V, 1880). 

Sulla teoria dell’attrazione degli ellissoidi. (Mem. Acc. di Bologna, serie IV, 
vol. I, 1880). 

Intorno ad alcuni nuovi teoremi del signor C. Neumann sulle funzioni potenziali. 
(Ann. di mat., serie IT, vol. X, 1880). 

Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche. (Mem. Acc. di Bologna, serie 
IV, vol. II, 1881). 

Sulla teoria del potenziale. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XVI, 1883). 

Sulle funzioni associate e specialmente su quelle della calotta sferica. (Mem. 
Ace. di Bologna, serie IV, vol. IV, 1883). 

Sulle funzioni complesse. (Nota I). (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XX, 1887). 
Sulla funzione potenziale della circonferenza. (Rend. Circ. mat. di Palermo, 
vol. II, 1889). 

Sulle funzioni complesse (Nota II). (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXIV, 1891). 
Sulle funzioni complesse (Nota II). (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXVII, 1894). 


. A proposito d’ una nuova ricerca del prof. C. Neumann. (Rend. Acc. dei Lincei, 


serie V, vol. IV, 2° semestre 1895). 


b) Elektrostatik. Elektrodynamik. 


Nota sulla teoria matematica dei solenoidi elettrodinamici. (Nuovo Cim., serie 
II, vol. VII-VII, 1872). 

Sulla determinazione sperimentale della densita celettrica alla superficie dei 
corpi conduttori. (Mem. Acc. dei Lincei, serie III, vol. I, 1877). 

Intorno ad alcune questioni di elettrostatica. (Rend. Ist. Lomb., serie II, 
vol. X, 1877). 

Sulla teoria dei sistemi di conduttori elettrizzati. (Rend. Ist. Lomb., serie II, 
vol. XV, 1882). 

Sur les couches de niveau électromagnétiques. (Acta Math., vol. III, 1883). 
Intorno ad un problema relativo alla teoria delle correnti stazionarie. (Rend. 
Ist. Lomb., serie IT, vol. XVII, 1884). 

Sull’ estensione del principio di d’Alembert all’elettrodinamica. (Rend. Acc. dei 
Lincei, serie IV, vol. V, 1889). 


c) Magnetismus. Elektromagnetismus. 


Sul potenziale magnetico. (Ann. di mat., serie II, vol. X, 1882). 

Sulla teoria degli strati magnetici. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XVI, 
1883). 

Sull’equivalenza delle distribuzioni magnetiche e galvaniche. (Rend. Ist. Lomb., 
serie II, vol. XVI, 1883). 

Sulla teoria dell’induzione magnetica secondo Poisson. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie IV, vol. V, 1884). 
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Note fisico-matematiche (1* parte). (Rend. Cire. mat. di Palermo, vol. III, 1889)*). 
Considerazioni sulla teoria matematica del magnetismo. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie V, vol. I, 1891). 

Considerazioni sulla teoria matematica dell’elettromagnetismo. (Mem. Acc. di 
Bologna, serie V, vol. II, 1892). 


VII. Elastizitat. 

a) Allgemeine Gleichungen. Elastisches Potential. 
Sulle equazioni generali dell’elasticita. (Ann. di mat., serie II, vol. X, 1881). 
Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici. (Rend. Ist. Lomb., serie II, 
vol. XVIII, 1885). 
Sulla teoria delle onde. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XIX, 1886). 
Note fisico-matematiche (2* parte). (Rend. Circ. mat. di Palermo, vol. III, 1889)**). 
Sur la théorie de la déformation infiniment petite d’un milieu. (Comptes rendus 
de l’Acad. de Paris, vol. CVIII, 1889). 
Intorno al mezzo elastico di Green. Due Note. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. 
XXIV, 1891). 
Sulla teoria generale delle onde piane. (Rend. Circ. matem. die Palermo, vol. V, 
1891). 


. Osservazioni su di una nota del prof. Morera. (Rend. Acc. di Lincei, serie V, 


vol. I, 1892). 

b) Maxwellsche Formeln. 
Sulla rappresentazione delle forze newtoniane per mezzo di forze elastiche. 
(Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XVII, 1884). 
Sull’uso delle coordinate curvilinee nelle teorie del potenziale e dell’elasticita. 
(Mem. Acc. di Bologna, serie IV, vol. VI, 1885). 
Sull’interpretazione meccanica delle formole di Maxwell. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie IV, vol. VII, 1886). 


c) Kirchhoffsche Formel. 
Sul principio di Huygens. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XXII, 1889). 
Sull’espressione analitica del principio di Huygens. (Rend. Acc. dei Lincei, 
serie V, vol. I, 1892). 
Sull’espressione data da Kirchhoff al principio di Huygens. (Rend. Acc. dei 
Lincei, serie V, vol. IV, 2° sem. 1895). 
Sul teorema di Kirchhoff. (Rend. Acc. dei Lincei, serie V, vol. IV, 2° sem. 1895). 


VIII. Wirme. 
Intorno ad alcuni problemi di propagazione del calore. (Mem. Acc. di Bologna, 
serie IV, vol. VII, 1887). 
Note sulla teoria della propagazione del calore. (Rend. Acc. di Bologna, 
1892-93) ***), 
Sui potenziali termodinamici. (Rend. Acc. dei Lincei, serie V, vol. IV, 1° sem. 
1895). 





*) Behandelt zwei verschiedene Themata, nur der erste Teil bezieht sich auf den 


oben angegebenen Gegenstand. 


**) Der zweite Teil dieser Schrift handelt von der Elastizitiatstheorie. 


***) Wurde in den Rendiconti nur angezeigt, aber nicht mehr publiziert. 
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IX. Akustik. 
Sulla scala diatonica. (Rend. Ist. Lomb., serie II, vol. XV, 1882). 


X. Literaturnachweise. Borichte. Ubersetzungen. 


Traduzione della memoria di Gauss, pubblicata nel 1825 nelle Astronomischen 
Abhandlungen edite ad Altona da Schumacher: Soluzione generale del problema: 
rappresentare le parti di una superficie data sopra un’altra superficie parimenti 
data in modo che la rappresentazione riesca nelle sue parti infinitesime una 
figura simile alla figura rappresentata. (Ann. di mat., serie I, vol. IV, 1862). 
Cenno bibliografico sulla “Teoria dei sistemi di coordinate semplici e sulla 
discussione dell’equazione generale di 2° grado in coordinate triangolari e 
tetraedriche,, di Chelini. (Giorn. di Batt., vol. I, pag. 319, 1863). 

Articolo bibliografico sulla ‘Teorica generale delle funzioni di variabili com- 
plesse,, del prof. Casorati. (Giorn. di Batt., vol. VIL, 1869). 

Relazione sopra lo specimen d’ una tavola di logaritmi (insieme con Michez). 
(Rend. Acc. di Bologna, 1872-73). 

Comunicazione di una lettera di Lagrange a F. M. Zanotti. (Rend. Acc. di 
Bologna, 1872-73). 

Traduzione della commemorazione di Giulio Pliicker, di A. Clebsch, pubblicata 
nelle Memorie della Societi reule di Gottinga, vol. XVI, 1872. (Giorn. di Batt., 
vol. XI, 1873). 

Traduzione del lavoro di Brill, Gordan, Klein, ecc. intitolato: Alfredo Clebsch 
e i suoi lavori scientifici, pubblicato nel tomo VII dei Math. Annalen. (Ann. 
di matematica, serie II, vol. VI, 1873). 

Relazione intorno alla memoria del sig. colonn. Pietro Conti, avente per titolo: 
“Sulla resistenza alla flessione della pietra serena,,. (Trans. Acc. dei Lincei, 
serie II, vol. II, 1875). 

Relazione sul quesito proposto dal Ministero d’ agricoltura e commercio rela- 
tivamente al concorso bandito con decreto 6 febb. 1876 sui due premi da con- 
ferirsi ai migliori lavori fatti in scienze fisico-matematiche e economico-morali 
da insegnanti di Istituti tecnici. (Transunti Lincei, serie II, vol. II, parte 1°, 
1876). 

Relazione sul concorso al premio bandito dal Ministero della P. I. per le 
scienze matematiche per l’anno 1881-82. (Trans. Acc. dei Lincei, serie ID) 
vol. VI, 1882). 

Relazione sul concorso ai premi del Ministero della pubblica istruzione per 
le scienze matematiche per l’anno 1885-86. (Rend. Acc. dei Lincei, serie IV, 
vol. II, 1886). 

Relazione sul concorso al premio reale per la matematica, per l’anno 1887. 
(Rend. Acc. dei Lincei, serie IV, vol. V, 1889). 

Prefazione alla traduzione italiana (di A. Sella) della ,,Meccanica elementare“ 
di W. Voigt, Roma 1894. 


XI. Gedichtnisreden. Nekrologe. Biographien. Reden. 


Commemorazione di Alfredo Clebsch. (Giorn. di Batt., vol. X, 1872). 

Notizie biografiche e bibliografiche sugli antichi professori di scienze naturali e 
matematiche dell’universita di Pavia. (Nel volume: Memorie e documenti per 
la storia dell’universita di Pavia, parte I, Pavia, 1878). 
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Parole dette in memoria di D. Chelini. (Rend. Acc. di Bologna, 1878-79, 
pag. 15). 

Della vita e delle opere di Domenico Chelini. (Collect. mathem. in mem. 
D. Chelini, Mediolani, 1881). 

Enrico Betti. Commemorazione. (Rend. Cire. mat. di Palermo, vol. VI, 1892). 
Cenno necrologico su Ernesto Padova. (Rend. Acc. dei Lincei, serie V, vol. V, 
1° sem. 1896). 

Commemorazione di F. Brioschi. (Ann. di mat., serie II, vol. XXVI, 1897). 
Commemorazione di F. Brioschi. (Rend. dell’Adunanza solenne dei Lincei, 
12 giugno 1898). 

Parole dette all’Acc. dei Lincei annunziando la morte di Sophus Lie. (Rend. 
Ace. dei Lincei, serie V, vol. VIII, 1° sem. 1899). 

Parole dette in onore di Lord. Kelwin che assisteva ad una seduta dell’ Accad. 
dei Lincei. (Rend. Acc. dei Lincei, serie V, vol. VIII, 1° sem. 1899). 
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Ueber Flachen mit Scharen geschlossener geodatischer Linien. 


Von 


Orro Zou in Gottingen. 


Disposition. 
Einleitung 
I. Theil: Flichen mit einer Schar geschlossener geodiitischer Linien : 
§ 1. Uebergang zur unendlich benachbarten geoditischen Linie. 
§ 2. Allgemeine Methode zur Aufstellung von Fliichen mit einer Schar ge- 
schlossener geodiitischer Linien. 
§ 3. Ebene geodiitische Linien. 
§ 4. Schraubenfliichen. 
§ 5. Rotationsfliichen. 
Il. Theil: Flachen mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien: 
§ 6. Allgemeine Methode zur Aufstellung solcher Flichen. 
§ 7. Singularitiitenfreie Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geodiitischen 
Linien. 
§ 8. Eigenschaften von Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien. 


Einleitung. 


Nach dem Vorgange Poincaré’s sucht man in neuerer Zeit die durch 
Differentialgleichungen definirten Curven nicht bloss in der Umgebung 
eines Punktes sondern in ihrer ganzen Ausdehnung zu discutiren. Dabei 
haben sich als besonders interessant diejenigen Differentialgleichungen 
herausgestellt, welche periodische Lésungen besitzen. 

Auch die Aufgabe, mit der wir uns im folgenden beschiftigen wollen 
und deren Behandlung ich auf Anregung von Herrn Professor Hilbert 
unternommen habe, namlich Fliichen mit geschlossenen geoditischen Linien 
zu ermitteln, fiihrt auf gewisse Differentialgleichungen, welche periodische 
Lésungen besitzen miissen. In der Theorie der Mechanik eines Punktes 
wird eine geodiitische Linie bekanntlich definirt als die Bahncurve eines 
Punktes, der sich ohne Einwirkung einer dusseren Kraft mit constanter 
Geschwindigkeit auf einer Fliiche bewegt. Soll nun die geodiitische Linie 
geschlossen sein, so muss der Punkt nach einer gewissen Zeit 7’ wieder 
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an die Ausgangsstelle zuriickkommen und von da ab dieselbe Bahn von 
neuem durchlaufen. Von der Fliiche, auf der sich die geodiitische Linie 
befinden soll, setzen wir voraus, dass sie sich wenigstens in der Um- 
gebung der Stellen, wo die geodiitische Curve verliuft, regulir verhilt, 
so dass also auch die geoditische Linie selbst iiberall reguliir ist. Stellt 
man die Gleichungen der Curve in der Parameterdarstellung auf: 


a=), y=¥, 2-=2( 

indem man etwa die Zeit als Parameter nimmt, so sind demnach gq, 7, 7 
mit sammt ihren Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung stetig. Dass 
die geoditische Curve geschlossen sein soll, driickt sich analytisch dadurch 
aus, dass m, ~, x periodische Functionen mit derselben Periode 7’ sind. 

Durch die Arbeiten von Poincaré angeregt, hat Hadamard interessante 
Untersuchungen iiber die Bahncurven eines Punktes angestellt, wobei er 
im besonderen auch auf geschlossene geodiitische Linien zu sprechen 
kommt. In seiner Abhandlung: ,sur certaines propriétés des trajectoires 
en Dynamique“ beweist Hadamard, dass auf einer Fliche mit durchweg 
positiver Gauss’scher Kriimmung zwei geschlossene geodiitische Linien sich 
nothwendig schneiden. Namentlich aber fiir die Flichen mit iiberall 
negativer Kriimmung erhilt Hadamard elegante Resultate. Mit Hiilfe von 
Betrachtungen aus der analysis situs zeigt er, dass auf jeder solchen Fiche 
geschlossene geoditische Linien existiren und dass es zu jeder derselben 
eine geoditische Linie giebt, welche sich der geschlossenen asymptotisch 
annihert. (Vergl. Hadamard, Les surfaces 4 courbures opposées, Liouvilles 
Journal 1898). Wihrend die Untersuchungen von Hadamard allgemeiner 
Natur sind, werden unsere Entwickelungen einen specielleren Charakter 
tragen, indem wir im I. Theile specielle Flichen aufstellen wollen, auf 
denen es eine Schar von geschlossenen geodiitischen Linien giebt; und 
zwar werden wir dabei meist in der Weise vorgehen, dass wir theils die 
bekannten Fliichengattungen untersuchen, theils von vornherein den ge- 
schlossenen geodiitischen Linien gewisse Higenschaften beilegen und zusehen, 
ob es Fliichen giebt, auf denen eine Schar solcher geodiitischer Curven 
existirt. Wir werden dabei erkennen, dass die Mannigfaltigkeit der Flichen 
mit einer Schar geschlossener geodiitischer Linien eine sehr grosse ist. 
Im II. Theile werden wir uns mit solchen Flaichen beschaftigen, auf denen 
alle geoditischen Linien geschlossen sind. Hier sind vor allem die Arbeiten 
von Darboux zu erwihnen, auf die wir genauer eingehen werden. Die 
von Darboux aufgestellten Flichen besitzen jedoch alle einen Rand. Es 
ist daher eine interessante Frage, ob es singularitdtenfreie Flichen ausser 
der Kugel giebt, auf denen alle geodiitischen Linien geschlossen sind. 
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I. Theil. 


Flachen mit einer Schar geschlossener geodatischer Linien. 


§ 1. 
Uebergang zur unendlich benachbarten geodiitischen Linie. 


Man kann sehr leicht solche Flichen construiren, welche eine einzige 
geschlossene geodiitische Linie besitzen. Zu diesem Zwecke braucht man 
nur eine beliebige geschlossene Raumcurve C zu nehmen und Filichen 
hindurchzulegen, welche die Hauptnormalen von C als F'lichennormalen 
haben. Man bilde sich also einen Streifen, indem man jedem Punkte 
von C die durch die Tangente und Binormale bestimmte Ebene zuordnet. 
Durch einen solchen Streifen kann man dann unendlich viele Flichen 
hindurchlegen, auf denen allen die Curve C geodiitische Linie ist, da in 
jedem ihrer Punkte die Hauptnormale mit der Flichennormalen zusammen- 
fallt. Wollen wir nun Flichen mit einer Schar geschlossener geodiitischer 
Linien aufstellen, so miissen wir zusehen, unter welcher Bedingung es zu 
der Curve C benachbarte geodiitische Linien giebt, die ebenfalls geschlossen 
sind. Bei der Untersuchung einer Schar von geodiitischen Linien ist es 
stets vortheilhaft, die Fliche auf diese geoditischen Linien und ihre 
orthogonalen Trajectorien als krummlinige Coordinaten wu, v zu beziehen. 
Das Linienelement der Fliiche nimmt dann die Form an 


ds\2 du\? dv\2 
(1) (ai) — (ae) +9 a) 
wobei v = const. die geoditischen Linien, «= const. die orthogonalen 
Trajectorien sind. Aus dieser Gestalt des Linienelementes kann man sofort 
einen von Gauss aufgestellten wichtigen Satz ablesen: Die Bogen, die auf 
den geoditischen Linien v = const. von zweien ihrer orthogonalen Tra- 
jectorien ausgeschnitten werden, besitzen siimmtlich gleiche Liinge. Sind 
nun die Curven v = const. geschlossen, so brauchen wir bloss mehrere 
orthogonale Trajectorien zu ziehen, um zu erkennen, dass alle die ge- 
schlossenen geoditischen Linien gleiche Liinge haben. Zu diesem Satze 
miissen wir jedoch noch eine einschriinkende Bemerkung machen. Es 
kommt niimlich, wie wir spiter an Beispielen sehen werden, hiufig vor,’ 
dass man eine geschlossene geodiitische Linie mehrere Mal durchlaufen 
muss, bis sich die benachbarten schliessen. Dementsprechend sind nicht 
immer die einfachen Laingen der geschlossenen geodiitischen Linien einer 
Schar gleich, vielmehr kénnen wir allgemein nur behaupten, dass die 
Langen von irgend zweien der geschlossenen geodiitischen Linien in einem 
rationalen Verhiltnisse stehen. 
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Nachdem wir so iiber die Bogenliinge der geodiitischen Linien eine 
Aussage gemacht haben, wollen wir nunmehr die orthogonalen Trajectorien 
studiren. Zu diesem Zwecke greifen wir eine Curve C aus den geschlossenen 
geodiitischen Linien v = const. heraus und bezeichnen die Bogenliinge der 
orthogonalen Trajectorien gerechnet von einer festen Curve v = const. an 

: ‘ : On ‘ ; 
bis zu der Curve C mit ». Es sind dann m und ap? da wir es mit 
einem System geschlossener geodiitischer Linien zu thun haben, periodische 
Functionen von u, deren Periode die Liinge Z der Curve C oder ein ganzes 

, : on. : : 

Vielfaches davon ist. =~ ist aber, wie man aus Gileichung (1) erkennt, 
nichts anderes als Vy. Fiir das specielle Coordinatensystem, das wir auf 
der Fliche gewihlt haben, nimmt die Gauss’sche Kriimmung eine sehr 


, a . 1 6Yg . “ 
einfache Gestalt an nimlich K = — Ye vy. Demgemiiss geniigt unser 
. ir . 
Ausdruck y = “ " — Vg der linearen Differentialgleichung 
‘ De d 8 § 
a d*y 
(2) du y K. 


Wollen wir also entscheiden, ob es zu einer geschlossenen geoditischen 
Linie C benachbarte ebenfalls geschlossene geodiitische Linien giebt, so 
berechnen wir die Gauss’sche Kriimmung X liings C als Function der 
Bogenliinge « und bilden die Differentialgleichung (2). Soll C das Indi- 
viduum einer Schar geschlossener geodiitischer Linien sein, so ist dazu 
nothwendig, dass Gleichung (2) eine periodische Liésung besitzt, deren 
Periode die Liinge LZ von C oder ein ganzes Vielfaches davon ist. Die 
Curve C wird im allgemeinen von einer benachbarten geschlossenen geo- 
diitischen Linie in mehreren Punkten geschnitten. Lassen wir die benach- 
barte geodiitische Linie immer niiher an C heranriicken, so niihern sich 
die Schnittpunkte bestimmten Grenzlagen, die wir als die Schnittpunkte 
mit einer unendlich benachbarten geschlossenen geodiitischen Linie be- 


zeichnen wollen. Fiir diese Schnittpunkte ist y = a =, sie werden also 


durch die Nullstellen der periodischen Lésung der Gleichung (2) bestimmt. 
Bekanntlich spielen die erwihnten Schnittpunkte in der Variationsrechnung 
eine grosse Rolle; zwei auf einander folgende derselben fiihren den Namen 
conjugirte Punkte und geben ein Intervall an, innerhalb dessen die geo- 
diitische Linie sicher kiirzeste ist. 

Hin allgemeines Kriterium dafiir, wann eine lineare Difterentialglei- 


2 
chung 2. Ordnung a — K-y eine periodische Lésung besitzt, ist 
meines Wissens noch nicht aufgestellt worden; eine nothwendige Bedingung 
ist, dass K selber periodisch ist, eine Bedingung, die in uaserem Falle 
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von selbst erfiillt ist. Es lassen sich indessen sofort specielle Differential- 
gleichungen (2) angeben, welche periodische Lésungen besitzen, und zwar 
sind die einfachsten Beispiele diejenigen, wo K constant ist. Betrachten 
wir zuniichst den Fall K = 0, indem wir also eine abwickelbare Fliche 
nehmen, auf der sich eine geschlossene geodiitische Linie C befinden mége, 
so hat die zugehérige Differentialgleichung pa = 0 als einzige periodische 
Lésung y= const. Die von uns aufgestellte nothwendige Bedingung ist 
also erfillt, und wir wollen nun zusehen, ob sich auch wirklich die Curve 
C als Individuum einer Schar von geschlossenen geodiitischen Linien auf- 
fassen lisst. Um dies zu entscheiden, denken wir uns die Fliche in die 
Ebene abgewickelt, wobei die Curve C mit der Abscissenaxe zusammen- 
fallen mége, und beachten, dass die geodiitischen Linien in die geraden 
Linien der Ebene iibergehen. Fassen wir nun y als Ordinate auf, so 


liefert die Gleichung a = 0 die Gesammtheit der geraden Linien in der 


Ebene, also auch die Gesammtheit der geodiitischen Curven auf der Fliche, 
und unser nothwendiges Kriterium besagt, dass nur die Curven y = const., 
d. h. die geoditischen Paralleleurven zu C geschlossen sein kénnen. Diese 
sind aber auch wirklich, wie die Anschauung lehrt, alle geschlossen, 
soweit sie nicht an eine Singularitat der Fliche stossen. Es fragt sich 
nun vor allem, wie man solche abwickelbaren F'liichen erhilt. Zu diesem 
Zwecke bilden wir uns einen der zu Anfang dieses Paragraphen erwaihnten 
geschlossenen Streifen, den wir der Kiirze halber einen geodéitischen Streifen 
nennen wollen. Ist ein solcher Streifen analytisch, so giebt es durch den- 
selben nach dem Cauchy’schen Existenztheorem eine und nur eine abwickel- 
bare Fliche, und auf dieser existirt dann eine Schar von geschlossenen 
geoditischen Linien. 

Wir wenden uns nunmehr zur Untersuchung der Fliichen mit durch- 
weg negativem Gauss’schem Kriimmungsmass. Nehmen wir an, es sei 
auf einer solchen Flache eine geschlossene geoditische Linie C vorhanden, 
so werden wir zeigen, dass dieselbe stets isolirt ist, d. h. dass sie sich 
niemals als Individuum einer Schar von geschlossenen geodiitischen Linien 
auffassen lisst. Um uns von der Richtigkeit dieser Behauptung zu iiber- 
zeugen, brauchen wir bloss nachzuweissen, dass die Differentialgleichung 
(3) “Y_B-y B>0 


du® 


niemals eine iiberall endliche periodische Lésung besitzt, und unterscheiden 
hierbei zwei Fille. Erstens nehmen wir an, die Differentialgleichung be- 
sitze eine Lésung, welche fiir « = a etwa verschwindet. Man kann dann 
zeigen, dass diese Lésung nicht noch fiir einen anderen Werth wu ver- 
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schwinden kann. Angenommen nimlich sie verschwiinde noch fir u = b, 
so bilden wir den Ausdruck 


b 


[v(aae— B) au = 0, 


a 


welcher identisch verschwindet. Durch partielle Integration geht derselbe 


tiber in 
b 
fila) + ByiJau =o. 


Da diese Relation nur durch y = 0 befriedigt wird, so sehen wir, dass 
eine Lésung, welche nicht identisch 0 ist, nur an einer Stelle verschwinden 
kann; eine solche Lésung ist aber nicht periodisch. Zweitens nehmen 
wir an, es giibe eine periodische Lésung y der Gleichung (3), welche an 
keiner Stelle verschwindet und zwar sei etwa y stets positiv. Dann folgt 


d P 
ae mit wachsendem w stets 
y 


zunehmen. Nach unserer Annahme sollte nun y und daher auch oy 


aus Gleichung (3) s> 0. Es miisste also 


periodisch sein. Eine iiberall endliche periodische Function, die stets 
wiichst, ist aber ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass die geschlossene 
geoditische Linie C in der That isolirt ist, mit anderen Worten: Auf einer 
Fliche mit durchweg negativem Gauss’schem Kriimmungsmass existirt nie- 
mals eine Schar von geschlossenen geodiitischen Linien. Damit scheiden eine 
grosse Zahl von Flichen z. B. die grossen Gruppen der Minimalfliichen 
und Regelflichen aus unserer Betrachtung aus. 

Der zuletzt behandelte Fall K <0 entspricht dem leichteren Typus 
der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung, wohingegen der Fall K>0 
weitaus schwieriger ist. (Vergl. hiertiber Picard, traité d’analyse Bd. 3 
Kap. VI.) Wir setzen wieder voraus, auf einer Fiche sei bereits eine 
geschlossene geoditische Linie C von der Liinge L vorhanden und be- 
schrinken uns auf die Annahme, dass lings C die Gauss’sche Kriimmung K 


constant gleich + ist ,so dass also die zugehirige Differentialgleichung lautet 
a 1 
(4) ae + a 7 0. 


Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet 
y= Asin + Beos 


und ist nur dann periodisch, wenn eine Relation besteht von der Form 
(5) k-L=2hxa 
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wo h und k ganze Zahlen sind. Ist die Relation (5) befriedigt, so ist 
kL die Periode und unser nothwendiges Kriterium ist erfiillt. Im beson- 
deren wollen wir nun annehmen, dass wir es mit einer Fliiche constanter 


Kriimmung a za thun haben, auf der bereits eine geschlossene geoditische 


Linie existire; wir erhalten solche Flichen, indem wir durch einen ge- 
schlossenen geoditischen Streifen eine Fliche constanter positiver Kriim- 
mung hindurchlegen. Da unter Voraussetzung der Giiltigkeit der Relation 
(5) siimmtliche Integrale der Differentialgleichung (4) periodisch sind, so 
liegt die Vermuthung nahe, dass auf den beschriebenen Flachen constanter 
Kriimmung alle geoditischen Linien geschlossen sind, so weit sie nicht 
an eine Singularitét stossen. Von der Richtigkeit dieser Vermuthung 
werden wir uns in der That im II. Theile auf ganz anderem Wege iiber- 
zeugen. 

Wir haben in diesem Paragraphen Flachen mit einer Schar geschlossener 
geoditischer Linien aufgestellt im Anschluss an die Differentialgleichung 


2 

os = — K-y, welche periodische Lésungen besitzen musste. Wenn wir 
nun umgekehrt eine solche Schar haben, so kénnen wir eine zugehdérige 
Differentialgleichung aufstellen, welche dann sicher periodische Liésungen 
besitzt. Nehmen wir z. B. eine geschlossene Rotationsfliche, so wissen 


wir, dass die Meridiancurven geschlossene geoditische Linien sind. Bilden 
wir also die Gleichung of = — K(u)-y, wobei jetzt K die Kriimmung 


der Rotationsfliche lings des Meridians als Function der Bogenlinge u 
des Meridians bedeuten mége, so hat die angegebene Differentialgleichung 
sicher eine periodische Lésung. 


§ 2. 
Allgemeine Methode zur Aufstellung von Flichen mit einer Schar 
geschlossener geodiitischer Linien. 


Nachdem wir im vorigen Paragraphen mit Hiilfe einer speciellen 
Methode zur Aufstellung von gewissen Flichen mit einer Schar geschlossener 
geoditischer Linien gelangt sind, wollen wir nunmehr eine allgemeine 
Methode zu entwickeln suchen und zu diesem Zwecke unser Problem 
analytisch formuliren. Nehmen wir an, wir hitten eine Fliche mit einer 
Schar geschlossener geodiitischer Linien, so liegt es nahe, die Fliche auf 
diese Schar und auf eine andere, etwa die orthogonalen Trajectorien zu 
beziehen. Die Gleichungen der Flichen mégen dann lauten 


a=x(u,v) y=y(u,v) 2=2(u,v). 
Sind v =const. die geoditischen Linien, so miissen 2, y, 2 periodische 
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Functionen von u mit derselben Periode sein, welches auch der Werth 
von v sein mége. Wir kénnen also fiir x, y, 2 je eine trigonometrische 
Reihe ansetzen von der Form 

ay(v) + a,(v) cosu+---+a,(v)smu+---. 
Bei einem solchen Ansatze haben wir den grossen Vortheil, von vorn- 
herein zu wissen, dass die Curven v = const. geschlossen sind, und brauchen 
deshalb nur noch dafiir Sorge zu tragen, dass dieselben auch geodiitische 
Linien werden. In unserem Ansatze sind dann die allgemeinsten Flichen 
mit einer Schar geschlossener geodiitischer Linien enthalten. Die Be- 
dingung dafiir, dass v = const. geoditische Linien sind, entnehmen wir 
aus der Differentialgleichung der geoditischen Linien 
(6) —f 5g + 2e 5k — et =O, 
wobei e, f, g die Gauss’schen Fundamentalgriéssen 1. Ordnung bedeuten. 
Ist speciell die Fliiche auf ein orthogonales System bezogen, so geht 
Gleichung (6) iiber in 
(7) e=U, f=0 
d. h. e muss eine Function U von wu allein sein. Die Coefficienten der 
trigonometrischen Reihen miissen nun als Functionen von v so bestimmt 
werden, dass die Bedingung (6) oder (7) erfiillt wird. Dieses Problem 
allgemein durchzufiihren stésst auf grosse Schwierigkeiten; haben wir 
doch unendlich viele Functionen dabei zu bestimmen. Wenn wir aber 
nur eine endliche Anzahl von Gliedern der trigonometrischen Reihe 
nehmen, so kénnen wir thatsichlich zur Aufstellung von Flachen der 
gewiinschten Eigenschaft gelangen. EHinige Beispiele dieser Art habe ich 
in meiner Dissertation durchgefiihrt, worauf ich hier verweise. Da man 
bei solchen Ansitzen vorzugsweise zu Flaichen mit einer Schar ebener 
geschlossener geodiitischer Linien gelangt, so lisst sich vermuthen, dass 
die Aufstellung derartiger Flichen besonders einfach sein muss. 


§ 3. 
Ebene geoditische Linien. 


Fiir die Theorie der ebenen geodiitischen Linien ist von fundamentaler 
Bedeutung ein Satz von Joachimsthal, wonach jede ebene geodiitische 
Linie zugleich Kriimmungslinie ist. Aus diesem Satze erkennen wir sofort, 
dass die Kugel die einzige Fliche ist, auf der alle geoditischen Linien 
eben sind. Sollen namlich auf einer Fliche simmtliche geoditischen Linien 
eben sein, so miissen durch jeden Punkt der Fliche unendlich viele Kriim- 
mungslinien hindurchgehen; dies ist nur dann méglich, wenn die Fliche 

g* 
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aus lauter Nabelpunkten besteht, und eine solche Fliche ist nur die Kugel. 
Die niachste Frage ist nun, giebt es ausser der Kugel noch Fliachen, auf 
denen mehrere Scharen geodiitischer Linien eben sind? Man sieht sofort, 
dass dies héchstens zwei Scharen sein kénnen, da sonst durch jeden Punkt 
der Fiche mindestens drei Kriimmungslinien hindurchgingen, also die 
Fliche wieder aus lauter Nabelpunkten bestiinde. Um nun zu untersuchen, 
ob es ausser der Kugel Flichen giebt, auf denen zwei Scharen von geo- 
ditischen Linien eben sind, beziehen wir die Fliiche auf diese beiden 
Scharen, welche als Kriimmungslinien ein orthogonales System bilden. 
Das Linienelement nimmt dann die Form an 


ds\2 du\? dv\2 
(ai) = (ae) + (ai) 

d. h. die Fliche ist abwickelbar und ihre Kriimmungslinien bilden ein 
Isothermensystem. Die einzige Fliche, welche dieses leistet, ist der Cylinder. 
Nun giebt es aber Flichen 2. Grades, niimlich das hyperbolische Paraboloid 
und das einschalige Hyperboloid, auf denen zwei Scharen von geraden 
Linien verlaufen, auf denen es also auch zwei Scharen von ebenen geo- 
ditischen Linien giebt. Dieser scheinbare Widerspruch erklirt sich daraus, 
dass der Satz von Joachimsthal fiir gerade Linien nicht gilt. Sind doch 
auf einer Regelflache die erzeugenden Geraden durchaus nicht Kriimmungs- 
linien, dies ist nur dann der Fall, wenn die Fliche abwickelbar ist. 
Schliessen wir die geraden Linien aus, so haben wir auf dem Cylinder 
nur noch eine Schar von ebenen geoditischen Linien, so dass wir den 
Satz aussprechen kénnen: Die Kugel ist die einzige Fliche, auf der es 
mehr als eine Schar von ebenen geodiitischen Linien giebt, falls man die 
geraden Linien ausschliesst. Wir sind hiernach dazu gefiihrt, die Flichen 
mit einer Schar ebener geodiitischer Linien .zu untersuchen, und wollen 
am Schluss dieser Betrachtung zusehen, wann diese ebenen geoditischen 
Linien geschlossen sind. Zu diesem Zwecke denken wir uns die Flache 
auf das System der ebenen geoditischen Curven und ihre orthogonalen 
Trajectorien bezogen. Sind v = const. die ebenen geodiitischen Linien, so 
lasst sich das Linienelement in die Form bringen 


(i)~ Gi) +0 (4) 


Da die Curven « = const. und v = const. Kriimmungslinien sind, so muss 
die Gauss’sche Fundamentalgrésse 2. Ordnung F’ verschwinden. Durch die 
drei Gleichungen e=1, f=0, F=O ist dann unser krummiiniges 
Coordinatensystem auf der Fliiche vollstiindig charakterisirt. Fiihren wir 
dieselben in die Formeln von Mainardi-Codazzi (Vergl. Bianchi-Lukat, 
Differentialgeometrie pag. 91) ein, so ergiebt sich, dass EF nur von u 
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abhiingig sein darf. Weil nun EF mit dem Kriimmungsradius r, der 
Curven v = const. durch die Relation E = — “ verbunden ist, so ergiebt 
2 


sich, dass auch y, nur von & abhangig ist, mit anderen Worten: die 
Kriimmung der ebenen geodiitischen Linien » = const. ist in allen Punkten, 
welche auf derselben orthogonalen Trajectorie liegen, die gleiche. Be- 
trachten wir ferner zwei beliebige orthogonale Trajectorien der Curven 
v =const., so haben die Bogen der geodiitischen Linien, welche hierdurch 
ausgeschnitten werden, simmtlich die gleiche Linge. Daraus folgt, dass 
eine Schar von ebenen geoditischen Curven aus lauter congruenten Curven 
besteht. 

Wie erhalten wir nun die Gesammtheit der Flichen mit einer Schar 
ebener geoditischer Linien? Wir bemerken hierzu, dass die orthogonalen 
Trajectorien dieser geoditischen Linien zugleich die Ebenen, in denen die 
geoditischen Linien liegen, senkrecht durchsetzen. Sie stehen nimlich 
senkrecht einerseits zu den Tangenten der ebenen geodiitischen Linien, 
andererseits zu deren Hauptnormalen, welche mit den Flichennormalen 
zusammenfallen, d. h. also zu zwei Richtungen in den Ebenen der geo- 
ditischen Linien. Demgemiiss erhalten wir die allgemeinste Fliche mit 
einer Schar ebener geodiitischer Linien in folgender Weise: Wir nehmen 
eine beliebige einfach unendliche Schar von Ebenen und in einer der- 
selben eine beliebige Curve. Die orthogonalen Trajectorien dieser Ebenen, 
welche durch die beliebige Curve gehen, erzeugen dann die allgemeinste 
Flache mit einer Schar von ebenen geodiitischen Linien. Diese Flaichen 
wurden zuerst von Monge auf anderem Wege abgeleitet und fiihren in der 
Litteratur den Namen Kanalflichen. Da nun die Curve, welche wir in 
einer der Ebenen annahmen, vollstiindig beliebig ist, so kénnen wir dafiir 
auch eine geschlossene Curve nehmen und erhalten somit eine grosse 
Mannigfaltigkeit von Flichen mit einer Schar geschlossener geodiatischer 
Linien. Besonders interessant ist der Fall, wo wir fiir die beliebige Curve 
einen Kreis nehmen; wir erhalten nimlich dann die Réhrenflichen, auf 
denen bekanntlich eine Schar der geoditischen Linien aus Kreisen besteht. 
Nachdem wir so gesehen, dass die Aufstellung von Flichen mit einer 
Schar ebener geschlossener geodiitischer Linien keinerlei Schwierigkeiten 
bietet, miissen wir in der Folge unser Augenmerk darauf richten, solche 
Flachen zu bekommen, auf denen es eine Schar von nicht ebenen ge- 
schlossenen geoditischen Linien giebt. Derartige Flachen werden wir in 
gewissen Schrauben- und Rotationsflachen bekommen. 
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§ 4. 
Schraubenflichen. 


Ueber den Verlauf der geodiatischen Linien auf den Schraubenflichen 
erhalt man eine anschauliche Vorstellung, wenn man den Satz von Bour 
beriicksichtigt, wonach jede Schraubenfliche auf eine Rotationsfliche ab- 
wickelbar ist. Da man die Schraubenfliche unendlich oft um die Rota- 
tionsfliche herumwickeln muss, bis sie mit derselben vollstindig zusam- 
menfallt, so laufen im allgemeinen siimmtliche geoditischen Linien einer 
Schraubenfliche in’s Unendliche oder stossen an einen Rand. Nur dann 
wird eine geoditische Linie in sich zuriickkehren kénnen, wenn sie die 
Flache umwindet, was natiirlich nur dann méglich ist, wenn das Meridian- 
profil selbst geschlossen ist. Es ist nun sehr bemerkenswerth, dass auf 
den Schraubenflachen mit einem geschlossenen Meridianprofil, das wir 
natiirlich frei von jeglichen Singularitiiten annehmen, stets eine und somit 
eine ganze Schar geschlossener geoditischer Linien existirt. Es scheint 
dies plausibel, wenn man die Definition der geoditischen Linie benutzt, 
wonach ein auf die Flache gespannter Faden die Gestalt einer geoditischen 
Linie annimmt. Legt man nimlich einen geschlossenen Gummifaden so 
um die Fliche, dass er dieselbe einmal umwindet, so wird derselbe sich 
selbst auf die Flache aufspannen und die Lage einer geschlossenen geo- 

diatischen Linie annehmen. 
Einen exakten Nachweis 


C des erwahnten Satzes kann 

man etwa in folgender Weise 

D E ‘A . fiihren: Betrachten wir die 
Gesammtheit der Curven, 

B welche von einem Punkte A 


der Flache ausgehen, die 
Fliche einmal umwinden 
und wieder zum Punkte A 
zuriickkehren, so wird es unter diesen nach den Principien der Variations- 
rechnung eine kiirzeste geben, die wir mit k bezeichnen wollen, und diese 
kiirzeste ist eine iiberall regulire geoditische Linie. Nur fiir den Punkt 
A selbst ist die Regularitit von / zunichst noch zweifelhaft. Um uns zu 
iiberzeugen, dass auch in A die Curve & keine Ecke haben kann, nehmen 
wir in der Nachbarschaft von A auf k zwei Punkte an (Vergl. Fig. 1), B 
und C. Hiatte nun k& in A eine Ecke, so wire das Curvenstiick BAC sicher 
nicht die kiirzeste Verbindung der Punkte B und C, sondern dies wire 
eine andere Curve etwa BEC. Ersetzen wir nun das Stiick BAC durch 


Fig. 1. 
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BEC, so erhalten wir eine neue Curve, BECDB, welche kiirzer ist als k, 
und indem wir diese neue Curve eine geeignete Schraubung ausfithren 
lassen, kénnen wir erreichen, dass dieselbe durch den Punkt A geht. Wir 
hatten also durch A eine Curve, welche kiirzer ist als k, was ein Wider- 
spruch ist. Damit ist die Existenz einer geschlossenen geoditischen Linie 
nachgewiesen, und aus dieser einen erhilt man eine ganze Schar, indem 
man die Flaiche in sich verschiebt. Von Wichtigkeit ist noch der Um- 
stand, dass die Curven einer solchen Schar sich nicht gegenseitig schneiden. 
Um uns hiervon zu iiberzeugen, nehmen wir einmal an, zwei der ge- 
schlossenen geoditischen Linien schnitten sich, dann miissen sich dieselben 
in mindestens zwei Punkten schneiden. Halten wir nun eine der beiden 
Curven fest, wiaihrend wir die andere eine Schraubung ausfiihren lassen, 
wobei sie stets geodiitische Linie auf der Fliche bleibt, so kénnen wir es 
erreichen, dass sich die beiden Curven nicht mehr schneiden. Dazwischen 
miisste es also eine Lage geben, wo sich die beiden geschlossenen Curven 
beriihren. Dies ist jedoch unméglich, da es durch einen Punkt in einer 
Richtung nur eine geoditische Linie giebt. 

Aus der eben angestellten Ueberlegung geht zugleich hervor, dass es 
ausser einer Schar geschlossener geoditischer Linien keine weiteren ge- 
schlossenen geoditischen Curven auf einer Schraubenfliche geben kann. 
Demnach kénnen wir zusammenfassend sagen: Auf jeder reguldren Schrauben- 
fliiche mit geschlossenem Meridianprofil giebt es eine und nur eine Schar ge- 
schlossener geoditischer Linien. 

Ist nun eine Schraubenfliche mit geschlossenem Meridianprofil vor- 
gegeben, so eriibrigt noch die Aufgabe, auf dieser die geschlossenen geo- 
diatischen Linien analytisch zu bestimmen. Beziiglich dieses Problems 
verweise ich auf meine Dissertation pg. 19. 


§ 5. 
Rotationsflichen. 

Einen speciellen Fall der Schraubenfliichen bilden die Rotationsflachen, 
bei denen der Parameter der Schraubung h = 0 ist. Wir wollen jetzt 
zusehen, ob und wann es auf einer Rotationsflache eine Schar geschlossener 
geoditischer Linien giebt. Der Verlauf der geoditischen Linien auf den 
Rotationsflichen ist eingehend studirt worden; man findet Ausfiihrliches 
dartiber bei Darboux, t. III, pg. 4; Bianchi pg. 173. Ist 


x=rceosg, y=rsng, z=f(r) 


die Gleichung der Rotationsfliche, so ergiebt die Integration der Differen- 
tialgleichung der geoditischen Linien 
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o- {VE r(r? — dr + b. 





Aus der Integrationsconstanten b ersieht man, dass man aus einer geo- 
ditischen Linie eine ganze Schar erhalt, indem man diese eine rotiren 
lisst. Setzt man 


d ey 
i = V1 +f (r), 
wodurch die Bogenliinge w des Meridians eingefiihrt wird, so bekommt man 


adu 
(8) = +rVe—e : 


Betrachten wir nun Rotationsflichen, welche einen Maximalparallelkreis 
besitzen, so verlaufen auf diesen die geoditischen Linien innerhalb eines 
Streifens, der von zwei Breitenkreisen mit demselben Radius begrenzt 
wird, und zwar verliuft die geodiitische Linie so, dass sie abwechselnd 
die beiden Breitenkreise beriihrt und sich im allgemeinen unendlich oft 
um die Fliche herumwindet. Hier zeigt sich nun ein charakteristischer 
Unterschied zwischen einer geschlossenen und einer nicht geschlossenen 
geodatischen Linie. Eine nicht geschlossene geodiitische Linie fiillt gleich- 
sam den ganzen Bereich, innerhalb dessen sie verlaiuft, aus, indem man 
mit ihr jedem Punkte dieses Bereiches beliebig nahe kommen kann. Bei 
einer geschlossenen geoditischen Linie ist dies nicht der Fall. Dieselbe 
Bemerkung gilt iibrigens fiir alle Liouville’schen Fliichen, deren Linien- 
element sich in die Form bringen lisst 


(ae) = (O—V) (ae) + Ga) ) 


Der Bereich der geodiatischen Linien wird hier von zwei Curven u = const., 
v = const. begrenzt. Betrachten wir nun eitie geodiitische Linie, welche 
zwischen zwei Breitenkreisen oscillirt. Wenn ein Punkt, der diese geo- 
ditische Linie durchliuft, von einem der beiden Breitenkreise etwa dem 
oberen ausgeht und bis zum unteren Breitenkreise gelangt, so dreht sich 
hierbei die Meridianebene, welche den Punkt enthilt, um einen bestimmten 
Winkel ®. Liuft der Punkt dann auf der geodiitischen Curve weiter und 
zwar jetzt vom unteren bis zum oberen Breitenkreise, so dreht sich die 
zugehérige Meridianebene wieder um denselben Winkel ®, wie man aus 
Symmetriegriinden erkennt. Soll nun die geodiitische Linie geschlossen 
sein, so ist dafiir nothwendig und hinreichend, dass ® zu a in einem 
rationalen Verhiltniss steht. Greifen wir nun irgend einen Meridianbogen 
heraus, so giebt es durch jeden Punkt dieses Meridians eine geoditische 
Linie, welche denselben rechtwinklig schneidet, also den zugehdérigen 
Breitenkreis beriihrt. Jede dieser geoditischen Linien ist der Reprasentant 
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einer ganzen Schar, die man durch Rotation erhilt. Ferner ist fiir jede 
dieser geoditischen Linien ein bestimmter Winkel ® charakteristisch. 
Durchwandern wir den herausgegriffenen Meridianbogen, so wird sich 
hierbei ® im allgemeinen stetig indern. Es kommt also unendlich oft 
vor, dass ® zu z in einem rationalen Verhiiltniss steht. Demnach kénnen 
wir sagen: Auf jeder Rotationsfliche, welche einen Masximalbreitenkreis 
besitzt, giebt es im allgemeinen unendlich viele Scharen geschlossener geodiitischer 
Linien und zwar bilden diese Scharen in gewissem Sinne eine tiberall dichte 
Menge. Dieser Satz kann nur dann eine Ausnahme erleiden, wenn der 
Winkel ® stets derselbe bleibt. In diesem Falle giebt es entweder iiber- 
haupt keine geschlossenen geoditischen Linien oder aber alle sind ge- 
schlossen. Wir werden uns hiermit im II. Theile eingehend beschiiftigen. 
An dieser Stelle kénnen wir jedenfalls schon folgendes sagen: Wenn man 
weiss, dass auf einer Rotationsfliche iiberhaupt eine geschlossene geoditische 
Linie existirt (abgesehen natiirlich von dem Maximalparallelkreise), so giebt 
es auf dieser stets unendlich viele Scharen derartiger Curven. 

Nachdem wir uns so von der grossen Mannigfaltigkeit der geschlossenen 
geodatischen Linien auf den Rotationsfliichen iiberzeugt haben, ist es 
wiederum wiinschenswerth, solche Curven analytisch aufzustellen, welche 
geschlossene geoditische Linien auf einer Rotationsfliche sind. Hinsicht- 
lich dieses Problems verweise ich auf meine Dissertation pg. 24. 


Il. Theil. 


Flachen, auf denen alle geodatischen Linien geschlossen sind. 


§ 6. 
Allgemeine Methode zur Aufstellung solcher Flichen. 


Im zweiten Theile wollen wir solche Flachen aufzustellen suchen, auf 
denen alle geodiitischen Linien geschlossen sind, und zwar bietet hier ein 
besonders grosses Interesse die Frage, giebt es ausser der Kugel singu- 
laritatenfreie Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien? 

Eine allgemeine Methode, wie man versuchen kann, sich Flachen mit 
lauter geschlossenen geodiitischen Linien zu verschaffen, ist folgende: Es 
sei eine geschlossene Fliche S gegeben, auf der eine zweifach unendliche 
Schar geschlossener im iibrigen aber beliebiger Curven bekannt ist. Gelingt 
es uns nun, eine andere im Endlichen gelegene Fliche F, bei der wir 
auch einen Rand zulassen, zu ermitteln, welche so auf die Flache S ab- 
gebildet werden kann, dass den geodiitischen Linien auf F' die geschlossenen 
Curven auf S entsprechen, so werden auf F simmtliche geodiitischen 
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Linien, die nicht an einen Rand stossen, ebenfalls geschlossen sein, voraus- 
gesetzt, dass die Abbildung nicht unendlich vieldeutig ist. Das einfachste 
Beispiel einer Fliche S ist die Kugel, auf der ja die gréssten Kreise eine 
zweifache Schar geschlossener Curven bilden. Nach dem Satze von 
Beltrami sind nun die Flaichen constanten Gauss’schen Kriimmungsmasses 
die einzigen, die so auf die Kugel abgebildet werden kénnen, dass den 
geoditischen Linien die gréssten Kreise entsprechen. Haben wir eine 
Fliche F' constanter positiver Kriimmung, so wird eine derartige Ab- 
bildung auf die Kugel durch Abwickelung bewerkstelligt. Wann ist nun 
diese Abbildung nicht unendlich vieldeutig? Wir nehmen an, es sei auf 
F bereits eine geschlossene geodiitische Linie von der Liinge Z vorhanden, 
die bei der Abwickelung mit dem Aequator der Kugel zusammenfallen 
mége. Man erkennt sofort, dass die Abbildung dann eine nicht unendlich 
vieldeutige ist, wenn die Liinge Z zu der Liinge des Aequators in einem 
rationalen Verhiltniss steht. Giebt es also auf einer Fliche constanter 


positiver Kriimmung + eine einzige geschlossene geoditische Linie von 
der Lange L = ms, wobei h und k ganze rationale Zahlen bedeuten 


sollen, so sind simmtliche geodiitischen Curven geschlossen, welche nicht 
an einen Rand treffen. Da wir die Bedingung p=" (s. Gleichung (5) 
in § 1) auch als nothwendig erkannt haben, so bilden die Flichen, die 
man erhalt, indem man durch einen geschlossenen geodiitischen Streifen 


os 2hra . “ — 1 
von der Linge —;— eine Filiche von der constanten Kriimmung -, legt, 


auch die Gesammtheit der Flichen constanter Kriimmung mit lauter ge- 
schlossenen geodiitischen Linien. Als einfaches Beispiel fiihren wir die 
Rotationsflichen constanter positiver Kriimmung vom spindelférmigen 


Typus an. Erfiillt der Aequator die Bedingung L = atl so sind auf 


ihr alle geodatischen Linien geschlossen mit Ausnahme des Meridians, 
der zwei Ecken besitzt. 


§ 7. 
Singularititenfreie Rotationsflichen mit lauter geschlossenen 
geodiitischen Linien. 


Nachdem wir im vorigen Paragraphen Flaichen mit Rand aufgestellt 
haben, auf denen alle geodatischen Curven geschlossen sind, welche nicht 
auf einen Rand stossen, wollen wir nunmehr untersuchen, ob es singu- 
laritatenfreie Flichen mit lauter geschlossenen geoditischen Linien giebt, 
und hinsichtlich dieser Frage die Rotationsflichen einer eingehenden Be- 
trachtung unterziehen, da sich auf diesen der Verlauf der geodiitischen 
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Linien am leichtesten iiberblicken lasst. Von vornherein kénnen wir mit 
Riicksicht auf die Ergebnisse von § 1 sagen: Sollen auf einer singu- 
laritatenfreien Rotationsfliche alle geodiitischen Linien geschlossen sein, 
so darf dieselbe keinen Kehlkreis (Minimalparallelkreis) besitzen; die 
Meridiancurve hat also ein und nur ein Maximum gegen die Rotationsaxe. 

Wenn nun auch auf unseren Rotationsflachen kein Kehlkreis vor- 
kommen kann, so ist damit doch durchaus nicht gesagt, dass die Flache 
nur positiv gekriimmt ist, vielmehr kénnen in Folge des Auftretens von 
Wendepunkten bei der Meridiancurve auch negativ gekriimmte Flachen- 
theile vorkommen. Die Rotationsfliichen, die wir untersuchen wollen, 
haben also etwa die in Figur 2 gezeichneten Gestalten, wobei wesentlich 
ist, dass zu einem Werthe von y nur zwei Werthe z gehéren. 


Zh ZA 


— 














Fig. 2. 


Um nun zu untersuchen, wann auf einer solchen Rotationsfliche alle 
geoditischen Linien geschlossen sind, fiihren wir die Entwickelungen von 
§ 5 weiter. Als Meridiancurve nehmen wir ein Curvenstiick, das ein 
Maximum M gegen die Rotationsaxe besitzen mége. Erst spiiter werden 
wir die Bedingung einfiihren, dass die Meridiancurve mit ihren beiden 
Enden die Rotationsaxe senkrecht treffen soll, und schliessen uns zuniichst 
an die eleganten Untersuchungen von Darboux an (Vergl. Darboux, Lecons 
Bd. 3, pg. 5), die wir hier kurz skizziren wollen. 

In § 5 haben wir jeder geodiitischen Linie einen bestimmten Winkel 
® zugeordnet, der im allgemeinen stetig veranderlich ist. Hier interessirt 
uns nun gerade der Fall, wo ® fiir simmtliche geodiitischen Linien einen 
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und denselben Werth hat. Zerlegt man die Meridiancurve (Vergl. Figur 3) 

in zwei Theile, einen oberen MP oberhalb des Maximums M mit der 

*?, Gleichyong z= f(r) und einen unteren mit der Glei- 

4 chung ¢=g/(r), so laisst sich der Winkel ® mit Hiilfe 

2:fir) der integrirten Differentialgleichung der geodiitischen 
Linien berechnen und zwar erhilt man 





R 
Ty om (UVF VI ts Oar, 


rVr?— a? 


2-9(T) wo R der Radius des Maximalparallelkreises, a der 

Radius der beiden Breitenkreise ist, welche von der 

Q geoditischen Linie beriihrt werden. Soll nun 9 fiir 

—_* alle geoditischen Linien denselben Werth haben, so 

muss ® von @ unabhingig sein; es muss also eine Gleichung bestehen 
von der Form 


(10) ® = const. = mz. 


Sollen im besonderen simmtliche geoditischen Curven geschlossen sein, 
so muss sich fiir m eine rationale Zahl ergeben. Das Problem ist also 
darauf zuriickgefiihrt, f(7) und g(r) so zu bestimmen, dass der Ausdruck 
(9) von @ unabhiingig wird. 

Die Durchfiihrung der Rechnung liefert die Darboux’sche Bedingungs- 
gleichung 


(11) VIF7OF+ Vit 7 =e. 





Im Anschluss an diese Gleichung hat Tannery eine interessante Fliche 
aufgestellt, auf der mit Ausnahme des Meridians alle geodiitischen Linien 
nicht nur geschlossen, sondern auch algebraisch sind. Die Tannery’sche 
Flache hat eine birnenférmige Gestalt und besitzt eine singuliire Stelle, 
namlich einen Knotenpunkt; ein Modell derselben ist im Brill’schen Verlage 
erschienen. 

Wir wenden uns nunmehr zur Entscheidung der Frage: Giebt es 
singularitatenfreie Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geoditischen 


Linien? In diesem Falle muss die Meridiancurve mit ihren beiden Enden 


senkrecht auf die Rotationsaxe treffen, was sich analytisch ausdriickt 
durch /’(0) = 0 und g’(0)=0. Die Gleichung (11) liefert dann m= 1. 
Dies besagt geometrisch: Auf den singularititenfreien Rotationsflichen, 
auf denen alle geoditischen Linien geschlossen sind, umwinden diese geo- 
diitischen Linien die Fliche nur einmal, besitzen also keine Doppelpunkte. 
Greifen wir eine dieser geschlossenen geoditischen Curven heraus, so 
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miissen wir dieselbe gerade einmal durchlaufen, bis sich die unendlich 
benachbarten geoditischen Linien schliessen. Daraus folgt, dass auf’ den 
singularititenfreien Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geodiitischen 
Linien diese wirklich alle die gleiche Léinge besitzen. Fihren wir m = 1 
in die Gleichung (11) ein, so ergiebt sich 





“(ry Ce 2... 
(12) VI+fOF+Vi+9@) "Sera 
Wir haben im Anfange dieses Paragraphen darauf aufmerksam ge- 
macht, dass die Rotationsflichen mit lauter geschlossenen geoditischen 
Linien eventuell auch negativ gekriimmte Fliichentheile aufweisen; da es 
uns jedoch zuniichst nicht darauf ankommt, alle méglichen Fille zu 
discutiren, so wollen wir uns vorliiufig auf die Untersuchung der Rotations- 
flichen mit tiberall positiver Kriimmung beschriinken. Diese Flichen ent- 
stehen durch Rotation einer gegen die Axe concaven Meridiancurve; der 
obere Meridianbogen /(7) hat demnach eine iiberall negative, der untere 
eine iiberall positive Tangente; ferner sind Wendepunkte bei beiden 
Curvenstiicken ausgeschlossen. Soll nun die Fliche singularitiitenfrei sein, 
so miissen sich f(r) und g(r) im Intervalle 0 <r < R als eindeutige mit 
ihren ersten Ableitungen stetige Functionen ergeben und ausserdem miissen 
die Gleichungen bestehen 


f’(0) =0, 9'0)=0; f'(R)=0~, g'(R) =o. 
Wenn wir nun f(r) diesen Bedingungen gemiiss wihlen, so kénnen wir 
g(r) aus Gleichung (12) berechnen und es bleibt zu untersuchen, ob dann 


g(r) ebenfalls die erwihnten Bedingungen erfiillt. Aus (12) finden wir 
zunachst 


(13) g(r)=+ Vee _ ae + f(r). 





Bei der grossen Wurzel miissen wir das positive Zeichen nehmen, weil 
ja der untere Meridianbogen eine iiberall positive Tangente besitzen soll. 
Bei dieser Gelegenheit bemerken wir ausdriicklich, dass wir den Sinn 
einer Wurzel stets durch das Vorzeichen ausdriicken. Da wir f(r) als 
eine im Intervalle 0 <r < R eindeutige Function angenommen haben, so 
ist auch g(r) in demselben Intervalle eindeutig definirt und zwar ergiebt 
sich g(r) aus (13) durch Quadratur; die additive Constante bei der Inte- 
gration ist so zu bestimmen, dass g(r) durch den Punkt r = R der r-Axe 
hindurchgeht. Aus Gleichung (13) ersehen wir sofort, dass g’(0)=0 
wird, da wir f’(0) = 0 angenommen haben. Dahingegen ist es schwieriger, 
aus Gleichung (13) zu erkennen, ob auch die tibrigen fiir g(r) angegebenen 
Bedingungen erfillt sind. Ausserdem ist noch darauf aufmerksam zu 
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machen, dass g’(r) sicher nicht fiir jedes beliebige f(r) reell ist; es fragt 
sich daher, ob sich tiberhaupt eine solche Function f(r) finden lisst, dass 
g(r) fir alle Werthe O<r<R reell wird. Um alle Zweifel zu lésen, 
wenden wir eine symmetrische Behandlungsweise an, indem wir zunichst 
noch beide Functionen f(r) und g(r) verfiigbar halten, und zwar wollen 
wir setzen 


VIF? - st 90), 
(14) 





ViteCr= i= = — 9(r)- 


Diese Gleichungen, in denen g(r) zunichst vollig beliebig ist, stimmen 
im wesentlichen mit (12) iiberein. Man erkennt aus ihnen, dass |/(r)| 
und |g(r)| nur dann identisch gleich sein kénnen, wenn g(r) = 0 genom- 
men wird. In diesem Falle liefert die Integration der Gleichungen (14) 
als einzige Fliche die Kugel. 

Daraus folgt: Die Kugel ist die einzige singularititenfreie Rotations- 
fliiche mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien, fiir welche der Aequator 
(Maximalkreis) eine Symmetrieebene ist. 

Wir wollen nun zusehen, ob wir f(r), g(7), g(r) so wahlen kénnen, 
dass alle die besprochenen Bedingungen erfiillt sind. Soll zuniichst /’ (0) =0 
und g’(0) = 0 sein, so muss g(r) fiir r = 0 verschwinden. Wir nehmen 


der Einfachheit halber R= 1 und entwickeln ——= : 


Vian = Wa in eine 
Potenzreihe, die fir 0 <r <1 convergirt: 








1 1 1-3 
~ or Renda edie ~ ihe ieee 


Damit nun /’(r) und g’(r) reell werden, muss 
Vi+f(r?>1 und Yl+y'(r?>1 


sein. Wir erkennen sofort, dass wir dies erreichen, falls wir g(r) absolut 
genommen kleiner wiahlen als 


1 


Nehmen wir etwa g(r) = = 7°, so lauten die Gleichungen (14) 
Vit Fate 


(15) 





Vl+g9' (rr = — — rt, 


Vvi— r? 
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Hiermit haben wir ein Beispiel gewonnen, fiir das weder f(r) noch g(r) 
Wendepunkte haben. Betrachten wir nimlich z. B. 


Vito @P=Tyrttes 
so sehen wir, dass dieser Ausdruck mit wachsendem r stets wiichst. Also 
nimmt auch g’(r)? mit wachsendem r stets zu. Die Curve g(r) hat also 
keine Wendepunkte und da dasselbe fiir f(r) gilt, so erhalten wir eine 
Meridiancurve, die gegen die z-Axe iiberall concav gekriimmt ist. Schliess- 
lich erkennen wir aus den Gleichungen (15) auch sofort, dass bei diesem 


Beispiele f’(1) = oo und g’(1)=oo wird, d. h. beide Curven treffen 
senkrecht auf die r-Axe auf. Aus (15) ergiebt sich 


i 2 r? 1 
t=-fV at eae tiniay, 


+ 7 i 
j= SV se- pee tte, 


Statt o(r on ry? kénnen wir auch nehmen g(r) =c-r*® und es gelten 
Y 5 y g 








dann genau die Betrachtungen, die wir eben angestellt haben falls ¢ << + 


ist. Da wir ¢ beliebig klein wahlen kénnen, so folgt: Die Kugel lisst 
sich in stetiger Weise so deformiren (variiren), dass alle geodiitischen Linien 
geschlossen bleiben. 
Mit dem Beispiele 
WayoF «.1. +, 
Vi-r 
(16) 
1 tale)! =< + pot 
V1 + 9 (r) V1 =e cr ’ 


, = aii ii 
wobei ¢ <> sein muss, haben wir eine Meridiancurve aufgestellt, welche 





durch Rotation eine Flaiche mit lauter geschlossenen geoditischen Linien 
liefert. Da die Meridiancurve eine iiberall stetige Tangente besitzt, so ist 
diese Flaiche singularitiitenfrei; aber es bleibt jetzt noch zu untersuchen, 
ob die Flaiche auch analytisch ist. Hierzu ist zu bemerken, dass die beiden 
Curvenstiicke f(r) und g(r) im Intervalle 0 <r<1 analytisch sind. Ferner 
erkennt man sofort, dass die Rotationsfliiche an den Polen analytisch ist, 
da f(r) und g(r) nur von 7* abhiingen. Die einzige Stelle, welche einer 
besonderen Untersuchung bedarf, ist daher ‘nur der Punkt ¢=0, r= 1. 
Um zu zeigen, dass auch in diesem Punkte die beiden Curvenstiicke sich 
analytisch verhalten und dass sie analytische Fortsetzungen von einander 
sind, suchen wir r als Function von ¢ in eine Potenzreihe zu entwickeln. 
Aus der ersten Gleichung (16) ergiebt sich 
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oN Wet — -1, 





dr _ 
ds 7 2er* “s 
neh ce 4 Pe 
V2 —r + ' 1 —_~ew 1 


Machen wir hierin die Substitution s =/1—7r?, so ergiebt sich 











dr io 
e . 7 aaa 
Viet ea—st—1 4 2G 


1 








| Lyiyes s*(1 — 8%)? — 5? ma 


= — s(l+a,s+a,s?+---). 
Nun ist 
ds__ dyi—** r dr 





dz dz -_ s dz 
also 
ds 


of = r(1tas+ays?+--) = Vi—s (1+a,s-+--) = B(). 


Nach dem Cauchy’schen Existenztheorem giebt es nun von dieser Dif- 
ferentialgleichung eine einzige Lisung s = $,(2), welche fiir z= 0 ver- 


schwindet. Aus dieser Lisung s =/1— 1? = 8, (2) ergiebt sich 


r=V1— (¥, (P, @))? = $f, (2). 


Eine analoge Entwickelung kénnen wir nun auch fiir die zweite Glei- 


chung (16) machen. Jetzt ist zuniichst 
dr 1 


ie ae aaa ~fer® 
+ c?r4 — —— —1 
1—r? yi-? 








Machen wir jetzt die Substitution s, = —Y1—~r, so ergiebt sich 


ar 5 (1+4,8, + a,8,2+---) 


dz 
“4 y dr 
und da jetat 7+ =+ = as 


a. =r (1+ 4,5, + a,8,7+---). 


Mit Hiilfe derselben Ueberlegung, wie wir sie vorhin angestellt haben, 


= ¥, (2), 


erhalten wir demnach 











si- 
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wobei %, (2) dieselbe Potenzreihe ist, die wir vorhin fiir s erhalten hatten. 
Aus s, = —V1—?r? = §, (2) ergiebt sich wieder 
r=V1— (B,@)? = B(2). 

Wir haben also fiir die beiden Curvenstiicke dieselbe Potenzreihenent- 
wickelung bekommen und damit gezeigt, dass sie analytische Fortsetzungen 
von einander sind. Demgemiiss liefert unser Beispiel (16) eine singulari- 
tiitenfreie diberall analytische Fliiche mit lauter geschlossenen geoditischen 
Tinien. 

Die durch die Gleichungen (16) definirten Meridiancurven sind simmt- 
lich gegen die ¢ Axe concav gekriimmt, da c< > sein muss, so dass 


also die zugehérigen Rotationsflichen iiberall convex sind. Es ist interessant 
za bemerken, dass es auch singularitiitenfreie Rotationsflichen mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien giebt, welche negativ gekriimmte Fliichen- 
theile aufweisen. In diesem Falle muss die Meridiancurve Wendepunkte 
besitzen. Ein einfacbes Beispiel dieser Art ist 
TAD 1 3 
y 1 oa f (r)* = yi? a 2 , 
77 1 
1 P 3 a 
Vi+g9() = or 


Bei diesem Beispiele besitzt das obere Curvenstiick f(r) keinen, das untere 





3 
— Sr. 


g(r) zwei Wendepunkte, welche annahernd bei r = = und r= > liegen. 


Die Meridiancurve hat daher die in der zweiten Figur 2 gezeichnete Form 
und liefert eine singularitiitenfreie Flache von birnenférmiger Gestalt. 
Bei der Durchfiihrung der Entwickelungen dieses Paragraphen erfreute 
ich mich der Anregung und des Rathes von Herrn Professor Hilbert. 


§ 8. 
Eigenschaften von singularitiitenfreien Flichen mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien. 


Wir sind im vorigen Paragraphen zu dem merkwiirdigen Resultat 
gelangt, dass es auch ausser der Kugel noch singularitiitenfreie Flichen 
giebt, auf denen simmtliche geodiitischen Linien geschlossen sind, und 
zwar haben wir Rotationsflichen von dieser Eigenschaft aufgestellt. In- 
sofern man die Erde als Kugel betrachten kann, laufen auf ihr alle 
kiirzesten Linien in sich zuriick; wenn man also von einem Punkte der 
Erde aus in einer bestimmten Richtung auf dem kiirzesten Wege wandert, 
so gelangt man schliesslich wieder mit derselben Richtung an die Aus- 
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gangsstelle zuriick. Diese Higenschaft wird in den Lehrbiichern der 
‘ Geographie gewéhnlich als eine charakteristische Higenschaft der Erde 
hezeichnet. Wir sehen jedoch hier, dass dies durchaus nicht der Fall ist; 
vielmehr giebt es noch unzihlig viele andere Fliichen, welche in dieser 
Hinsicht die Erde vertreten kénnten. Ausser den Rotationsfliichen existiren 
nun wahrscheinlich noch andere singularitiitenfreie Fliichen mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien, die allerdings nur schwer analytisch 
aufzustellen sein diirften. Unter ihnen interessiren uns besonders die- 
jenigen singularitiatenfreien Fliichen, die iiberall positiv gekriimmt sind 
und auf denen die geschlossenen geodiitischen Curven keine Doppelpunkte 
besitzen. Diese iiberall convexen Flaichen mit der Totalkriimmung 42 
wollen wir als G-Flichen bezeichnen und wollen nunmehr die Eigen- 
schaften derselben studiren. Die Resultate, die wir bekommen werden, 
gelten sicher fiir die Rotations-G-Flichen. Greifen wir eine der ge- 
schlossenen geodiitischen Linien heraus, so miissen wir dieselbe gerade 
einmal durchlaufen, bis sich die unendlich benachbarten geodiitischen 
Curven schliessen, weil ja nach unserer Annahme Doppelpunkte nicht 
vorkommen sollen. Daraus folgt: Auf den G-F lichen besitzen wirklich 
alle geodiitischen Linien die gleiche Linge. Aus der Annahme, dass keine 
Doppelpunkte vorhanden sein sollen, ergiebt sich ferner, dass jede der 
geschlossenen geodiitischen Curven auf der G-Fliche einen singularititen- 
freien Bereich begrenzt. Nehmen wir auf einer der geschlossenen geo- 
ditischen Linien drei beliebige Punkte an, so kénnen wir die Curve als 
ein geodiitisches Dreieck auffassen. Nach dem beriihmten Satze von 
Gauss iiber die curvatura integra ergiebt sich dann die Totalkriimmung 
des eingeschlossenen Bereiches gleich 22. Bilden wir also unsere G-F liche 
auf die Gauss’sche Kugel ab, wobei einem Punkte der Fliche ein und 
nur ein Punkt der Kugel entspricht, so geht jede der geschlossenen geo- 
ditischen Linien in eine geschlossene Curve auf der Kugel tiber, welche 
die Kugel in zwei inhaltsgleiche Theile theilt. Da die G-Fliche iiberall 
convex ist, so giebt es zu jeder Normalen eine andere Normale mit ent- 
gegengesetzter Richtung. Bezeichnen wir die zugehérigen Punkte als 
Gegenpunkte, so kénnen wir den eben aufgestellten Satz auch so aus- 
sprechen: Die G Fliche wird durch jede der geschlossenen geodiitischen 


Linien in zwei Theile zerlegt; nehmen wir in dem einen Theile einen be- — 


liebigen Punkt an, so liegt sein Gegenpunkt in dem anderen Theile. Wie 
in der Einleitung bemerkt, hat Hadamard allgemein den Satz bewiesen: 
Giebt es auf einer iiberall convexen Fliiche zwei beliebige geschlossene 
geoditische Linien, so miissen sich dieselben nothwendig schneiden. (Vergl. 
Liouville’s Journal 1897.) Der allgemeine Beweis dieses Satzes ist 
ziemlich complicirt; indessen kénnen wir seine Richtigkeit in dem uns 
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hier interessirenden Falle, wo wir nur geodatische Linien ohne Doppel- 
punkte haben, leicht einsehen. Bilden wir nimlich (in ein-eindeutiger 
Weise) die G Fliche auf die Kugel ab, so theilen die Bildcurven der 
geodiitischen Linien die Kugel in zwei gleiche Theile. Dies ist nur dann 
méglich, wenn sich die Bildeurven schneiden und demgemiiss miissen sich 
auch auf der G Fliche je zwei der geoditischen Linien schneiden. 

Von den Liingen der geschlossenen geoditischen Linien haben wir 
bereits ausgesagt, dass sie alle gleich sind. Wir wollen nun noch diese 
Liinge zu der Kriimmung der G Fiche in Beziehung setzen und kniipfen 


zm diesem Zwecke wieder an die Differentialgleichung om + Ky =0 an, 


die uns bereits in § 1 gute Dienste geleistet hat. Im vorliegenden Falle 
ist nun K nur positiver Werthe fahig. Fiir eine solche lineare Differen- 
tialgleichung 2. Ordnung hat Sturm einige wichtige Siitze aufgestellt, 
(Vergl. Liouville’s Journal, Bd. 1) die wir hier benutzen wollen. Sei also 
die Differentialgleichung 

(17) “Y—K-y K(u)>0 

vorgelegt und betrachten wir alle Integrale, welche fiir «= 0 verschwin- 
den, so werden diese simmtlich an ein und derselben Stelle «= « zum 
ersten Male wieder verschwinden. Nimmt man noch eine zweite Differen- 
tialgleichung hinzu, 


d? 
sat Pwy=0 Pu)>9, 


so mége an die Stelle von « der Werth w= treten. Setzen wir nun 
K> P voraus, so besagt der Sturm’sche Satz, dass a < B ist. Welche 
geometrische Bedeutung hat nun der eben citirte Satz? Die Differential- 
gleichung (17), in der wir wu als die Bogenlinge einer der geschlossenen 
geoditischen Curven C deuten, steht bekanntlich in innigem Zusammen- 
hange mit der Theorie der conjugirten Punkte. Zwei auf einander 
folgende Nullstellen eines Integrals von (17) sind zwei conjugirte Punkte 
oder in dem in § 1 festgesetzten Sinne Schnittpunkte der Curve C mit 
einer unendlich benachbarten geodiitischen Linie. Unter den Integralen 
von (17) greifen wir nun diejenigen heraus, welche fiir «w= 0 verschwin- 
den. Ist w= .« die Stelle, wo sie zum ersten Male wieder verschwinden, 
so sind also u=0 und w=« zwei auf einander folgende Schnittpunkte 
der Curve C mit einer unendlich benachbarten geodiitischen Linie. Wir 
vergleichen nun (17) mit der Differentialgleichung 

dy 1 

pat +j:9=9, 


9° 
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worin PA die Minimalkriimmung der G-Flache lings C sei also K(u) > . 
Das Integral der letzten Differentialgleichung, welches fiir «=O ver- 
schwindet, ist y = C sin . Der niichste Werth, fiir den dieses Integral 


wieder verschwindet, ist «2b. Aus dem Sturm’schen Satze folgt daher 
«<ab. Vergleicht man ahnlich (17) mit 


d? 1 
du t Y= 9% 


wo + die Maximalkriimmung liings C sein mige, so ergiebt sich «>a. 


« ist die Bogenlinge eines Stiickes der geschlossenen geoditischen Curve 
C, welches zwischen zwei auf einander folgenden Schnittpunkten von C 
mit einer unendlich benachbarten geschlossenen geodiitischen Linie liegt. 
Ist die Anzahl dieser Schnittpunkte 2m, so haben wir auch 2m solcher 
Stiicke und bekommen daher, wenn L die Liinge der geschlossenen geo- 
ditischen Curve C bedeutet 


2mxb > L>2maa. 
Da m mindestens 1 ist, so ist sicher L>2aa. Wir haben demnach 
den Satz: Auf den G-Flichen besitzen die geschlossenen geodiitischen Linien 
eine Linge L> 2za, falls a die Maximalkriimmung der Fliiche ist. Be- 
sonders interessant ist nun der Fall, wo lings einer der geschlossenen 
geodatischen Linien C die G-Fliche constante Gauss’sche Kriimmung “s 
besitzt. Die zugehérige Differentialgleichung (17), die dann 


a? 1 
ae t+ ay — 0 
lautet, hat als allgemeines Integral 
y = Asin — + Boos ~. 


Da nun auf der G-Flache alle geoditischen Curven geschlossen sein sollen, 
so muss nach § 1 y eine periodische Function von wu sein. Fiir die Lange 
L folgt daher die Relation 

kL 

— = 2ha. 


a 


Ks ist hier k= 1 zu nehmen, da wir zufolge unserer Annahme eine ge- 
schlossene geoditische Linie bloss einmal zu durchlaufen brauchen, bis 
sich die unendlich benachbarten schliessen. 2h ist die Anzahl der Schnitt- 
punkte, die C mit einer unendlich benachbarten ebenfalls geschlossenen 
geoditischen Linie besitzt. Ist im besonderen 2h = 2, so erhalten wir 
L=2xa. Der letzte Fall tritt nun gerade bei den singularititenfreien 
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Rotationsflachen mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien ein. Langs 
des Aequators ist nimlich die Kriimmung der Rotationsflachen constant 


etwa 5 ferner hat der Aequator mit einer unendlich benachbarten geo- 


datischen Linie genau zwei Schnittpunkte gemeinsam, da siimmtliche geo- 
datischen Curven die erwahnten Rotationsflichen nur einmal umwinden. 
Es ist also im vorliegenden Falle L = 22a. Bedeutet R den Radius des 
Aequatorkreises, so ist andererseits L = 2”R. Es folgt also a= R. Wir 
ziehen daraus den Schluss: Ldngs des Aequators einer singularititenfreien 
Rotationsfliche mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien ist die Kriim- 
mung der Fliiche gerade so gross, wie diejenige der Kugel, die den Aequator 
als grissten Kreis hat. Anders ausgedriickt lautet dieser Satz: Der 
Schmiegungskreis der Meridiancurve einer singularititenfreien Rotationsfliche 
mit lauter geschlossenen geodiitischen Linien im Punkte (¢ = 0, r = R) ist 
der mit R um den Coordinatenanfang beschriebene Kreis. 

Zum Schlusse méchte ich mir erlaunben, meinem hochverehrten Lehrer 
Herrn Prof. Dr. Hilbert, der mich zu der vorliegenden Arbeit angeregt 
und stets mit forderndem Rathe unterstiitzt hat, meinen herzlichsten Dank 
auszusprechen. 
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Uber partielle Integration. 
Von 
N. J. Harzipaxis in Athen. 


1. Die von Herrn M. Brendel (Math. Annalen Bd. LV, 8. 248—256) 
hergeleitete Verallgemeinerung der filschlich als ,,partielle Integration“ 
bezeichneten Integration eines Produktes (die eigentlich nur eine ,,Faktoren- 
integration“ oder ,,Integration nach Faktoren“ genannt werden soll*)) ist 
mit Fug und Recht die partielle Integration zu nennen. Diese partielle 
Integration laBt sich leicht auf eine Funktion von beliebig vielen unab- 
hangigen Verinderlichen u,, w,,---, w, tibertragen. 

2. Ich méchte aber zuerst das Verhalten von Herrn Brendel in ein 
wenig verschiedenen, meines Erachtens zweckmifigeren Bezeichnungen 
kurz andeuten: Es seien u, v zwei beliebige Funktionen von x und f(u, v) 
eine ebenfalls willkiirliche Funktion; dann ist: 


df(u, v) = a fay +3 
mithin: 


xf du = df(u, v) — v%, 


woraus durch Integration folgt: 


: 0 7] 
(«) ftau=ru, v) — — fav; 


P a 
wir setzen nun ze = (u,v); dann ist offenbar: 


f tau =fow, v)du, und: p= nach w von (uw, v) 


Dieses partielle Integral nach u ist, was Herr Brendel (loc. cit.) mit 


angedeutet hat, wofiir er aber doch ein definitives, dem ¢ der partiellen 
Differentiation entsprechendes Zeichen verlangt (Math. Annalen Bd. LV, 4. H.). 


»: Es mag hier beiliufig erwihnt werden, daB wir Neugriechen diese Benennung 
schon laingst in Gebrauch haben (‘Oloxirjowors xar& waecyortas). 
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Ich glaube, daB das geeignetste Zeichen dafiir folgendes wire: . nim- 


lich dasselbe Integralzeichen, nach links hin umgedreht (wie auch @ das d, 
nach links hin gebeugt ist) und mit dem Index wu versehen, zur Andeutung 
der Variablen, nach der man partiell integriert. Dieses Zeichen hat zu- 
gleich den Vorteil, daf es den Unterschied zwischen partieller und totaler 
Integration scharf hervorhebt. Demgema&B schreibe ich: 


p= \.0(, v) du; 


sf = ii , O(u, v) du); 


es liBt sich mithin die Formel (a), welche die von Herrn Brendel ist*), 
in folgender, klarer Form schreiben: 


(1) fo v) du =\.o, v) du —fz( \. P(u, v) du) dv. 


Setzt man darin }(u,v)=v, so bekommt man gleich die Faktorenintegration: 


frau = VU — Jude. 


Setzt man dagegen u =x, so wird: 


(1’) foe, ode = \, o, v)dx -~f2r dx) 4° ~ 


3. Es ist nun offenbar klar, daB sich die Brendelsche Formel (1) 
auch auf eine beliebige Anzahl von Veriinderlichen iibertragen léBt. Denn 
ist f(U,, M%y,---, u,) vorgelegt und sind u,, u,,---, u, Funktionen von ag, 
dann ist: 


nun ist also auch: 


of 


ou, 


du, = df—= dt ee du, 


n 


mithin 


° Of ofr 
(B) Jew du, = pi du, — ++ — | ow, du, 


Setzt man nun wieder: 


Af = D(U,, Ug, +++) Uy)s 


f -\, D du, 


*) Es mag erwihnt werden, daB, auger Worpitzky und Scheibner, auch 
Bertrand in seinem ,,Caleul Intégral“, bereits 1870, diese Formel hat, allerdings in 
einer anderen Form und ganz anders bewiesen (8S. 10—11). 


so wird: 
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und die Formel (8) nimmt die Form an: 


k=n 
; 7 
(2) fous — — |. ody a1 ("\,0au,) a. 


Setzt man speziell: 
D = Uy Uys U 


n? 


so wird die Faktorenintegration fiir n Faktoren gefunden: 


k=n 
(2’) ferns +++ Uy) AU, = Uy Uy = ++ Uy ->' foun to Ua Ugg Uy, amy. 
k=2 * 


Athen, den 13. April 1902. 
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Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie. 
Von 


Daviv Hizserr in Gottingen. 


In meiner Festschrift ,Grundlagen der Geometrie“*) habe ich ein 
System von Axiomen fiir die Euklidische Geometrie aufgestellt und dann 
gezeigt, daB lediglich auf Grund der die Ebene betreffenden Bestandteile 
dieser Axiome der Aufbau der ebenen Euklidischen Geometrie méglich 
ist, selbst wenn man die Anwendung der Stetigkeitsaxiome vermeidet. 
In der folgenden Untersuchung ersetze ich das Parallelenaxiom durch eine 
der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie entsprechende Forderung und zeige 
dann ebenfalls, daf ausschlieBlich auf Grund der ebenen Axiome ohne An- 
wendung von Stetigkeitsaxiomen die Begriindung der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Geometrie in der Ebene méglich ist. 

Diese neue Regriintdung der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie 
steht, wie mir scheint, auch hinsichtlich ihrer Hinfachheit den bisher 
bekannten Begriindungsarten, nimlich derjenigen von Bolyai und Lobat- 
schefsky, die beide sich der Grenzkugel bedienten, und derjenigen von 
F. Klein mittelst der projektiven Methode nicht nach, Die genannten 
Begriindungen benutzen wesentlich den Raum sowohl wie die Stetigkeit. 

Zur Erleichterung des Verstiindisses stelie ich nach meiner Festschrift 
Grundlagen der Geometrie“ die Axiome der ebenen Geometrie zusammen, 
wie folgt: 


I, Axiome der Verkniipfung. 


I, 1. Zwei von einander verschiedene Punkte A und B 
bestimmen stets eine Gerade. 

I, 2. Irgend zwei von einander verschiedene Punkte einer 
Geraden bestimmen diese Gerade. 


*) Leipzig 1899. Vergleiche auch die mit Zusiitzen versehenen Ubersetzungen 
ins Franziésische (Annales de l'Ecole Normale 1900) und Englische (Chicago 1902); 
sowie meine Abhandlung ,,Ueber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich- 
schenkligen Dreieck**. Proceedings of the London Mathematical Society, Bd. 35. 1903. 


Mathematische Annalen. LYVLI. 10 
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I, 3. Auf jeder Geraden gibt es wenigstens zwei Punkte. 
Es gibt wenigstens drei Punkte, welche nicht in einer Geraden 
liegen. 

Il. Axiome der Anordnung. 

II, 1. Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind und B 
zwischen A und C liegt, so liegt auch B zwischen C und A. 

Il, 2. Wenn A und B zwei Punkte einer Geraden sind, 
so gibt es wenigstens einen Punkt C, der zwischen A und B 
liegt und wenigstens einen Punkt D, so daB B zwischen A 
und D liegt. 

Il, 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es 
stets einen und nur einen Punkt, der zwischen den beiden 
anderen liegt. 

Definition: Die zwischen zwei Punkten A und B gelegenen Punkte 
heiBen auch die Punkte der Strecke AB oder BA. 

II, 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene 
Punkte und a eine Gerade, die keinen der Punkte A, B, C 
trifft; wenn dann diese Gerade durch einen Punkt der Strecke 
AB geht, so geht sie gewiB auch durch einen Punkt der 
Strecke BC oder der Strecke AC. 


Ill. Axiome der Kongruenz, 
Definition: Jede Gerade zerfillt von irgend einem ihrer Punkte 
aus in zwei Halbgerade oder Hiilften. 
III, 1. Wenn A, B zwei Punkte der Geraden a@ sind und 
A’ ein Punkt einer Geraden a’ ist, so kann man auf einer 
gegebenen Hiilfte der Geraden a’ von A’ aus stets einen und nur 
einen Punkt B’ finden, so daB die Strecke AB (oder BA) 
der Strecke A’B’ kongruent oder gleich ist; in Zeichen: 
AB= A'B’. 
Jede Strecke ist sich selbst kongruent; in Zeichen: 
AB=AB wd BA=AB, 
III, 2. Wenn die Strecke AB sowohl der Strecke A’ B’ 


als auch der Strecke A” B” kongruent ist, so ist auch A’ B’ 


der Strecke A” B” kongruent. 

Ill, 3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemein- 
same Punkte auf a und ferner A’B’ und B’C’ zwei Strecken 
ohne gemeinsame Punkte auf einer Geraden a’; wenn dann 
AB=A'B wid BC= B'C,, so ist auch AC= A’C". 

Definition. Zwei von einem Punkte A ausgehende Halbgerade h und k 
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die nicht zusammen eine Gerade ausmachen, nennen wir einen Winkel 
und bezeichnen ihn entweder mit 


(hk) oder < (kh). 

Die Punkte der Ebene, welche beziiglich h auf derselben Seite wie 
k und zugleich beziiglich k auf derselben Seite wie h liegen, bilden den 
Winkelraum von <x (hk). 

‘Til, 4. Es sei ein Winkel (hk), eine Gerade a und eine 
bestimmte Seite von a’ gegeben. Es bedeute h’ eine Halb- 
gerade der Geraden a’, der vom Punkte O ausgeht: dann gibt 
es eine und nur eine Halbgerade i’, so da® der Winkel (hk) 
dem Winkel (h’k’) kongruent oder gleich ist, in Zeichen: 

x (hk) = <x (Wk’) 
und da zugleich alle Punkte des Winkelraums von <c (h’h’) 
auf der gegebenen Seite von a’ liegen. 
Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, in Zeichen: 
(hk) =x (hk) und <X (hk) = (kh). 

III, 5. Wenn ein Winkel (hk) sowohl dem Winkel (h’k’) 
als auch dem Winkel (h”%) kongruent ist, so ist auch der 
Winkel (h'k’) dem Winkel (hk) kongruent. 

Ill, 6. Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ die 
Kongruenzen 

AB=A'B', AC=A'C’ und XBAC=XBA'C’ 
gelten, so gilt auch stets 

SABC=XA'BC’ wd KACB=<XA'C'R. 

Aus den Axiomen I—III folgen leicht die Siitze iiber die Kongruenz 
der Dreiecke und iiber das gleichschenklige Dreieck und zugleich erkennt 
man die Méglichkeit, ein Lot zu errichten oder zu fiillen, sowie eine ge- 
gebene Strecke oder einen gegebenen Winkel zu halbieren. Insbesondere 
folgt auch wie bei Euklid der Satz, daB in jedem Dreiecke die Summe 
zweier Seiten gréBer als die dritte ist. 


IV. Axiom von den sich schneidenden und nicht schneidenden 
Geraden. 


Wir sprechen nun das Axiom, welches in der Bolyai-Lobatschefsky- 
schen Geometrie dem Parallelenaxiom der Euklidischen Geometrie ent- 
spricht, wie folgt, aus: 

IV. Ist b eine beliebige Gerade und A ein nicht auf ihr 
gelegener Punkt, so gibt es stets durch A zwei Halbgerade 
@,, 4, die nicht ein und dieselbe Gerade ausmachen und die 

10* 
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Gerade b nicht schneiden, wihrend jede in dem durch a,, a, 
gebildeten Winkelraum gelegene von A ausgehende Halbgerade 

die Gerade b schneidet. 
Definition. Die Gerade b zerfalle von irgend einem ihrer Punkte 
B aus in die beiden Halbgeraden b,, b, und es mégen a,, b, auf der 
einen und a,b, auf der anderen Seite der 





\A Geraden AB liegen: dann soll die Halb- 
a ae gerade a, zu der Halbgeraden b, und ebenso 
. es “*—— die Halbgerade a, zu der Halbgeraden b, 
—_——.—>—*-_ parallel genannt werden; desgleichen sagen 


wir, es seien die beiden Halbgeraden a,, a, 
zu der Geraden 6 parallel und auch von 
jeder der beiden Geraden, die zu a, und 
a, gehéren, sagen wir, daB sie zu b parallel sind. 

Es folgt sofort die Richtigkeit folgender Tatsachen: 

Wenn eine Gerade oder Halbgerade zu einer anderen Geraden oder 
Halbgeraden parallel ist, so ist stets auch diese zu jener parallel. 

Wenn zwei Halbgerade einer dritten Halbgeraden parallel sind, so 
sind sie unter einander parallel. 

Definition. Jede Halbgerade bestimmt ein Ende; von allen Halb- 
geraden, die zu einander parallel sind, sagen wir, daB sie dasselbe Ende 
bestimmen. Eine Gerade besitzt demgem&B zwei Enden. Allgemein werde 
eine Gerade, deren Enden @ und £ sind, mit (a, 6) bezeichnet. 

Endlich definieren wir noch in bekannter Weise den Begriff des 
Spiegelbildes: 

Definition. Wenn wir von einem Punkte aus auf eine Gerade das 
Lot fallen und dieses iiber seinen FuSpunkt hinaus um sich selbst ver- 
lingern, so heiBe der entstehende Endpunkt das Spiegelbild des urspriing- 
lichen Punktes an jener Geraden. 

Die Spiegelbilder fiir die Punkte emer Geraden liegen wiederum 
auf einer Geraden; diese heiBe das Spiegelbild der urspriinglichen Geraden. 


Fig. 1. 


$1. 
Hilfssitze. 


Wir beweisen zuniichst der Reihe nach folgende Hilfssitze: 

Satz 1. Wenn zwei Gerade eine dritte Gerade unter gleichen Winkeln 
schneiden, so sind sie gewiss nicht zu einander parallel. 

Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, daB die beiden Geraden nach 
einer Richtung hin zu einander parallel wiren. Fiihren wir dann um die 
Mitte der auf der dritten Geraden ausgeschnittenen Strecke eine Halb- 
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drehung aus, so wiirde folgen, daB die beiden ersteren Geraden auch 
nach der anderen Richtung hin zu einander parallel sind und dies wider- 
sprache dem Axiom IV. 

Satz 2. Wenn irgend zwei Gerade a, b vorgelegt sind, die sich 
weder schneiden noch zueinander parallel sind, so gibt es stets eine Gerade, 
welche auf beiden zugleich senkrecht steht. 

Beweis. . Von irgend zwei Punkten A und P der Geraden a fillen 
wir die Lote AB und PB’ auf die Gerade b. Es sei das Lot PB’ gréBer 
als das Lot AB: dann tragen wir AB von B’ aus auf B’P ab bis 4’, 
so daB der Punkt A’ zwischen P und B’ liegt. Nunmehr konstruieren 
wir die Gerade a’ durch A’, welche B’A’ in A’ unter demselben Winkel 





und im selben Sinne wie die Gerade a das Lot BA in A schneidet. Wir 
wollen beweisen, daB diese Gerade a’ notwendig die Gerade a treffen muB. 

Zu dem Zwecke bezeichnen wir diejenige Halbgerade, in welche a 
von P aus zerfallt und auf welcher der Punkt A liegt mit a, und ziehen 
dann von B aus eine Halbgerade h parallel zu a,. Ferner sei h’ diejenige 
Halbgerade, welche von B’ unter demselben Winkel gegen 6 und nach 
derselben Richtung wie h von B ausgeht. Da nach Satz 1 die Halb- 
gerade h’ nicht zu h und daher auch nicht zu a, parallel ist und auch h 
gewiB nicht schneidet, so schneidet sie, wie man im Hinblick auf Axiom IV 
leicht erkennt, notwendig a,; es sei 7 der Schnittpunkt der Halbgeraden 
h’ und a,. Da a’ parallel zu fh’ ist, so muB nach Axiom II, 4 die 
Gerade a’ das Dreieck PB’T durch die Seite PT verlassen, womit der 
gewiinschte Nachweis erbracht ist. Wir wollen den Schnittpunkt der 
Geraden a und a’ mit Q bezeichnen. 

Von @Q fallen wir das Lot QR auf b; sodann tragen wir B’R von 
B aus auf } bis zum Punkte R’ ab, so daB auf b die Richtung B nach 
R’ dieselbe, wie die von B’ nach R ist. Ebenso tragen wir die Strecke 
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A’Q von A aus auf @ in derselben Richtung bis Q’ ab. Suchen wir 
dann die Mitten M und N der Strecken QQ’ bez. RR’, so liefert deren 
Verbindungsgerade MN das gesuchte gemeinsame Lot auf a und 6. 

In der Tat, aus der Kongruenz der Vierecke A’ B’QR und ABQ’ R’ 
folgt die Gleichheit der Strecken QR und Q’R’, sowie die Tatsache, dab 
Q’R’ auf b senkrecht steht. Hieraus wiederum erschlieBen wir die Kon- 
gruenz der Vierecke @RMN und QR’ MN und damit ist die aufgestellte 
Behauptung und zugleich der Satz 2 vollstindig bewiesen. 

Satz 3. Wenn irgend zwei Halbgeraden vorgelegt sind, so gibt es 
stets eine Gerade, welche zu diesen beiden Halbgeraden parallel ist d. h. 
es gibt stets eime Gerade, die zwei vorgeschriebene Enden « und £ 
besitzt. 

Beweis. Wir ziehen durch irgend einen Punkt O zu den vorgelegten 


0 
Pi 








Halbgeraden Parallele und tragen auf diesen von O aus gleiche Strecken 
ab, etwa bis A und B, so dab 

OA=OB 
wird und die von O aus durch A gehende Halbgerade das Ende « und 
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die von O aus durch B gehende Halbgerade das Ende £ besitzt. Sodann 
verbinden wir den Punkt A mit dem Ende § und halbieren den Winkel 
zwischen den beiden von A ausgehenden Halbgeraden; desgleichen ver- 
binden wir den Punkt B mit dem Ende « und halbieren den Winkel 
zwischen den beiden von B ausgehenden Halbgeraden. Die erstere 
Halbierungslinie werde mit a, die letztere mit b bezeichnet. Aus der 
Kongruenz der Figuren OAS und OBea folgt die Gleichheit der Winkel 
x (0.48) = x (OBe), 
X (wAB) = X (« BB) 
und aus letzterer Gleichung entnehmen wir auch die Gleichheit der Winkel, 
die durch die Halbierungen entstanden sind, niaimlich 
x («@Aa) = x (a AB) = x (@ Bb) = x (DBB). 
Es kommt zuniichst darauf an zu zeigen, daB die beiden Halbierungs- 
linien a und b sich weder schneiden noch zu einander parallel sind. 
Wir nehmen an, @ und b schnitten sich im Punkte M. Da OAB 
nach Konstruktion ein gleichschenkliges Dreieck ist, so folgt 
x BAO=x ABO 
und hierans nach den vorigen Gleichungen 


x BAM=X ABM; 


AM = BM. 

Verbinden wir nun M mit dem Ende « durch eine Halbgerade, so folgt 
aus der letzteren Streckengleichung und wegen der Gleichheit der Winkel 
<x («#AM) und («BM) die Kongruenz der Figuren «AM und «BM und 
diese Kongruenz hiitte die Gleichheit der Winkel <c (« MA) und < (a MB) 
zur Folge. Da diese Folgerung offenbar nicht zutrifft, so ist die Annahme 
zu verwerfen, daB die Halbierungsgeraden a und b sich einander schneiden. 

Wir nehmen ferner an, die Geraden a und Db seien zu einander 
parallel; das durch sie bestimmte Ende mége dann mit mu bezeichnet 
werden. Die von B aus nach « gehende Halbgerade mége die von A 
nach B gehende Halbgerade im Punkte C und die Gerade a@ im Punkte 
D treffen: dann beweisen wir die Gleichheit der Strecken DA und DB. 
In der Tat, im gegenteiligen Falle tragen wir DA von D aus auf DB 
etwa bis B’ ab und verbinden B’ mit uw durch eine Halbgerade. Aus der 
Kongruenz der Figuren D Aa und DB’wu wiirde dann die Gleichheit der 
Winkel <x (DAc) und <(DB'u) folgen und mithin wiren auch die 
Winkel < (DB’u) wd <x (DBuy) einander gleich, was nach Satz 1 nicht 
méglich ist. 

Die Gleichheit der Strecken DA und DB hat die Gleichheit der 
Winkel x (DAB) und x (DBA) zur Folge und da nach dem Friiheren 


mithin ist 
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auch die Winkel < (CAB) und <x (CBA) einander gleich sind, so wiirde 
auch die Gleichheit der Winkel << (DAB) und < (CAB) folgen. Diese 
Folgerung trifft aber offenbar nicht zu und mithin ist auch die Annahme 
zu verwerfen, daB die Geraden a und b einander parallel sind. 

Da nach diesen Entwickelungen die Geraden a, b sich weder schneiden 
noch zu einander parallel sind, so gibt es nach Satz 2 eine Gerade c, die 
auf beiden Geraden a, b senkrecht steht etwa in den Punkten E bez. F. 
Ich behaupte, daB diese Gerade ¢ die gesuchte Gerade ist, die die beiden 
vorgelegten Enden «, 8 mit einander verbindet. 

Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil an, es 
habe ¢ nicht das Ende «. Dann verbinden wir jeden der beiden Fub- 
punkte EK und F' mit dem Ende e« durch Halbgerade.e Da EA= FB 
sein mu, wie leicht erkannt wird, so folgt die Kongruenz der Figuren 
«EA und «FB und aus dieser die Gleichheit der Winkel < (A Ea) und 
<x (B Fe) und folglich sind auch diejenigen Winkel einander gleich, die 
die von EF und F ausgehenden Halbgeraden mit der Geraden ¢ bilden. 
Diese Folgerung widerspricht dem Satze 1 und damit ist der Beweis fiir 
unsere Behauptung vollstindig erbracht. 

Satz 4. Es seien a, b zwei zu einander parallele Gerade und O ein 
Punkt innerhalb des zwischen a und b gelegenen Gebietes der Ebene; 
ferner sei O, das Spiegelbild des Punktes O an a und O, das Spiegelbild 
des Punktes O an b und M die Mitte der Strecke O,0,: dann steht 
diejenige Halbgerade von M aus, die zugleich zu a und 0b parallel ist, 
senkrecht in M auf 0, 0,. 

Beweis. Denn im entgegengesetzten Falle errichte man nach der 

namlichen Seite hin in M auf 0,0, die Senk- 
0 / rechte. Die Gerade 0,0, schneide a,b bez. in 
den Punkten P,Q. Da PO<PQ+ QO, mithin 
a PO, < PO, ist und desgleichen QO, + QO, 
/ so fallt M notwendig in das Innere des zwischen 
a und b gelegenen Gebietes der Ebene. Jene 
Senkrechte in M miiBte daher eine der Ge- 
raden a oder b treffen; trafe sie etwa a im 
Punkte A, so wiirde 40,=AO und A0,=A0O, 
folgen und mithin wire auch AO = AO, 
d. h. A miiBte auch ein Punkt von 6 sein, 
was der Voraussetzung des Satzes widerspriiche*). 
Satz 5. Wenn a,b, ¢ drei Gerade sind, die das namliche Ende 











Fig. 4. 


*) Diese Folgerung stimmt im wesentlichen mit einer SchluBweise von Lobatschefsky 


iiberein; vgl. Neue Anfangsgriinde der Geometrie mit einer vollstiindigen Theorie der 
Parallellinien § 111 (1835). 
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besitzen und die Spiegelungen an diesen Geraden bez. mit S,, S,, 8S, 
bezeichnet werden, so gibt es stets eine Gerade d mit demselben Ende a, 
so daB -die aufeinanderfolgende Anwendung der Spiegelungen an den Ge- 
raden a,b,c der Spiegelung an der Geraden d gleichkommt, was wir 


durch die Formel 
S,S8,8, = 8, 
ausdriicken. 

Beweis. Wir nehmen zunichst an, es fiele die Gerade b ins Innere 
des zwischen a und ¢ gelegenen Gebietes der Ebene. Dann sei O ein Punkt 
auf b und die Spiegelbilder von O an a und ¢ seien bezeichnet mit O, und O,,. 
Bezeichnen wir nun mit d diejenige Gerade, die die Mitte der Strecke 
0,0, mit dem Ende @ verbindet, so sind wegen Satz 4 die Punkte 0, 
und O, Spiegelbilder an d und folglich ist die Operation S,S,5,S, eine 
solche, die den Punkt O, sowie diejenige Gerade ungeindert liBt, die O, 
mit dem Ende o verbindet. Da jene Operation iiberdies aus vier Spiege- 
lungen zusammengesetzt ist, so lehren die Kongruenzsiitze, dab jene 
Operation die Identitat ist; hieraus folgt die Behauptung. 

Wir erkennen zweitens leicht die Richtigkeit des Satzes 5 in dem 
Falle, daB die Geraden ¢ und a mit einander iibereinstimmen. Ist namlich 
b’ diejenige Gerade, die aus b durch Spiegelung an der Geraden a hervor- 
geht und bezeichnen wir mit S,, die Spiegelung an b’, so erkennen wir 
sofort die Richtigkeit der Formel 

S,5,5S, = 8,. 

Nunmehr nehmen wir drittens an, es fiele die Gerade c ins Innere 
des zwischen a und b gelegenen Gebietes der Ebene. Dann gibt es nach 
dem ersten Teile dieses Beweises gewiB. eine Gerade d’, so dab die Formel 

S,5,S, = Sy 
gilt. Bezeichnen wir mit d das Spiegelbild von d’ an a, so ist nach dem 
zweiten Teile dieses Beweises: 


S,S8,8,8,8, = S,S,S, = S,S,S, = S, 


a™~ ae 


Damit ist Satz 5 vollstindig bewiesen. 


§ 2. 
Die Addition der Enden. 


Wir nehmen eine bestimmte Gerade an und bezeichnen deren Enden 
mit 0 und oo. Auf dieser Geraden (0, 00) wahlen wir einen Punkt O 
und errichten dann in O ein Lot; die Enden dieses Lotes mégen mit 
+1 und —1 bezeichnet werden. 

Wir definieren jetzt die Summe zweier Enden folgendermafen: 

Definition. Es seien a, 6 irgend zwei Enden; ferner sei O, das 
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Spiegelbild des Punktes O an der Geraden (a, oo) und O, sei das Spiegel- 
bild des Punktes O an der Geraden (8, oo); die Mitte ie Strecke 0,0, 
verbinden wir mit dem Ende oo: das andere Ende der so henalvatosten 
Geraden heiBe die Swmme der beiden 
Enden « und B und werde mit « + B 
/-™  bezeichnet. 

\ / Wenn wir eine Halbgerade mit dem 
- \ / Ende « an der Geraden (0, co) spiegeln, 
* O -z 80 werde das Ende der so entstehenden 

yer Halbgeraden mit — « bezeichnet. 
ZA Pa’, s Wir erkennen leicht die Richtigkeit 
0, \ | der Gleichungen. 


oO 





a+ 0 =a, 
14-<8 
5 «+ (—«) =0, 
Fig. 5 a+, =B+«a. 
Die letzte Gleichung spricht das commutative Gesetz fiir die Addition von 
Enden aus. 

Um das associative Gesetz fiir die Addition von Enden zu beweisen, 
bezeichnen wir mit S,, S,, S, bez. die Spiegelungen an den Geraden 
(0, 00), (a, c0), (B, 00): enb Satz 5 5 in § 1 gibt es dann gewiB eine Gerade 
(6, co), so daB fiir die Spiegelung S, an dieser Geraden die Formel 

8, = 8,8)8, 
gilt. Da bei der Operation S, 5,8, der Punkt O,, in den Punkt O, tiber- 
geht, so ist notwendig 0, das Spiegelbild von O, an der Geraden 
(6, co) und folglich wird 6=a + B, d. h. es gilt die Formel 
Sop = 5,5)8,- 


Bezeichnet y ebenfalls ein Ende, so lehrt die wiederholte Anwendung 
der eben gefundenen Formel: 





Sassy = S24 ySoSe = 8, 5)8;5)8,, 
Saspey = S/S S49 = s, So S, SS, 
und folglich ist 
Sariety = Sat B)+7 


und mithin auch 
«+ (B+y) = («+ B) + 7. 
Die vorhin abgeleitete Formel 
Suse = S58, 
lehrt zugleich, daB die angegebene Konstruktion der Summe zweier Enden 
von der getroffenen Wahl des Punktes O auf der Geraden (0, co) un- 
abhingig ist. Bezeichnet mithin O’ irgend einen von O verschiedenen 








en 


a i 
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Punkt der Geraden (0, oo) und sind O0,, 03; die Spiegelbilder des Punktes 
O° bez. an den Geraden («, cc), (8, 00), so ist die Mittelsenkrechte auf 
0,03 wiederum die Gerade («+ 8, 00). 

Wir fiihren hier noch eine Tatsache an, deren Kenntnis fiir unsere 
spiiteren Entwickelungen in § 4 nétig ist. 

Wenn wir die Gerade (a, 00) an der Geraden (8, co) spiegeln, so 
entsteht die Gerade (28 — «, oo). 

In der Tat, ist P irgend ein Punkt derjenigen Geraden, die aus 
(«, co) durch Spiegelung an (8, co) vorgeht, so bleibt derselbe offenbar 
ungeiindert, wenn wir auf ihn der Reihe nach die Spiegelungen 


83, Sy, S_a, So, 8, 
anwenden. Wegen der obigen Formel ist aber 
S; Sy S_,, So S; i S3p-a 
d. h. jener zusammengesetzte ProzeB kommt einer Spiegelung an der 


Geraden (28—«a, co) gleich; der Punkt P liegt mithin notwendig auf 
der letzteren Geraden. 


§ 3. 
Die Multiplikation der Enden. 


Wir definieren jetzt das Produkt zweier Enden folgendermaBen: 

Definition. Wenn ein Ende auf derselben Seite der Geraden (0, co) 
wie das Ende + 1 liegt, so heiBe das Ende positiv und wenn ein Ende 
auf derselben Seite der Geraden (0, oo) wie das Ende — 1 liegt, so heibe 
das Ende negativ. 

Es seien nun a, § irgend zwei von 0 und oo verschiedene Enden. 
Die beiden Geraden («, —«) und (6, — #) stehen senkrecht auf der 
Geraden (0, co); sie mégen diese 
Gerade bez. in A und B schneiden. 
Ferner tragen wir die Strecke 
OA von B aus auf der Geraden 
(0, co) bis C in der Weise ab, +4 
daB auf der Geraden (0, co) die Ai - 0 
Richtung vor O nach A die nim- 
liche wie die Richtung von B B 2 -6 
nach C ist: dann konstruieren ,, B Cc -aB 
wir in C auf der Geraden (0, co) 
die Senkrechte und _bezeichnen 
das positive oder das negative 
Ende dieser Senkrechten als das sd 
Produkt «B der beiden Enden «, B, iit 


oO 
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jenachdem diese Enden entweder beide positiv bez. beide negativ oder eines 
positiv und das andere negativ ist. 


Wir setzen endlich die Formel 
a-0=0-a=0 
fest. 
Auf Grund der Axiome III, 1—3 iiber die Kongruenz von Strecken 
erkennen wir unmittelbar die Giiltigkeit der Formeln 


a6 = Ba, 
a (By) = (aB)y, 
d. h es gilt sowohl das commutative wie auch das assoziative Gesetz fiir 
die Multiplikation von Enden. 
Auch finden wir leicht, daB die Formeln 
l-a=a, (—l)a=—da. 
gelten und daB, wenn a, B die Enden einer durch O laufenden Geraden 
sind, notwendig die Gleichung 
«pB=—1 
bestehen muB. 
Die Méglichkeit der Division erhellt unmittelbar; auch gibt es zu 
* jedem positiven Ende z 
stets ein positives (und 
ebenso ein negatives) Ende, 
dessen Quadrat jenem Ende 
a gleich wird und welches 
daher mit Yz_ bezeichnet 
werden midge. 
Um das distributive 
Gesetz fiir die Rechnung 
~4 mit Enden zu _beweisen, 
konstruieren wir zuniachst 
} aus den Enden 6 und y auf 
\ die in § 2 angegebene Weise 
\ \ } das Ende 6+ y. Suchen 
\\ wir sodann auf die eben 
\\ angegebene Weise die Enden 
| ap, ay, a(B+y), 80 er- 
05 kennen wir, daB diese Kon- 
struktion auf einer Ver- 
schiebung der Ebene langst der Geraden (0, co) um die Strecke 0A hinaus- 
lauft und wenn wir demnach die Summe der Enden «f und ey durch 
eine Konstruktion von A aus anstatt von O aus ermitteln — was nach 




















Fig. 7. 
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einer der Bemerkungen in § 2 gestattet ist —, so ergibt sich in der Tat 
fiir diese Summe das Ende «(6+~y), d. h. es gilt die Formel: 


aB + ay = a(B+7). 


g§ 4. 
Die Gleichung des Punktes. 


Nachdem wir in § 2—§ 3 erkannt haben, daB fiir die Rechnung mit 
Enden die nimlichen Regeln gelten, wie fiir die Rechnung mit gewéhn- 
lichen Zahlen, bietet der Aufbau der Geometrie keine weiteren Schwierig- 
keiten; er geschehe etwa in folgender Weise: 

Wenn &, » die Enden irgend einer Geraden sind, so mégen die Enden 


soln En, 
otis 
die Koordinaten jener Geraden heiBen. Es gilt die fundamentale Tatsache: 

Wenn a, B, y drei Enden von solcher Beschaffenheit sind, dap das 
Ende 4ay — B® positiv ausfillt, so laufen die sémtlichen Geraden, deren 
Koordinaten u, v der Gleichung 

au+ po+y=0 

geniigen, durch einen Punkt. 

Beweis. Konstruieren wir gemiB § 2—§3 die Enden 

— a 
Viwy—# Viwy —P 
so nimmt mit Riicksicht auf die Bedeutung der Koordinaten wu, v die vor- 
gelegte lineare Gleichung die Gestalt an 


(w& +A) (xy +4) =—1. 
Wir wollen nunmehr die Transformation eines willkiirlich veriinderten 
Endes @ untersuchen, welche durch die Formel 
‘=<=xo+A 
vermittelt wird. Zu dem Zwecke betrachten wir zuniichst die Trans- 
formationen 


A 


o =xo und wo =a@+A. 

Was die erstere Transformation betrifft, so kommt offenbar die 
Multiplikation des willkiirlichen Endes @ nach § 3 einer Verschiebung 
der Ebene lings der Geraden (0, co) um eine gewisse von x abhiingige 
Strecke gleich. 

Aber auch der letzteren Transformation, d. h. der Zufiigung des Endes 
A zu dem willkiirlich veriinderlichen Ende @ entspricht eine gewisse nur 
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von 4 abhingige Bewegung der Ebene in sich, nimlich eine solche, die 
sich als eine Drehung der Ebene um das Ende oo auffassen 1aBt. 

Um dies einzusehen, bedenken wir, daB nach den Darlegungen am 
SchluB von § 2 die Gerade (@, oo) durch Spiegelung an der Geraden 
(0, co) in die Gerade (— , co) und diese wiederum durch Spiegelung 
an der Geraden (= oc) in die Gerade (+A, co) tibergeht, d. h. die 
Hinzufiigung des Endes 4 zu dem willkiirlich veriinderlichen Ende 
kommt den nach einander ausgefiihrten Spiegelungen an den Geraden 
(0, co) und (; 


9? 
Aus dem eben Bewiesenen folgt, daB, wenn £, 7 die Enden einer 
Geraden sind, durch die Formeln 


f= ub +4, 
y= uyta 


oc) gleich. 


sich die Enden einer solchen Geraden bestimmen, die durch eine gewisse 
allein von x, A abhingige Bewegung der Ebene aus der Geraden mit den 
Enden &, 4 hervorgeht. Da aber die obige Gleichung 


(x&+ A) (xy +4)=-—1 

fiir die Enden &', 4 die Relation 
f'n’ = — 1 

zur Folge hat und nach einer Bemerkung in § 3 diese Relation die Be- 
dingung dafiir ist, daf die betreffenden Geraden durch den Punkt O laufen, 
so ersehen wir, da8 auch alle der urspriinglichen Gleichung 

(x& +A) (xy+4)=—1 
geniigenden Geraden (, 7) durch einen Punkt laufen und damit ist der 
Beweis fiir den aufgestellten Satz vollkommen erbracht. 

Nachdem wir erkannt haben, daB die Gleichung des Punktes in 
Linienkoordinaten eine lineare ist, folgern wir leicht den speziellen Pascal- 
schen Satz fiir das Geradenpaar und den Desarguesschen Satz iiber 
perspektiv liegende Dreiecke, sowie die itibrigen Sitze der projektiven 
Geometrie. Auch sind dann die bekannten Formeln der Bolyai-Lobat- 
schefskyschen Geometrie ohne Schwierigkeit ableitbar und damit ist der 
Aufbau dieser Geometrie mit alleiniger Hilfe der Axiome I—IV vollendet. 
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Uber die Curvatura integra und die Topologie geschlossener 
Flachen. 


Von 


Werner Boy in Leipzig. 


Einleitung. 


In seiner beriihmten Abhandlung: Disquisitiones generales circa super- 
ficies curvas geht Gauf von der Definition des Kriimmungsmafes i einer 
Fliiche in einem bestimmten Punkte aus. Das Integral dieses Kriimmungs- 
maBes erstreckt iiber einen endlichen Bereich einer Flaiche nennt er die 
»Curvatura integra“ dieses Bereiches. Wir bezeichnen sie heute zum 
Unterschiede vom ,,Kriimmungsmaf“ als ,,Gesamtkriimmung“ oder ,,Total- 
kriimmung“ oder wohl auch noch als Curvatura integra, um Verwechslungen 
vorzubeugen, die dadurch entstehen kénnten, daB man in Frankreich 
unter ,courbure totale“ unser ,,Kriimmungsmaf“ versteht. Die Curvatura 
integra eines Flichenstiickes ist gleich dem Inhalt seines sphirischen 
Bildes, d. h. gleich dem Inhalt des Kugelstiickes, das von den durch den 
Mittelpunkt einer Einheitskugel zu der Gesamtheit der Normalen der 
Fliche gelegten Parallelen aus der Kugeloberfliiche ausgeschnitten wird. 
Die Kriimmung eines Flichenstiickes wird positiv oder negativ gerechnet, 
je nachdem der Umlaufungssinn seines Umfangs bei der Ubertragung auf 
die Kugel erhalten bleibt oder sich umkehrt. Bedeckt das sphirische 
Bild eines Fiiichenstiickes die Kugel mehrfach, so zerlegt man dieses 
Flichenstiick in Teile, die sich einfach auf die Kugel abbilden, und be- 
stimmt die Gré®e der Totalkriimmung der einzelnen Teile; die algebraische 
Summe dieser Einzelkriimmungen ist dann die Totalkriimmung des ge- 
samten Flichenstiickes. 

Auf diese Totalkriimmung geht GauB nicht weiter ein. Er sagt am 
Schlusse von Art. 6 der angefiihrten Abhandlung: ,.ndessen miissen wir 
die weitere Erérterung dieses Gegenstandes, der die allgemeinste Auffassung 
der Figuren betrifft, uns fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten“. Diese 
versprochene Untersuchung iiber die Totalkriimmung hat Gau8 nicht ver- 
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dffentlicht. Aber aus der gesperrt gedruckten Bemerkung geht hervor, 
daB er die Beziehung der Curvatura integra zu den Zusammenhangsver- 
hiltnissen der Filichen gekannt hat. Diese Beziehung ist aufgedeckt 
worden von Kronecker und von Dyck. 

Kronecker definiert in seiner Abhandlung: ,,Uber Systeme von 
Funktionen mehrer Variablen*) fiir Systeme von Funktionen eine gewisse 
»Charakteristik“ K, d. h. eine gewisse Zahl, die dem Funktionssystem in 
bestimmter Weise zugeteilt ist. Durch die Gleichung z= /(x, y) einer 
Flache und ihre partiellen Ableitungen ist ein Funktionensystem (f, /,, /,) 
bestimmt, dessen Charakteristik auch schlechtweg als Charakteristik der 
Flaiche: z= f(a, y) bezeichnet wird. Ist die Flaiche nun geschlossen und 
hat sie eine stetige Tangentialebene und eine abteilungsweise stetige 
Kriimmung, so besteht zwischen ihrer Charakteristik K und der Total- 
kriimmung C die einfache Beziehung: 


1 
~ Qa 


C 
soweit Kronecker. 

Dyck**) hat nun seinerseits fiir Flichen eine Charakteristik K’ durch 
die Zahl der Riickkehrschnitte und der Rander definiert, und zwar fiir 
geschlossene Flaichen in folgender Weise. Eine geschlossene Fliche ist 
im Sinne der Analysis situs bekanntlich definiert durch die Zahl der auf 
ibr gleichzeitig méglichen, einander nicht schneidenden, nicht zerstiicken- 
den Riickkehrschnitte. Bei diesen muB man nun zwei Arten unterscheiden. 
Bei den Schnitten ,,der ersten Art“ kehrt die mit einem gewissen Richtungs- 
sinn versehene Normale nach einmaligem Umlauf lings des Riickkehr- 
schnittes in der Ausgangsrichtung zum Anfangspunkt zuriick. Die Zahl 
dieser Schnitte sei o. Jeder von ihnen liefert zwei Rinder. Bei den 
Schnitten ,der zweiten Art“ kehrt sich die Normale bei einmaligem Um- 
lauf um. Ihre Zahl sei o’. Jeder von ihnen liefert bloB einen Rand. 
(Vergl. etwa den Schnitt lings der Mittellinie des Mébiusschen Bandes.) 
Dyck setzt nun: ’ , 

K’ =2—26—<4°. 


Danach ist die Charakteristik der Kugel 2, die der Ringfliiche 0 etc. Bei 
zweiseitigen Flichen ist o} = 0. Bei einseitigen sind, wie wir bemerken 


wollen, 6 und o’ nicht fest. Vielmehr kénnen je zwei Schnitte o’ ersetzt — 


werden durch einen Schnitt 6, und bei einseitigen Flichen auch umgekehrt 
je ein Schnitt 6 durch zwei Schnitte o’. Die Charakteristik K bleibt dabei, 
wie man sieht, ungeindert. 

*) Berl. Monatsber. 1869, Mirz und Aug. pag. 688f. 

**) Dyck, Analysis situs I, Math. Annalen Bd. 32, 1888. In dieser Abhandlung 


ist auch die gesamte einschligige Litteratur in hichst iibersichtlicher Weise zusam- 
mengestellt. 
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Von dieser Charakteristik K’ zeigt nun Dyck, daB sie identisch ist 
mit der Kroneckerschen Charakteristik des Systems (f;/,,f,). Damit ist 
die Totalkriimmung in Beziehung gesetzt zu den Riickkehrschnitten, also 
auch zu dem Begriff des Zusammenhangs und des Geschlechts von Flichen. 
Fiir zweiseitige Flichen, fiir die o =O ist, ist der Zusammenhang: 
Z=1+26, das Geschlecht: »y=o6. Also besteht zwischen der Total- 
kriimmung C und den angefiihrten Ausdriicken bei zweiseitigen Flichen 
die Beziehung: 

55 C= K=2(1-p)=3-Z. 


Damit ist die von Gau8 angedeutete Beziehung zwischen der Total- 
kriimmung und den allgemeinsten Eigenschaften der Fliichen aufgedeckt. 
Wie man aber sieht, ist der dabei eingeschlagene Weg ein ziemlich 
komplizierter. Man ist nicht von der Totalkriimmung ausgegangen, sondern 
diese ist beiliufig in die Untersuchung hineingekommen. Auf Veranlassung 
von Herrn Prof. Hilbert-Géttingen hatte ich es unternommen, die von 
GauB angedeutete Beziehung zwischen der Curvatura integra und den all- 
gemeinsten Eigenschaften der Flichen aufzudecken. Ich ging dabei aus von 
der geometrischen Bedeutung der Totalkriimmung und fand natiirlich die 
obigen Relationen, konnte diese aber auch erweitern auf Flichen, die nicht 
frei von Singularitiiten sind, die etwa endende Doppelkurven enthalten. 
Das Mittel dazu bot mir eine Erweiterung des Begriffes der Kriimmung 
auf singulire Punkte wie Knoten, Spitzen, Kantenpunkte usw. Diese ganz 
in Analogie zum Kriimmungsmaf definierte Kriimmung habe ich aus 
einem spiter hervortretenden Grunde Aquivalentkriimmung genannt. Diese 
letztere erméglichte es nun auch, den Begriff der Totalkriimmung und 
somit die obige Beziehung auf Polyeder anzuwenden. Durch eine einfache 
Umformung liefert die letztere dann die als verallgemeinerte Eulersche 
Siitze bekannten Relationen an Polyedern. 

Diese Fragen habe ich im zweiten Kapitel meiner Dissertation: ,,Uber 
die Curvatura integra und die Topologie geschlossener Flichen“*) behandelt. 
In § 1—§ 4 des Folgenden will ich einen kurzen Uberblick iiber die dort 
eingeschlagene Methode und die gefundenen Resultate geben, ohne mich 
aber auf Ausfiihrungen einzulassen, derentwegen ich auf die angefiihrte 
Dissertation verweise. 

Diese Betrachtungen fihren nun unmittelbar zur Topologie der 
Flichen. Die GréBe der Curvatura integra C bestimmt sich durch die 
Charakteristik K und die Zahl m der endenden Doppelkurven als: 


C=K-2xa+n-4a. 


*) Gittingen, 1901. 
Mathematische Annalen. LVII. 11 
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Da drangt sich nun die Frage auf: Gibt es zu jedem K(<2) und zu 
za jedem n(>0) auch eine zugehdrige reelle Fliche? Die Frage spitzt 
sich dann zu der folgenden zu: 

Gibt es eine ganz im Endlichen gelegene, geschlossene, singularitiiten- 
freie Flache, auf der nur ein Riickkehrschnitt zweiter Art méglich ist? 
Dabei sehen wir das Auftreten von Doppelelementen nicht als Singularitiit 
an, wohl aber das Auftreten von Enden von Doppelkurven. Wir ver- 
langen namlich, da jeder Mantel fiir sich vollkommen regular verlaufe. 

Die gesuchte Fliche existiert in der Tat. Wir werden im Folgenden 
zwei Typen von dieser Fliche beschreiben*). Diese Fliche interessiert 
nun nicht nur in rein topologischer Hinsicht, sie verdient auch aus einem 
ganz anderen Grunde Beachtung. Sie entspricht néimlich im Sinne der 
Analysis situs vollkommen der projektiven Ebene. Sie entspricht ihr in 
demselben Sinne wie die Kugel der komplexen Zahlenebene. Bei geeigneten 
Festsetzungen wiirde auf unserer Fliche die projektive Geometrie gelten 
und zwar ausnahmlos fiir alle Punkte. 

Diese Fliche habe ich schon behandelt im Cap. Ill, § 3—§ 5 meiner 
Dissertation und in einem Aufsatz: ,Uber die Abbildung der projektiven 
Ebene auf eine im Endlichen geschlossene, singularititenfreie Fliche.“ 
Géttinger Nachrichten, 1901, Heft 1. 

Wir wollen im Folgenden das dargelegte Programm ausfiihren. 


§ 1. 


Die vollkommen stetige Deformation von Flichen. Die Curvatura 
integra als Kurvenintegral. 


Betrachten wir ein iiberall positiv gekriimmtes Gebiet einer Fiche. 
Sein sphiirisches Bild wird einen gewissen Kugelteil bedecken. Wir wihlen 
das Gebiet so klein, daB es diesen Kugelteil nur einfach bedeckt. Halten 
wir dann die Grenzkurve des betreffenden Gebietes samt ihren Tangential- 
ebenen, d. h. den sogenannten Grenzstreifen fest, so bleibt sein Bild auf 
der Kugel, also auch der von diesem umschlossene Inhalt erhalten, wenn 
wir die von ihm umschlossene Fiche irgendwie deformieren. Wir sehen 
daraus, da8 der Curvatura integra eines Flichenstiickes ein hoher Grad 
von Invarianz zukommt. Betrachten wir nun statt eines Flichenstiicks 
eine geschlossene Fiche, etwa die Kugel, so erkennt man leicht, daB ihre 
Totalkriimmung bei allen Deformationen ungeindert bleibt, bei denen die 
Fliche mit ihren Tangentialebenen stetig und das Kriimmungsmaf in 


*) Diese beiden Flichen sind als Gypsmodelle in dem bekannten Modellverlage 
von Martin Schilling, Halle a. d. 8. erschienen. 
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jedem Punkte unter einer endlichen Grenze bleibt. Die Notwendigkeit 
der letzteren Annahme habe ich in meiner Dissertation dargelegt (pag. 17). 
Deformationen, die die genannten Voraussetzungen erfiillen, nennen wir 
»vollkommen stetige“ Deformationen*). Die Gleichheit der Totalkrimmung 
ist also die notwendige, (aber nicht hinreichende) Bedingung dafiir, daB 
zwei Flachen vollkommen stetig ineinander iibergefiihrt werden kénnen. 
Nun kann ich jede Flache, die denselben Zusammenhang hat wie die 
Kugel, d. h. fiir die K = 2 ist, und die auBerdem frei von Doppelkurven 
ist, auf die Kugel vollkommen stetig deformieren. DaB ich solche Flichen 
iiberhaupt auf die Kugel transformieren kann, ist aus der Funktionen- 
theorie her geliufig. Die vollkommene Stetigkeit wird dabei nur beim 
Verschwinden der Doppelkurven unterbrochen. Sind solche nicht vor- 
handen, so lat sich die Verwandlung vollkommen stetig ausfiihren. Daraus 
ergibt sich: Alle Flichen mit der Charakteristik K = 2 ohne Doppel- 
kurven haben die Totalkriimmung 47. 

Wir kénnten nun diesen rein auf der Anschauung beruhenden Weg 
weiter verfolgen. Wir wollen aber zuniichst rechnerisch aus dem die Curva- 
tura integra bestimmenden Integral einige Resultate ableiten. Diese werden 
uns dann die Fortsetzung der Uberlegung sehr erleichtern. 

Die Curvatura integra C eines Stiickes G der Fliche: z= 2(z, y) 
mit der Randkurve ¢ ist gegeben durch: 


fax: Zyy — 28 

C-Joa+atae 
wo do das Flichenelement bezeichnet. Damit unser Integral einen Sinn 
hat, ist vorausgesetzt, daB die Fliiche z= z(x,y) in dem Gebiete G mit 
ihren ersten Differentialquotienten stetig und das Kriimmungsmaf stets 
endlich sei und daB das letztere sich beim Fortschreiten lings einer be- 
liebigen Linie in G wenigstens abteilungsweise stetig andere. AuBerdem 
nehmen wir vorderhand ausdriicklich an, die betrachteten Flichen seien 
zweiseitig. Flichen, die diese Voraussetzung erfiillen, erhalte ich, wenn 
ich Stiicke beliebiger Flichen so zusammensetze, daB die entstehende 
Flache nirgends Ecken, Kanten oder dergl. hat. Am einfachsten iibersieht 
man das bei den Rotationsflichen. Ich kann etwa einen Kreiscylinder 
von endlicher Héhe durch Halbkugeln schlieBen. 


*) In analoger Weise kann man bei geschlossenen ebenen Kurven eine vollkom- 
men stetige Deformation definieren. Bestimmt man dann als Curvatura integra der 


Kurve J kds, wo k die bekannte Kriimmung, ds das Lingenelement ist, so ergibt 


sich der htibsche Satz: Die Gleichheit der Curvatura integra ist die hinreichende und 
notwendige Bedingung dafiir, dap sich zwei geschlossene ebene Kurven vollkommen 
stetig in einander deformieren lassen. (Vergl. Cap. I m. Diss.) 


11* 
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Nun haben wir gesehen, daB die Curvatura integra eines Flichen- 
stiickes, dessen Bild die Kugel einmal bedeckt, nur abhingt von der 
Randkurve und den Tangentialebenen in dieser. Daraus entnimmt man, 
daB es méglich ist, das Flichenintegral, durch das die Curvatura integra 
gegeben ist, darzustellen als Kurvenintegral iiber den Rand des Gebietes. 
Diese Umformung gelingt nun unschwer, wenn man bedenkt, daf das 
Integral der Curvatura integra nichts anderes darstellt als einen Fliichen- 
inhalt auf der Kugel. Einen solchen kann man leicht als Integral iiber 
den Rand darstellen und dieses Integral dann auf der Flaiche deuten. Aber 
das so gefundene Integral gilt nur fiir Gebiete der Fliche, welche Pole 
der Kugel nicht enthalten. Das abzubildende Flachenstiick darf also keine 
vertikalen Normalen, d. h. keine Extreme und Sattelpunkte enthalten. 
Enthilt es solche Punkte doch, so sind diese durch kleine Ovale aus- 
zuschlieBen. Die Ovale und ihre Bilder hat man zu den Grenzen hinzu- 
zurechnen. Wir nehmen nun an, die horizontalen Tangentialebenen 
beriihrten nur in Punkten, deren Kriimmungsmaf von 0 verschieden ist, 
eine Annahme, die, wie man leicht erkennt, unwesentlich ist. Dann geben 
die Ovale um diese Punkte wieder Ovale auf der Kugel und der Beitrag, 
den eine Oval zur Gesamtkriimmung liefert, la8t sich von vorneherein 
bestimmen. Wir kénnen dann die Ovale aus der Begrenzung des Kurven- 
integrals fortlassen und die ihnen entsprechenden Werte zu dem Werte, 
den die eigentliche Begrenzung des Flichenstiickes liefert, addieren. Man 
findet so: 


. 
£,dz, — z,dz, 


. v2 ean ta: 
*2,dz, — 2,42 
IL. C=—j.-wiw_1 + B42, 
- ¥ ee 4 Re 
=—|—Jo:’ Ww 2a 
e (22+ 2)-W 3 4 


W= Vi+ a+ % 

ist und die Indizes partielle Ableitungen nach den betreffenden Variablen 
bedeuten. Die Grenzkurve ¢ ist stets so zu durchlaufen, daB das Gebiet, 
dessen Curvatura integra bestimmt werden soll, zur Linken liegt. Die drei 
angegebenen Werte fiir die Totalkriimmung unterscheiden sich nur durch 
die Stellung, die Nord- und Siidpol in ihnen einnehmen und dement- 
sprechend in der Bestimmung der Zusatzglieder. 

In Formel I liefern die Punkte, die sich auf den Nordpol abbilden, 
keinen Beitrag, die sich auf den Siidpol abbildenden Extreme FE, und 
Sattelpunkte S, einen solchen von je + 4a resp. — 4a, so daB ist: 


R, - E.—8.. 


s 
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In Formel II vertauschen Nordpol und Siidpol ihre Rollen, sodaB, wenn 
wir die sich auf den Nordpol abbildenden Extreme und Sattelpunkte resp. 
mit EF, und S, bezeichnen, wird: 


R, = E,, — S,,. 

SchlieBlich ist in Formel III: 

R,= E-S=R8,4+ 8, 
wo E die Gesamtzahl der Extreme, S die der Sattelpunkte ist. Durch 
eine leichte Umformung kann man den Integranden allein als Funktion 
der Richtungscosinus £, 4, § auf dem Rande der betrachteten Fliche dar- 
stellen. Der erste Integrand wird beispielsweise: 

Edn —ndé ; 
1+ 

Wir erhalten so den Satz: Die Curvatura integra eines Fliichenstiickes 
hiingt nur ab von dem begrenzenden Streifen wnd von der Zahl der im 
Inneren gelegenen Extreme und Sattelpunkte. 

Fiir eine geschlossene Fliache ergiebt sich: 

Die Curvatura integra einer geschlossenen Fliiche hiingt nur ab von der 
Zahl der Extreme und Sattelpunkte. 

Zerlegen wir nimlich durch eine geschlossene Kurve die Fliche in 
zwei Teile, so heben sich aus der Summe der Totalkriimmungen beider 
Teile die Integrale heraus, da diese iiber dieselbe Kurve in entgegen- 
gesetztem Sinne zu erstrecken sind. (Genauer ergibt sich fiir die Total- 
kriimmung einer geschlossenen F'ldche: 


C=R,-4x=(E,—S,)-4x 
= R,- 4a = (E,—S,)- 42 
= R,- 2x =(E-—S) -2za, 


welche Relationen man leicht in Worte fat. Es ergibt sich auch: 
E, — 8,= E, — 8, == (E—S). 


Die Differenz der Extreme und Sattelpunkte ist also stets eine gerade 
Zahl; wir fiigen hinzu bei zweiseitigen Fldchen, denn diese Voraussetzung 
ist in unserem Resultate wesentlich enthalten. 

Um nun die Totalkriimmung C zu bestimmen, kénnten wir die 
Differenz E — S zu bestimmen suchen, sie etwa in Beziehung setzen zur 
Charakteristik. Wir wiirden dann im Prinzip dasselbe Verfahren ein- 
schlagen wie Dyck. Wir verfahren aber anders: wir driicken die Total- 
kriimmung direkt aus durch die Charakteristik, indem wir alle Flichen 
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zuriickfiihren auf doppelkurvenlose Flachen der Charakteristik 4 = 2, deren 
Totalkriimmung wir schon als 4m erkannt haben. Als Mittel zu dieser 
Reduktion dient die Aquivalentkriimmung. 


§ 2. 
Die Aquivalentkriimmung. 


Wir gehen aus von der Betrachtung der Spitze eines Kreiskegels. 

(s. Fig. 1.) Wir legen in den Kegel eine Kugelschale FEG. Wir kénnen 
uns nun die Kegelspitze entstanden denken dadurch, daB der Mittelpunkt 
‘ M dieser Kugelschale auf der Geraden OH auf die 
Spitze O sich zubewegt, wiihrend ihr Radius so abnimmt, 
daB die Kugel dauernd den Kegel beriihrt, bis O M schlieB- 
lich unendlich klein wird. Der Inhalt der Kugelschale wird 
dabei immer kleiner, aber ihre Curvatura integra andert sich 
nicht. Es hindert uns nun nichts, festzusetzen, da® der 
Kegelspitze, in die die Kugelschale iibergeht, wenn ihr 
Radius nach 0 hin abnimmt, dieselbe Kriimmung zukomme, 
wie der Kugelschale. Da das die Curvatura integra einer 
der Spitze ,,iiquivalenten* Fliche ist, so wollen wir 
diese Kriimmung kurz: ,,Aquivalentkriimmung“ nennen. Es entspricht also 
der Kegelspitze auf der Kugel ein endliches Flichenstiick. Das steht 
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vollkommen damit in Einklang, daB das GauBsche Kriimmungsmab: lim t, 
r=0 
wo f der Flicheninhalt einer den Punkt enthaltenden Fliche, /’ der ihres 
sphirischen Bildes ist, fiir einen solchen Punkt oo ist. 

Was wir jetzt bei der Kreiskegelspitze gemacht haben, wollen wir 
allgemein durchfiihren. 

Wir schlieBen die betreffende Singularitiét (Punkte oder Kurven) 
durch eine oder wenn nétig durch mehrere Kurven ein und denken uns 
diese Kurven so durchlaufen, daB die Singularitat stets zur Linken liegt. 
Diese Kurven iibertragen wir auf die Kugel, wo sie einen bestimmten 
Flacheninhalt umschlieBen, der durch ein Integral tiber die Kurven gegeben 
ist. Die die Singularitaét einschlieBenden Kurven lassen wir sich immer 
enger um die Singularitét zusammenziehen und bilden schlieBlich den 
Grenzwert (indem wir irgend einen ProzeB zugrunde legen, der uns die 
Garantie gibt, diesen Grenzwert zu erhalten, bei einer Spitze etwa den 
gréBten geoditischen Abstand der Spitze von der Kurve nach 0 hin 
konvergieren lassen). Wenn dieser Grenzlage ein bestimmter Flicheninhalt 
auf der Kugel entspricht, so schreiben wir ihn der Singularitit als 
Aquivalentkriimmung zu. 
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Die Aquivalentkriimmung ist also gleich dem Grenzwert des Fliichen- 
inhaltes, den das Bild einer die Singularitéit umschlieBenden Kurve auf’ der 
Kugel bestimmt, wenn diese Kurve sich in die Singularitét zusammenzieht. 

Dieser Grenzwert ist nach der Definition bei einer kegelférmigen 
Spitze identisch mit der Aquivalentkriimmung der Spitze des Tangential- 
kegels, da beide ja denselben Grenznormalenkegel haben. Bei der Spitze 
eines Kegels brauchen wir aber nicht erst den Grenziibergang auszufiihren, 
um die Kriimmung zu erhalten; denn das in § 1 abgeleitete Integral iiber 
irgend einen die Spitze einfach umschlieBenden Streifen ist gleich der 
Aquivalentkriimmung der Spitze, da ja das KriimmungsmaB des Mantels 
in jedem Punkte 0 ist. Die Aquivalentkriimmung ist also durch ein 
Integral iiber einen Streifen des Tangentialkegels gegeben. 

Denken wir uns die Spitze des Tangentialkegels in dem Mittelpunkte 
der Einheitskugel liegen, so ist der zugehérige Normalkegel der sogenannte 
zum Tangentialkegel ,,polareé Kegel, und die Aquivalentkriimmung ist 
nichts anderes wie das von dem Polarkegel ausgeschnittene Kugelstiick, 
also die ,Appertur“ des Polarkegels. 

Wir wollen im folgenden nun einige Singularitiiten in Bezug auf 
ihre Aquivalentkriimmung betrachten. 

In einer wirklichen Spitze artet der Tangentialkegel in eine Gerade 
aus. Der zugehérige Normalkegel ist eine Ebene. Die Aquivalentkriim- 
mung einer solchen Spitze ist also 22. 

Betrachten wir jetzt eine geschlossene Kante. Dieselbe wird ein- 
geschlossen durch zwei Kurven. Die Integrale I, II oder III (§ 1) iiber 
diese Kurve geben in der Grenze die Aquivalentkriimmung. Hierbei 
miissen natiirlich, wenn der Nord- oder Siidpol innerhalb des der Kante 
iiquivalenten Gebietes liegt, diese in richtiger Weise beriicksichtigt werden. 
Das macht aber in speziellen Fallen keine Schwierigkeit. Diese Definition 
der Aquivalentkriimmung einer Kante ist gleichwertig der folgenden, die 
fiir die Anwendung und namentlich fiir die Anschauung meist bequemer 
ist. In einem Kantenpunkte nimmt die Normale zwei bestimmte Grenz- 
werte an. Zu der Ebene dieser Normalen — der Normalebene der Kante — 
legen wir durch den Mittelpunkt der Einheitskugel eine Parallelebene. 
Diese schneidet auf der Kugel einen gréBten Kreis aus. Dem Kanten- 
punkte schreiben wir als Aquivalent den zwischen den Bildpunkten der 
beiden Normalen liegenden kiirzeren Teil dieses Kreishogens zu. Wenn 
wir die beiden Normalen an der geschlossenen Kurve entlang laufen 
lassen, so bewegt sich der Kreisbogen auf der Kugel, und der von ihm 
beschriebene Flaichenraum, in der richtigen Weise in positive und negative 
Teile zerlegt, ist die Aquivalentkriimmung der Kante. Diese Auffassung 
der Aquivalentkriimmung einer Kante, die sich in praxi mit der frither 
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entwickelten deckt, hat ihr gegeniiber den Vorzug, daB sie einem beliebig 
aus einer Kante herausgegriffenen Stiick eine bestimmte Aquivalentkriim- 
mung zuschreibt. 

Zwei Flichenmintel mégen sich lings einer Kurve durchdringen; wir 
zerschneiden diese Mintel liings dieser Kurve und heften je zwei der ent- 
standenen Riander so zusammen, da8 zwei Kanten entstehen. Aus diesen 
Kanten denken wir uns durch die Normalebenen in einander entsprechen- 
den Punkten R, R’ und S, S’ je ein Stiick herausgeschnitten und wollen 
sehen, wie sich die Aquivalentkriimmungen dieser 
Stiicke verhalten (s. Fig. 2). Die Normale auf einem 
Flichenstiick bestimmen wir dabei willkiirlich, die 
auf den anderen wahlen wir dann so, wie wir sie 
auf der unzerschnittenen Fliche hatten bestimmen 
miissen. Dann ergibt eine einfache Betrachtung: 

Fig. 2. Die Aquivalentkriimmungen der beiden Kurven- 
stiicke sind absolut genommen gleich, haben aber 
entgegengesetztes Vorzeichen; denn die den beiden Kanten entsprechenden 
Flacheninhalte decken sich, werden aber entgegengesetzt durchlaufen. 
Wenn wir also die sich in einer geschlossenen Doppelkurve durchdringenden 
Miéintel zerschneiden und in anderer Weise aneinanderheften, so haben die 
entstehenden Kanten entgegengesetzte Aquivalentkriimmung. Fine einzelne 
Kurve auf einer Fiche liefert keinen Beitrag zur Totalkriimmung; die 
Kurven, die die geschlossene Doppelkurve auf den einzelnen Minteln be- 
stimmt, liefern also keinen Beitrag. Zerschneide ich die Fliche, bilde 
durch Umheftung die Kanten, und rechne ihre Aquivalentkriimmungen zur 
Curvatura integra hinzu, so liefert zwar jede der Kanten einen Beitrag, 
aber diese Beitriige heben sich fort, sodaB die Curvatura integra der 
Gesamtfliche durch unsere Umschaltung ungeiindert bleibt. Wir bemerken 
noch, da, wenn einer der sich durchdringenden Flachenmintel eine Kante 
enthilt, diese Kante beim Umschalten zwei Ecken liefert, deren Aquivalent- 
kriimmungen auch entgegengesetzt gleich sind, die sich also auch gegen- 
seitig in ihrem EinfluB zerstéren. 

Im besonderen Grade erregt unsere Beachtung 
der Endpunkt einer Doppelkurve. Wir denken uns 
zwei tibereinanderliegende ebene Blatter lings eines 
vom Punkte P ausgehenden Strahles zerschnitten 
und die Rander nach Art eines Riemannschen Blattes 
iiberkreuz aneinander geheftet. Dieses Blatt werde 
dann in irgend einer Weise deformiert. In der 
Umgebung von P hat dann die Flaiche etwa die in Fig. 3 gezeichnete 
Form. Den Tangentialkegel in P erhalten wir, wenn wir zwei Kegel 
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aneinanderlegen (im allgemeinen mit einer scharfen Kante), lings der 
Beriihrungslinie zerschneiden und iiberkreuz aneinanderheften. Diesen 
Tangentialkegel brauchen wir allein zu betrachten. Die Aquivalentkriim- 
mung der Spitze ergibt sich, wenn wir die Gesamtspitze mit einer Kurve 
umgeben und lings dieser Kurve hin integrieren. Ihre Kriimmung sei A. 
Bezeichnen wir die beiden Teile, in die diese Kurve durch die Doppel- 
kurve geteilt wird, mit c, und ¢,, und die Integrale iiber eine Kurve immer 
mit J und dem Index, durch den die Kurve bezeichnet wird, so ist: 
A=I1,+ 4. 

Dabei wiihlen wir den Integranden passend nach §1 I—III oder umgeben 
die Pole mit Kreisen, die wir als schon in ¢, oder ¢, enthalten ansehen. 
Von P aus zerschneiden wir die Flachenmintel lings der Doppelkurve 
und heften die Riander so aneinander, daB aus P zwei getrennte Spitzen 
entstehen. Hat die eine von ihnen die Aquivalentkriimmung A,, die 
andere A,, so ergibt sich leicht: 


A=A,+ A,, 


denn es ist: A, = J, + /,, A, =I, —J;, wo J, das Integral iiber den Kreis- 
bogen ¢, ist, auf den sich die Kantenpunkte abbilden; derselbe ist, wenn wir 
den Normalen der beiden Kegel ihre urspriingliche Richtung lassen, fiir die 
Punkte beider Kanten derselbe, wird aber bei der Integration 
in verschiedenen Richtungen durchlaufen. Wenn also eine 
Fliche eine endende Doppelkurve enthilt und es nach dem 
Zerschneiden méglich ist, die Riinder so zu heften, da® an 
beiden Enden gleichzeitig zwei getrennte Spitzen entstehen, 
(siehe Fig. 4), so wird durch diese Umschaltung die Curvatura 
integra der Gesamtfliiche nicht geiindert, (wobei, wie immer, die Aquivalent- 
kriimmung als ein Teil der Curvatura integra angesehen wird). 

Die ausgefiihrte Zerschneidung und Umheftung einer endenden Doppel- 
kurve, bei der im Ganzen vier Spitzen entstehen, ist aber durchaus nicht 
immer méglich. Wenn wir ein ebenes Doppelblatt 
wie vorhin lings eines Strahls von P aus zer- 
schneiden, die Riinder kreuzweise aneinanderheften, 
jetzt aber nur bis zum Punkte P’ (s. Fig. 5), von 
dort ab die direkt iibereinanderliegenden Rinder 
miteinander verbinden, so erhalten wir eine Kurve, 
bei deren Umheftung, immer nur an einer Seite zwei 
getrennte Spitzen entstehen. Diese Doppelkurven nennen wir: ,,Doppel- 
kurven mit wngleicher Endenschaltung“, die vorigen ,,Doppelkurven mit 
gleicher Endenschaltung“. Uhr Auftreten veranlaBt uns zu der Frage: 
Wenn ich das Ende einer Doppelkurve so umschalte, daB bloB eine Spitze 





Fig. 4. 








Fig. 5. 
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entsteht, wie verhalt sich dann die Aquivalentkriimmung A’ der entstehen- 
den Spitze zu der A der urspriinglich gegebenen? 

Durch einfache Betrachtungen findet man: 

A= A’+2n. 
Diese Relation kann bei der Ableitung der Curvatura integra spezieller 
einseitiger Flachen zuweilen gute Dienste tun. 

Noch eine kurze Bemerkung wollen wir hinzufiigen. Die iiber die 
Aquivalentkriimmung zweier durch Umschaltung einer Doppelkurve ent- 
standenen Kanten angestellte Betrachtung gilt auch in folgendem speziellen 
Falle. Wir denken uns eine Fliiche doppelt belegt, zerschneiden die beiden 
Belegungen lings einer geschlossenen Kurve und heften die obere Be- 
legung an die untere. Die dadurch entstehenden Kanten haben auch ent- 
gegengesetzt gleiche Aquivalentkriimmung; jedem Kantenpunkte entspricht 
ein Halbkreis auf der Kugel. Ein einzelner Kantenpunkt liefert zur 
Aquivalentkriimmung keinen Beitrag (vorausgesetzt natiirlich, daB die 
Schnittkurve in ihm eine stetige Tangente hat). Zerschneiden wir aber 
jetzt von einem Punkte der Kante ausgehend die beiden Blatter abermals 
und heften die iibereinanderliegenden Riinder zusammen, so haben die da- 
durch entstehenden zwei Spitzen zusammen die Aquivalentkriimmung 27, 
wie man leicht sieht. Das Entstehen eines solchen Punktes vermehrt also 
die Curvatura integra um 22. 


§ 3. 
Die Curvatura integra von zweiseitigen Flichen. 


Wir wollen nun zunichst die Totalkriimmung einer beliebigen zwei- 
seitigen Flache bestimmen. Wir haben gesehen: Hine geschlossene Flache 
vom Geschlechte p= 0, d. i. eine Fliiche der Charakteristik K = 2, die 
selbst stetig ist, stetige Richtungscosinus der Normalen hat und deren Kriim- 
mungsmaB nirgends unendlich wird, hat die Totalkriimmung 42. Nach 
Definition der Aquivalentkriimmung kénnen wir die obigen Voraussetzungen 
fallen lassen bis auf die Forderung, daB die Fliche selbst stetig ist. Auch 
Flachen mit Kanten und Ecken der Charakteristik K = 2, die frei von 
Doppelkurven sind, haben die Curvatura integra 42. Dabei verstehen 
wir hier unter der Curvatura integra C stets die Totalkriimmung der 
reguliren Flichenmiintel vermehrt um die Aquivalentkriimmung der singu- 
laren Stellen. Unsere Definition der Aquivalentkriimmung tut ja nichts 
anderes, als die Stellen mit unendlichem Kriimmungsma8 ersetzen durch 
Flichen mit endlicher Kriimmung; sie rundet die Unstetigkeiten ab. Die 
Kurven auf der Kugel, welche die den Singularititen entsprechenden 
Flachenstiicke begrenzen, treten gleichzeitig als Begrenzung der Bilder der 
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reguliren Flachenmiantel auf, so daB die Integrale iiber sie sich fortheben. 
Wenn wir ein einfach berandetes einfach zusammenhingendes Flichen- 
stiick doppelt belegt denken, und annehmen, die beiden Belege hingen an 
den Randern zusammen, so hat diese Flaiche die Totalkriimmung 42. Bei 
einem so als doppelt belegt aufgefaBten Kugeloktanten hat z. B. jede Be- 


legung die Kriimmung — jede Kante die Kriimmung 0, jede der Ecken 


die Aquivalentkriimmung z, so daB diese Fliche in der Tat die Curvatura 
integra 47 hat. 

Wir denken uns eine zweiseitige, doppelpunktlose Fliche mit der 
Curvatura integra C und der Charakteristik K doppelt belegt, ziehen 
durch beide Belege die 6 nicht zerstiickenden Riickkehrschnitte und heften 
die iibereinanderliegenden Rander aneinander. Wir erhalten eine Fliche 
mit 26 geschlossenen Kanten. Hierbei andert sich nach § 4 die Total- 
kriimmung nicht, bleibt also in Riicksicht auf die doppelte Belegung 2C. 
Ziehen wir auf der entstandenen Fliche 26 — 1 die Kanten in bestimmter 
Weise verbindende, beide Belege durchdringende Schnitte und heften die 
iibereinanderliegenden Rander aneinander, so erhalten wir eine Fliche von 
der Charakteristik K—=2. Diese hat einerseits die Totalkriimmung 42, 
anderseits die Kriimmung 2C + 42(26—1); denn bei jedem der letzten 
Schnitte entstehen zwei der am Schlusse von § 4 besprochenen Punkte, 
die die Aquivalentkriimmung 2 haben. Mithin ist: 

4n = 2C + 4a(206-1), 
also: 
C= K.2x=(1—p)4z 
d. h. die Totalkriimmung einer geschlossenen zweiseitigen Fliche ohne Doppel- 
punkte ist gleich der mit 2x multiplizierten Charakteristik der Fiche. 

Bevor wir nun die Formeln fiir Flichen mit Doppelkurven aufstellen, 
miissen wir einige Worte iiber Doppelkurven im allgemeinen sagen. 

Die beiden Arten von nichtgeschlossenen Doppelkurven: Doppelkurven 
mit gleicher und solche mit ungleicher Endenschaltung haben wir schon 
im § 2 kennen gelernt. Die letzteren haben stets die Einseitigkeit zur 
Folge, kiimmern uns hier also noch nicht. (In Fig. 5 ist ein Riickkehr- 
schnitt eingezeichnet, lings dessen sich die Normale umkehrt). 

Mannigfaltiger sind scheinbar die Arten der geschlossenen Doppel- 
kurven. Denken wir uns in einem Punkte der Doppelkurve auf beiden 
Manteln in einer bestimmten Richtung die Normalen errichtet und nun 
diese beiden Normalen miteinander die Doppelkurve durchlaufen, so kénnen 
diese nach ihrer Riickkehr zum Ausgangspunkte acht verschiedene Lagen 
einnehmen. Wie man leicht sieht, sind dreimal je zwei von den erhaltenen 
Konfigurationen insofern identisch, als sie bei Umkehrung einer der 
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Anfangsrichtungen der Normalen oder bei Umkehr des Umlaufungssinnes 
der Doppelkurve ineinander iibergehen. Es bleiben nur noch die fiinf in 
Fig. 6 a—e dargestellten Fille iibrig. Fig. 6 a@ stellt die Anfangslage der 
i. 3 m Normalen dar, von denen die eine von der an- 
deren durch Strichelung unterschieden ist. Die 
| Pine sag 4. Normalen kénnen in den Lagen a, b, ¢, d, e 
P- zuriickkehren. Die Doppelkurven wollen wir ent- 
A sprechend als Typus a—e unterscheiden. Fall a 
ist der gewohnliche. Im Falle b kehren beide Nor- 
malen ihre Richtung um. Die zugehérige Fliche 
ist also einseitig, und bei ihr ist k’ < 0 (6 > 2) 
da die Spuren der Doppelkurve auf den Minteln zwei Riickkehrschnitte 
der zweiten Art liefern. Im Falle ¢ kehrt sich die eine Normale um, die 
Flaiche ist also auch einseitig. Fall d und ¢ gehéren insofern zusammen, 
als bei ihnen die Normalen nach einmaligem Umlauf nicht auf den Aus- 
gangsmiinteln zuriickkehren. Bei zweimaligem Umlauf baben bei Typus d 
die Normalen wieder ihre alte Richtung, bei e dagegen die entgegen- 
gesetzte. Erst nach viermaligem Umlauf nehmen in diesem Falle die 
Normalen wieder die Ausgangsrichtung an. Wihrend Typus d sehr wohl 
auf zweiseitigen Flichen méglich ist, hat eine Doppelkurve vom Typus e 
die EKinseitigkeit der zugehérigen Fliche im Gefolge. 

Aber eine einfache Bemerkung wird die Zahl dieser Typen abermals 
um drei verringern. Solange man die Flache als ein starres Gebilde an- 
sieht, steht jeder Typus gleichwertig neben dem anderen. Von dem all- 
gemeinen Standpunkte der Analysis situs aus gehéren aber Flichen, die 
durch vollkommen stetige Deformation in einander iibergehen, zusammen, 
und Eigenschaften, die bei einer solechen Deformation nicht erhalten bleiben, 
fallen aus dem Rahmen unserer Betrachtung. Durch eine beliebig kleine, 
vollkommen stetige Deformation lassen sich aber die Typen b, c, d auf 
Typus a und e reduzieren. Nehmen wir der Einfachheit wegen wieder 
Stetigkeit der Tangentialebene an. Dann sind 
die Doppelkurven b, c, d nicht ohne Selbst- 
beriihrungspunkte méglich, in denen sich die 
Flichenmantel lings zweier Doppelkurven 
durchsetzen (s. Fig. 7a). Nun sieht man leicht, 
daB durch eine beliebig kleine Hebung oder 
Senkung eines Blattes der Selbstberiihrungs- 
punkt verschwindet, und die in Fig. 7a gezeichnete Umgebung des Selbst- 
beriihrungspunktes das in Fig. 7b dargestellte Aussehen gewinnt. Die beiden 
sich im Selbstberiihrungspunkte schneidenden Doppelkurven werden durch 
diese unendlich kleine Deformation also hintereinander geschaltet oder ge- 


cf 


Fig. 6. 





Fig. 7. 
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trennt. Mit den Selbstberiihrungspunkten verschwinden gleichzeitig die 
Typen b, c,d. Wir haben also blo8 die Doppelkurven a und e zu betrachten, 
von denen die letztere auch aus den Betrachtungen dieses Paragraphen 
herausfallt, da sie nur bei einseitigen Flachen méglich ist. Von den offenen 
Doppelkurven untersuchen wir hier nur die mit gleicher Endenschaltung. 

Die betrachtete Fliiche enthalte eine geschlossene Doppelkurve. Wir 
zerschneiden die beiden sich durchdringenden Mintel lings der Durch- 
dringungskurve und heften so um, da wir wieder eine geschlossene Fiche 
erhalten. Dabei kehren sich eventuell in einigen Flichenteilen die Nor- 
malen um; das iindert aber nur die Lage der Bilder dieser Teile auf der 
Kugel, nicht ihre GréBe. Hiernach und nach dem in § 2 iiber solche 
Umschaltungen Abgeleiteten ist die Totalkriimmung der entstehenden 
Fliche gleich der der urspriinglichen. Lat sich zeigen, daB die ent- 
stehende Flache dieselbe Charakteristik hat wie die friihere, so folgt, dab 
eine geschlossene Doppelkurve die Totalkriimmung nicht indert. 

Dieser Nachweis la8t sich nun in der Tat leicht fiihren. Somit haben 
wir den Satz: Eine geschlossene, sich nicht schneidende Doppelkurve vom 
Typus @ indert die Totalkriimmung einer Fliche nicht; es ist immer noch: 

C=K.-2za. 
Dieses Resultat la8t sich nun ohne weiteres auf » einander nicht schnei- 
dende Doppelkurven erweitern. 

Ebenso leicht erledigen sich die nicht geschlossenen Doppelkurven 
mit gleicher Kndenschaltung. Es sei bei einer Fliiche bloB eine solche 
Doppelkurve vorhanden. Wir zerschneiden liings der Doppelkurve und 
heften so um, daB an beiden Enden zwei getrennte Spitzen entstehen. 
Das ist nach Definition immer méglich und findert nach § 2 die Curvatura 
integra der Gesamtfliche nicht. Zerfillt die Fliche bei dieser Umschaltung, 
so sind auf den beiden entstehenden Flachen zusammen genau so viel 
Riickkehrschnitte wie auf der urspriinglichen; denn der Schnitt lings der 
Doppelkurve ist gleichwertig dem Schnitt lings der der Doppelkurve be- 
liebig nahen Kurve ¢ (s. Fig. 4). Wir kénnen das System der Riickkehr- 
schnitte so wihlen, daB es diese geschlossene zerstiickende Kurve ¢ nicht 
schneidet. Bezeichnen wir die Totalkriimmungen der entstehenden beiden 
Flichen und die Zahl ihrer Riickkehrschnitte durch die Indices 1 bezw. 


2, so ist: C, = (i—«)4e, 
C, = (1—o,) 42, 
C=C, + C, =(2—-(,+46)}- 4x, 
6, + 6,=6, 
C = (2—26)-2a + 4a. 
C= K-2a+4+ 4z. 
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Dieselbe Formel ergibt sich, wenn ¢ nicht zerstiickt, denn dann ent- 
halt die neue Flache einen Riickkehrschnitt weniger als die alte, hat aber 
dieselbe Totalkriimmung. Wir sehen also: 

Eine offene Doppelkurve mit gleicher Endenschaltung erhiht die Curva- 
tura integra einer Fliiche um 42. 

Hat die Filaiche » offene, einander nicht schneidende Doppelkurven, 
so finden wir in ganz entsprechender Weise: 

C=K-.2x+n-4z, 
d. h. die Curvatura integra wird durch diese » Kurven um n-42 erhdht. 

Hiernach hat die zweiblittrige Riemannsche Fliiche auf der Kugel 
mit zwei Verzweigungspunkten die Curvatura integra 82, denn bei ihr 
ist K=2, n=1. Das stimmt aufs beste mit der Anschauung iiberein. 

Haben wir eine zweiblittrige Riemannsche Fliiche auf der Kugel mit 
n Verzweigungsschnitten, so bestimmt sich das Geschlecht p dieser Flache 
auf die einfachste Weise. Ihre Curvatura Integra C ist naimlich einerseits: 

C= 82, 
anderseits nach vorigem Satze: 
C= (1—p)4a + n-4z, 
Mithin: 
p=n—1. 
Das Geschlecht einer zweiblittrigen Riemannschen Fliiche ist also wm 1 kleiner 
als die Zahl der Verzweigungsschnitte. 

Wir haben bisher angenommen die Doppelkurven schnitten sich nicht. 
Diese Annahme ist nun iiberfliissig, worauf wir hier aber nicht eingehen 
wollen (vergl. m. Diss. pg. 31). Auch sonstige Besonderheiten lassen sich 


mit den bisher besprochenen Methoden leicht behandeln. Das Resultat 
kénnen wir dahin zusammenfassen: 


Die Curvatura integra einer geschlossenen, zweiseitigen Fliiche mit n 
nichtgeschlossenen Doppelkurven ist: 


C= K.2x+n.42. 


Da wir schon friiher gesehen hatten, daB die Totalkrtimmung einer Fliche 
mit stetiger Tangentialebene, die frei ist von offenen Doppelkurven, ist: 


C =(E—S) - 2a, 
so ergibt sich fiir die Charakteristik K: 


K=E-S. 
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§ 4. 


Die Curvatura integra von einseitigen Flichen. Die Polyeder. 
Ein Satz iiber Fliichen von durchweg positiver Kriimmung. 


Unter einer einseitigen Flaiche versteht man bekanntlich eine Fliche, 
auf der geschlossene Wege existieren, lings deren sich die Normale um- 
kehrt. Auf einer bestimmten Fliiche gibt es eine Maximalzahl oy, von 
solchen Wegen, die einander nicht schneiden. Die Schnitte lings dieser 
Wege zerstiicken die Flaiche nie. Ihre Charakteristik ist dann: 

K =2 — oy. 
Je zwei dieser Schnitte lassen sich zu einem Schnitte erster Art zusammen- 
fassen, wie das schon in der Einleitung bemerkt wurde. Wiihrend nun 
bei geschlossenen zweiseitigen Flichen die Charakteristik stets gerade ist, 
kann sie hier jeden Wert <1 annehmen. 

Fiir die einseitigen Flichen gebraucht man auBer diesem Namen 
noch die Bezeichnung ,,Doppelfliche“*). Den beiden Bezeichnungen ent- 
spricht eine verschiedene Auffassung desselben Gegenstandes. Bei einer 
yeinseitigen Flaiche“ unterscheiden wir in der Umgebung eines Punktes 
innere und fuBere Seite der Fliiche, gerade wie bei den zweiseitigen 
Flichen. Der Unterschied liegt darin, daB wir bei den einseitigen Flichen 
von der iiuferen zur inneren Seite gelangen kénnen, ohne den Mantel zu 
durchdringen, was bei den zweiseitigen Flichen unméglich ist. Die gesamte 
einseitige Fliche hat deshalb nicht zwei Seiten. Eine Kurve denkt man 
sich nicht ,auf“ sondern ,,in“ der Fliche gezogen, so daB sie gleichzeitig 
auf den beiden Seiten erscheint. Ein Riickkehrschnitt zweiter Art ist 
nach einmaligem Umlauf geschlossen. Mit dem Namen _,,Doppelfliche“ 
verbindet man die Vorstellung, die einseitige sei durch eine zugehérige 
zweiseitige Fliiche ersetzt. Tragen wir auf den Normalen einer Flache 
nach beiden Seiten hin das beliebig kleine Stiickchen ¢ ab, so bekommen 
wir eine Parallelfliche. Bei zweiseitigen Flachen besteht diese aus zwei 
getrennten Miinteln, bei einseitigen Flichen bloB aus einem Mantel. Man 
kénnte fiiglich ein- und zweiseitige Flichen unterscheiden als Flichen mit 
ein- und zweischaligen Parallelflichen. Wenn man eine einseitige Fiche 
eine Doppelfliche nennt, so denkt man dabei an diese zweiseitige, ein- 
schalige Parallelfliiche, bei der man sich ¢ nach 0 hin abnehmen denkt. 
Ein Riickkehrschnitt zweiter Art ist auf ihr nach zweimaligem Umlauf 


*) Die Namen einseitige Fliiche, Fliiche mit umkehrbarer Normale, Fliche mit 
umkehrbarer Indikatrix sind gleichbedeutend. Wegen der dem letzten Namen zu 
Grunde liegenden Vorstellung, die die Einseitigkeit als eine ,,innere“ Eigenschaft der 
Fliche zeigt, vergl. Klein, Math. Ann. IX, pg. 479. Dyck, a. a. O., pg. 474. 
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geschlossen. Wir wollen dementsprechend die Bezeichnungen einseitige 
Flache und Doppelfliiche auseinanderhalten. Die letztere ist, wie wir noch 
einmal hervorheben, ein zweiseitiges Surrogat der einseitigen Fliche. Fabt 
man die einseitigen Flichen als Doppelfliichen auf, so muB man konsequenter 
Weise auch alle zweiseitigen Fliichen durch ihre unendlich benachbarten 
Parallelflachen ersetzen und ihnen die doppelte Charakteristik geben. Auch 
die Curvatura integra der zweiseitigen Flichen wiire dann zu verdoppeln. 
Ubertragen wir die einseitigen Flichen auf die Kugel, so entsprechen 
jedem Flichenpunkte zwei einander diametral gegeniiberliegende Punkte 
der Kugel. Die Totalkriimmung C’ der einseitigen Fliche ist identisch 
mit der der Doppelfliiche. Um sie mit der Curvatura integra zweiseitiger 
Flachen vergleichen zu kénnen, miiBten wir diese also mit zwei multi- 
plizieren. Statt dessen wollen wir aber die Curvatura integra C’ der ein- 
seitigen Flachen durch zwei dividieren und die erhaltene Zahl C fernerhin 
kurz Curvatura integra der einseitigen Fliiche, C’ Curvatura integra der 


Doppelfliche nennen, so daB ist: C= . Cc". 


Die Totalkriimmung C der einseitigen Fliiche bestimmt sich also als 
die Hilfte der Totalkriimmung C’ der Doppelfliche. Da diese aber zwei- 
seitig ist, so gelten fiir sie die im vorigen Kapitel gefundenen Werte, und 
es handelt sich hier nur darum, die Charakteristik K’ der Doppelfliche 
auszudriicken durch die K der einseitigen Fliche, und zu sehen, wie sich 
die Doppelkurven auf die Doppelfliche iibertragen. 

Nehmen wir an, auf der einseitigen Fliche seien alle Riickkehrschnitte 
erster Art durch die zweiter Art ersetzt. Deren Zahl sei oj. Dann ist: 
K = 2—6y. Nach Ausfiihrung dieser Schnitte gibt es keinen Weg mehr 
von der einen Seite auf die andere, die zugehérige Doppelfliche besteht 
dann aus zwei getrennten Blattern. Damit die Doppelfliiche nicht in diese 
zerfallt, miissen wir noch eine Bahn offen lassen, die die beiden Seiten 
verbindet. Ich darf also bloB 6, — 1 Schnitte legen. Jeder dieser Schnitte 
erscheint auf der Doppelfliiche als Riickkehrschnitt erster Art. Danach 
ist ihre Charakteristik K’: 

K’ = 2 — 2(6y—1) = 2(2—6y), 
K’ = 2K. 

Die Curvatura integra der Doppelfliche ist nun: 

C’ = K’-2x+m-4a, 


At tz wo m in noch zu bestimmender Weise von den Doppel- 
kurven der einseitigen Fliche abhingt. Eine geschlossene 
Doppelkurve A des Typus a liefert auf der Doppelfliiche vier 
Fig. 8. solehe Kurven 1, 2, 3, 4 (s. Fig. 8). Einer geschlossenen 
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Doppelkurve vom Typus e entspricht auf der Doppelfliche eine Kurve 
vom Typus a. Denn erst nach dem Durchlaufen von 2, 3, 4 (Fig. 8) 
komme ich nach 1 zuriick und zwar mit der urspriinglichen Konfiguration 
der Normale. Daraus folgt: Geschlossene Doppelkurven der einseitigen 
Flaichen andern die Curvatura integra der Doppelfliche nicht. Anders ist 
es natiirlich mit den offenen Doppelkurven. Eine offene Doppelkurve a 
mit gleicher Endenschaltung liefert, wie die Anschauung lehrt, auf der 
Doppelflache zwei entsprechende offene Doppelkurven 1, 2 und eine ge- 
schlossene Doppelkurve 3, die in Fig. 9a schematisch ge- 
zeichnet sind. In jedem Ende einer Doppelkurve b mit SSS 
ungleicher Endenschaltung hat nun die Doppelfliiche dasselbe Fig. 9a, 
Aussehen wie bei den Enden von a, nur die Lage der Enden in Bezug 
aufeinander ist gedreht, so daB einer Doppelkurve } mit e 
ungleicher Endenschaltung zwei Doppelkurven mit gleicher SS) 
Endenschaltung entsprechen (s. Fig. 9b). Jede offene Doppel- — 
kurve erhéht demnach die Curvatura integra der Doppelfliche um 2-42. 
Demzufolge ist: 








CO’ = K’.2a+ 2n-4a, 


wo n die Zahl der offenen Doppelkurven der einseitigen Flichen ist, 
oder da: 


8 , ae , 
C= > C, K=,K,, 
C=K-2x+n-4z. 


Mehrfache Punkte iibertragen sich auf die Doppelfliche, sie andern 
die Curvatura integra dieser und dementsprechend die der einseitigen 
Fliche nicht. 

Wir haben also fiir die Curvatura integra der einseitigen F'liche die- 
selbe Formel gefunden, wie fiir die der zweiseitigen Flichen, wenn wir die 
Curvatura in der besprochenen Weise auffassen. 

Die fiir die Totalkriimmung abgeleitete Formel gilt nun vermége der 
Definition der Aquivalentkriimmung auch fiir Polyeder. Dort liefern aber 
nur die Ecken Beitrige zur Totalkriimmung; diese ist gleich der Summe 
der Aquivalentkriimmungen der Ecken. Die Aquivalentkriimmung einer 
Ecke ist nun nichts anderes wie der von der Polarecke gebildete rium- 
liche Winkel. Die Summe dieser Winkel laBt sich in einfacher Weise 
ausdriicken durch die Anzahl der Kanten, Ecken, Flachen und sonstiger 
fiir das Polyeder charakteristischer Zahlen. Man ‘erhiilt so die Curvatura 
integra C ausgedriickt einmal durch K und m (oder p und m), das andere 
Mal durch Kanten, Ecken, Flichen etc. Die Gleichsetzung gibt je nach 
den iiber das Polyeder gemachten Annahmen die Eulerschen Sitze oder die 
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Hesseschen Formeln die so auf einheitliche Weise aus einem héheren Prinzipe 
abgeleitet werden. 

Bei Flaichen, die unsere urspriinglichen Voraussetzungen erfiillen, die 
also frei von Kanten, endenden Doppelkurven etc. sind, ist: 

K'=E' -S, 
wo E’, S’ die Zahl der Extreme, resp. Sattelpunkte der Doppelfliche be- 
zeichnet. Jedes Extrem und jedes Maximinimum der einseitigen Flache 
liefert nun zwei entsprechende Punkte der Doppelflache, so daB wir fiir 
die Charakteristik K, und die Anzahl E und S der Extreme und Sattel- 
punkte der einseitigen Fiche die Relation haben: 

K=E-S. 

Diese Relation gilt also fiir alle geschlossenen Flachen, die in unserem 
Sinne singularitiitenfrei sind, d. h. fiir Flichen, die ganz im Endlichen 
liegen, keine Riander, Kanten, Spitzen oder Verzweigungspunkte enthalten, 

. die dementsprechend keine endenden, wohl aber geschlossene Doppelkurven 


enthalten diirfen. 
Eine solche Flaiche hat notwendig mindestens eim Maximum und ein 


Minimum, sodab: E>? 
ist. Da nun nach obiger Relation: 
S=E-—K, 
also 
S>2-K 


ist, so ergibt sich beim Einsetzen der Werte von K(K=2,1,0,—1---) 
nur fir K = 2 s>0, 


fiir alle anderen K ist: 
S>0. 


Alle Flachen, die unsere Voraussetzung erfiillen, auBer Flichen K = 2, 
enthalten somit Sattelpunkte, also Gebiete negativer Kriimmung. Das 
liefert den Satz: 

Geschlossene, in obigem Sinne singularititenfreie F'lichen von durchweg 
positiver Kriimmung haben stets denselben Zusammenhang wie die Kugel, 
d. h. sie enthalten keinen nicht zerstiickenden Riickkehrschnitt. 

Fiir die Curvatura integra von Flichen haben wir gefunden: 

C=K-2a+n-4za. 
Es fragt sich nun: Wenn wir K und n beliebige Werte erteilen, die ihrer 
Bedeutung nach zulissig sind, d. hh. Werte K<2 und n>=0, entspricht 
dann einem solchen System ein geometrisches Gebilde? Es ergibt sich somit 
das Problem, zu zeigen, daB diese Flichen alle existieren, oder aber die 
Unméglichkeit der Existenz gewisser Arten darzutun. 
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§ 5. 
Die bisher bekannten geschlossenen Fliichen. 


Wir wollen nun nicht bloB die Flachen in Bezug auf die Werte von 
K und » untersuchen, sondern wir wollen bei » unterscheiden Kurven mit 
gleicher und solche mit ungleicher Endenschaltung, bei K noch besouders 
beriicksichtigen, ob die Flaichen ein- oder zweiseitig sind. 

Die zweiseitigen Flichen haben stets eine gerade Charakteristik, da 
ja in K=2— 26 — o’ die Zahl o’ stets gleich 0 ist. Die Reprisen- 
tanten dieser Flachen mit irgend einer Charakteristik erhilt man, wenn 
man an die Kugel Henkel ansetzt. Jeder Henkel erhéht 6 um 1. Die 
Kugel mit einem Henkel entspricht der Ringfliche. Geschlossene Doppel- 
kurven vom Typus a erhilt man dadurch, daB man an die Kugeln oder 
um die Henkel ringférmige Wiilste legt und die sich beriihrenden Mintel 
langs der Beriihrungskurve aufschneidet und iiberkreuz aneinanderheftet. 
Man kann auch einen Henkel die Kugelfliche eine gerade Anzahl von 
Malen durchdringen lassen. Offene Doppelkurven mit gleicher Enden- 
schaltung erhailt man, wenn man eine kugelférmige geschlossene Fliche 
eine Fliche mit der vorgeschriebenen Charakteristik beriihren lat lings 
einer offenen Kurve und nun genau wie oben bei den geschlossenen Kurven 
umschaltet. Hierher gehéren auch die Riemannschen Blitter iiber der 
Kugel. Bei einer zweiblattrigen Riemannschen Fliche mit » Verzweigungs- 
schnitten ist das Geschlecht: 

rr 1, 
die Charakteristik also: 
K=4— 2hn. 


Diese Typen kann man nun leicht in mannigfachster Weise abindern. 
Geschlossene Doppelkurven vom Typus e und offene Doppelkurven mit 
ungleicher Endenschaltung kénnen nicht vorkommen, da diese stets die 
Einseitigkeit zur Folge haben. 

Weniger bekannt wie die Gestalten der zweiseitigen sind die der ein- 
seitigen Flichen. Wir kénnten hier auch bei den Riickkehrschnitten erster 
Art im AnschluB an Dyck noch zwei Unterarten unterscheiden, worauf 
wir aber nicht eingehen wollen. In Bezug auf die Gestalten der ein- 
seitigen Flichen ist zu bemerken, daB diese Flichen, soweit sie ganz im 
Endlichen liegen, stets Doppelkurven enthalten miissen. Der Beweis findet 
sich fiir algebraische Flichen bei Darboux*). Allgemein laBt er sich 
leicht fiihren mit Hilfe der Betrachtungen des § 6 (vergl. m. Diss., pag. 43). 


*) Darboux, Lecons sur la Théorie générale des surfaces, Bd. II, pg. 360. 
12* 
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Die bekannteste einseitige Fliche ohne Singularitiiten ist die Fiche, 
die man erhalt, wenn man einen Schlauch umbiegt, das eine Ende durch 
die Wandung hindurchsteckt und im Inneren weiterfiihrt und dann die 
beiden Riinder aneinanderheftet*). Die Charakteristik dieser Flache ist 0; 
die Curvatura integra entsprechend auch 0. 

Einfacher und im engeren AnschluB an die zweiseitigen Flichen ver- 
fahrt man, wenn man auch hier an die Kugel Henkel ansetzt, diese 
Henkel aber die Kugelfliche einmal durchdringen laBt 
(s. Fig. 10). Die Anzahl der Henkel ist wieder gleich o. 
Die erhaltenen Flaichen haben alle eine gerade Charakte- 
ristik. Die geschlossenen Doppelkurven vom Typus a 
lassen sich in bekannter Weise beliebig vermehren. Unter 
den Flachen, fiir die nm = 0 ist, ist also keine Fliche un- 
gerader Charakteristik. 

Nehmen wir nun offene Doppelkurven zu Hilfe, so 
lassen sich einseitige Flichen beliebiger (auch ungerader) Charakteristik 
konstruieren. Die letzteren enthalten immer offene Doppelkurven ungleicher 
Endenschaltung. 

Es sind sogar geschlossene algebraische Reprisentanten der Flichen 
von der Charakteristik 1 bekannt: Die Steinerschen Fliichen mit einer 
oder drei reellen Doppelgeraden**). 

Wir denken uns ein flaches Rotationsellipsoid, pressen die obere und 
untere Seite vom Aquator aus auf den Mittelpunkt zu zusammen, sodaB 
sich die nérdliche und siidliche ,,Hemisphiire“ lings einer 
Strecke der Aquatorialebene beriihren, zerschneiden lings 
dieser Strecke und heften diese Rinder kreuzweise an- 
einander (s. Fig. 11). Wir erhalten eine Fiche von der 
Charakteristik 1. Der eine Riickkehrschnitt zweiter Art ist 
aus Fig. 5 zu entnehmen. Die Flache ist im wesentlichen 
identisch mit der Steinerschen Flache mit einer reellen 
Geraden. Ihre Curvatura integra ist C=62. Die Doppelkurve ist eine 
solche mit ungleicher Endenschaltung. Durch Vermehrung dieser Doppel- 
kurven a, a’ (s. Fig. 12a) laBt sich o’ beliebig erhdhen. Je zwei solche 
Kurven kénnen ersetzt werden durch eine mit gleicher Endenschaltung. . 
Ich erhalte dieselbe, wenn ich die zwei Doppelkurven a, a’ verschiebe 
(s. Fig. 12b) bis sie einander beriihren, was in einem Selbstberiihrungs- 
punkte der Fliache geschieht, und iiber diesen hin die Doppelkurven in 








Fig. 11. 


*) Vergl. F. Klein, Uber Riemanns Theorie der algebr. Funktionen etc. Leipzig, 
1882, pag. 80 unten. 

**) Vergl. F. Klein, Bemerkungen iiber den Zusammenhang von Flichen, Math. 
Ann. VII. 1874, pag. 551, 554. 
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bekannter Weise umschalte (s. § 3, Fig. 7). Die Deformation ist voll- 
kommen stetig. Der ProzeB ist angedeutet in Fig. 12 a—c. Das Vor- 
handensein der Doppelkurve a in Fig. 12c beeinfluBt die Charakteristik 
der Flache nicht. Lassen wir sie fort, so erhalten wir den Typus Fig. 12d 


a 





Fig. 12. 
mit der Doppelkurve ¢ mit gleicher Endenschaltung. Diese Doppelkurven c 
kénnen wir beliebig vermehren, wodurch jedesmal die Charakteristik um 
zwei sinkt. 

Durch geeignete Kombination der bisher gegebenen Typen lassen 
sich alle bekannten Flichen darstellen. Wie wir sehen, fehlen die singu- 
laritiitenfreien Flichen mit ungerader Charakteristik, aad denen wir uns 
im nachsten Paragraphen beschiftigen wollen. 

Wir brauchen uns zu dem Zwecke nur zu befassen mit der Fliche 
der Charakteristik 1. Denn wie wir aus der Kugel alle Flichen gerader 
Charakteristik ableiteten, so kénnen wir aus einer Fliche K=1 alle 
Flachen ungerader Charakteristik ableiten (durch Ansetzen von Henkeln etc.). 


§ 6. 
Konstruktion singularititenfreier Flichen der Charakteristik 1. 

Wie wir in § 4 erkannt haben, erfiillt die Charaktertstik aller 
singularititenfreier Flachen die Relation: 

K=E-S. 

Diese Beziehung gibt uns nun ein Mittel, die Konstruktion von 
Flichen gegebener Charakteristik zuriickzufiihren auf die Konstruktion 
von ebenen Kurvensystemen mit bestimmten Eigeschaften. Denken wir 
uns nimlich eine Ebene z = const. parallel mit sich im Sinne der wachsen- 
den z bewegt, so schneidet sie aus einer Fliche in jedem Augenblick 
eine unter Umstiinden aus mehreren Teilen bestehende Kurve aus. Diese 
Kurve andert sich bei der Bewegung der Ebene im allgemeinen voll- 
kommen stetig. Nur bei Beriihrungen der Ebene mit der Fliche tritt 
eine Unstetigkeit in der Deformation des Kurvensystems ein, und 
zwar entsteht oder verschwindet bei Beriihrungen in einem Minimum 
resp. Maximum je eine ovalférmige Kurve, wahrend iiber die Beriihrung 
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in einem Sattelpunkt hin eine Umschaltung in unserem System eintritt. 
Im allgemeinen werden sich dort zwei getrennte Kurven zu einer ver- 
einigen, oder eine Kurve wird sich in zwei trennen 
. ~*~) a (siehe Fig. 13). Findet das nun in jedem Sattel- 
“ punkte statt, so hat die Fliche notwendig eine 
gerade Charakteristik. Sind niimlich m, Minima, m, 
Maxima vorhanden, so miissen iiber |m,—m,| Sattel- 
ee ® punkt hin die m, Ovale in m, verwandelt werden. 
Jeder neue Sattelpunkt findert die Zahl der Ovale, 
und da m, Ovale verschwinden und verschwinden 
(> Cc) c¢  iliissen, so mu8 sein EinfluB wieder riickgingig ge- 
macht werden, so daB die iibrigen Sattelpunkte not- 
wendig in gerader Zahl 2 vorhanden sind, also ist: 
K = E—S=—m, +m, —(|(m—m,)| + 2n), 
was immer eine gerade Zahl ist. 

Wenn wir also singularitiatenfreie Flichen ungerader Charakteristik 
erhalten wollen, so miissen wir eine Umschaltung finden, die die Auf- 
einanderfolge der Teile einer einzigen geschlossenen Kurve indert. Zu dem 
Zwecke betrachten wir eine Umschaltung genauer. 

A, 3, Bis, Cys, Dy,2, seien Stiicke eines Kurvensystems in der Um- 
gebung des Sattelpunktes (s. Fig. 14). Die Indizes 1, 2 bezeichnen die 
Enden der Stiicke A, B, C, D. Wir nehmen an, wihrend des Uberganges 

iiber den Sattelpunkt finden nicht gleichzeitig in anderen 
“Ne y ’ Teilen der Kurve Umschaltungen statt. Es ist keine Be- 

%» 2 schrankung, wenn wir annehmen, vor der Umschaltung 

22 sei A, mit B,, nachher mit D, verbunden. Das Ende 
A oN A, kann dann zusammenhingen mit B,, C,, D,. Man 

’ sieht nun leicht, daB, wenn A, mit B, oder D, zusam- 
menhingt, stets eine Vereinigung resp. Trennung von ge- 
schlossenen Kurven statt hat, daB dagegen, wenn A, mit C, verbunden 
ist, stets eine Umschaltung innerhalb einer geschlossenen Kurve stattfindet 
(s. Fig. 15). Im Augenblicke der Beriihrung haben wir in den ersten Fallen 
stets eine Kurve mit einem Doppelpunkt im Sattel- 
punkt (siehe Fig. 13), wogegen im letzten Falle dann | 
” A und C einerseits B und D anderseits zwei ge- 


Fig. 13. 


Fig. 14. 


_ 


trennten Kurven angehéren, die sich im Sattel- 
punkte schneiden. Da diese Kurven notwendig noch 
einen anderen Punkt gemein haben miissen, der beim 
Ubergang iiber den Sattelpunkt erhalten bleibt, so erkennt man hier un- 
mittelbar, daB die geschlossenen Flichen ungerader Charakteristik Doppel- 
kurven enthalten miissen (s. Fig. 16f). Um die verlangte Umschaltung 


Fig. 15. 
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zu finden, brauchen wir also bloB bei zwei ebenen 
sich schneidenden Kurven einen Doppelpunkt auf- 
zufassen als hervorgegangen aus der Beriihrung in 
einem Sattelpunkt und dementsprechend zwei Um- 
schaltungen vorzunehmen. Die entstandene Kurve 
miissen wir dann durch vollkommen stetige Defor- 
mation unter Zuhilfenahme gewéhnlicher Umschal- 
tungen aus Ovalen erzeugen und in solche wieder 
zuriickverwandeln. Wir sehen, wie einem Kurven- 
system in der Ebene eine Flache entspricht, und 
welcher Art die Umschaltungen in dem Kurvensystem 
sein miissen, wenn die Fliache eine ungerade Charakte- 
ristik haben soll. Auf die Ableitung von weiteren 
Regeln, die sich auf dieses Erzeugen von bestimmten 
Flaichen beziehen und deren Kenntnis uns des Pro- 
bierens iiberheben wiirde, wollen wir hier verzichten. 

Wir wollen jetzt sofort die Fliche mit der 
Charakteristik 1 betrachten. 

Die Fliche K=1, die vom Standpunkte der 
Analysis situs gleichwertig neben den anderen Flichen 
ungerader Charakteristik steht, besitzt, wie schon in 
der Einleitung hervorgehoben, vom Standpunkte der 
Geometrie aus noch ein besonderes Interesse. Wie 
nimlich bekannt, ist die in projektivem Sinne auf- 
gefapte Ebene, ,die projektive Ebene“, eine Fiche 
mit der Charakteristik 1*). Auf ihr existiert eim 
Riickkehrschnitt zweiter Art, der nicht zerstiickt, 
und zwar kann jeder unpaare sich selbst nicht 
schneidende Kurvenzug als solcher fungieren. Nun 
ist bei geschlossenen einseitigen Flachen die Gleich- 
heit der Charakteristik die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, daB diese Flichen um- 
kehrbar eindeutig aufeinander abbildbar sind. Die 
Fragestellung: ,,Existieren die singularititenfreien 
Flachen ungerader Charakteristik?“ ist also aqui- 
valent mit der folgenden: 

,Gibt es eine singularitatenfreie, ganz im End- 
lichen gelegene, geschlossene Fiche, auf die sich die 
projektive Ebene umkehrbar eindeutig abbilden 1aBt?“ 


*) Vgl. schriftl. Mitteilg. von Schlafli an Klein in 
dem erwihnten Aufsatz. Math. Annalen VII, pag. 550. 


° a 


Fig. 16. 
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Diese Fliche wiirde zur projektiven Ebene in demselben Verhiltnis 
stehen, wie die Kugel zur komplexen Zahlenebene. Wie die Kugel uns 
den Zusammenhang der Funktionen auch im Unendlichen vor Augen 
fiihrt, so wiirden wir auf der gesuchten Fliiche die Gebilde der projektiven 
Geometrie in ihrer Gesamtausdehnung verfolgen kénnen. 

Die Existenz der verlangten Fliche K = 1 und damit die aller im 
Sinne der Analysis situs verschiedenen Flichen, wird bewiesen durch Auf- 
stellung eines Kurvensystems, fiir das E— S=1 ist. Wir setzen: 

1) E=2, S—1, 

2) E=4, S=3. 
Wir wollen fiir diese beiden Wertepaare von E und S die zugehdérigen 
Kurvensysteme und Fliachen aufstellen, uns damit aber nicht begniigen, 
sondern fiir die in dem zweiten Wertsystem von E und S gehérige Fliche 
eine andere Erzeugungsart darlegen und ohne Zuhilfenahme der Relation 
K=E—S einen einfachen Beweis dafiir erbringen, daB die Fliche die 






























































Charakteristik 1, d. h. bloB einen Riickkehrschnitt zweiter Art hat. Denn 
wegen der selbstiindigen Bedeutung der Fliche scheint es wiinschenswert, 
einen solchen Beweis zu haben, zumal da ein solcher zu einem tieferen 
Verstiindnis des Wesens der Flache fiihrt. 

Das Kurvensystem, fiir das E=2, S=1 ist, das also aus einem 
Oval entsteht und iiber ein solches hin verschwindet, und bei dem eine Um- 
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schaltung stattfindet, wird dargestellt durch Fig. 16a—o. 
Fig. 16 a, o und f zeigen bezw. die Beriihrung im 
Minimum, Maximum und im Sattelpunkt. Wir sehen, 
bei der letzteren zerfallt die Kurve in zwei geschlossene 
Teile. Die iibrigen Kurven zeigen, wie Fig. 16e aus 
einem Oval entsteht, bezw. wie Fig. 16g sich in ein 
Oval verwandelt. Denken wir uns eine aus einem 
Punkt entstehende Kurve das ganze System durchlaufen 
und die die Kurve tragende Ebene parallel mit sich 
selbst verschoben, so beschreibt das Kurvensystem die 
gewiinschte Flaiche von der Charakteristik 1. Fig. 17 a,b 
zeigen die Flache und zwar zeigt Fig. 17b die Riick- 
seite von Fig. 17a, wie sie in einem hinter a auf- 
gestellten Spiegel erscheinen wiirde. Die Punkte £,, 
E,, S, stellen bezw. das Minimum, das Maximum und 
den Sattelpunkt dar. Die eingetragene Kurve ist ein 
Schnitt, lings dessen sich die Normale umkehrt. Bei 
der Einfachheit des Schnittsystems brauchen wir wohl 
auf die Gestalt der Fliiche nicht naher einzugehen. 
Nur auf einen Umstand wollen wir noch aufmerksam 
machen. Mit der geometrischen Konstruktion unserer 
Flaiche ist die immerhin befremdliche Méglichkeit der 
Existenz von singularitiitenfreien Funktionen f(z, y) 
gezeigt, deren reeller Wertevorrat ganz im Endlichen 
liegt, und die zwei Extreme und ein Maximinimum 
haben. Die Existenz einer solchen Funktion wiirde 
durch ihre Aufstellung zu beweisen sein. Die Gleichung 
unserer Fliche, wie der folgenden, wird mindestens 
vom sechsten Grade. 

Wahlen wir jetzt das Wertsystem E = 4, S = 3. 
Diese Anordnung gibt uns die Méglichkeit, der Fliche 
eine dreizihlige Symmetrieachse zu geben, indem wir 
allen unseren Kurven einen Drehungsmittelpunkt von 
der Ordnung drei geben — (er ist in den Figuren 
angedeutet) —, also die drei Minima und die drei 
Sattelpunkte auf die Ecken gleichseitiger Dreiecke, 
ein Maximum in die Drehungsachse selbst legen. 
Auf die Méglichkeit dieser Flache machte mich Herr 
Prof. Hilbert aufmerksam, der aus der Gestalt der 
Doppelkurve der schon beschriebenen Fliche ihre 
Existenz erschloB. Das in Fig. 18a—g _ wiederge- 
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gebene Kurvensystem stellt die Schaltung in unserem Falle dar. Fig. 16d 
zeigt den Augenblick der Beriihrung in den drei Sattelunkten; in Fig. 18f 
sehen wir den dreifachen Punkt der Flaiche. Die Kurve in Fig. 18g ver- 
wandelt sich in ein Oval und verschwindet dann. 

Gerade wie die vorige Fliche baut sich auch diese aus dem Quer- 
schnittsystem auf. Da dieser Aufbau aber hier der Anschauung gréBere 
Schwierigkeiten macht, so wollen wir, wie schon gesagt, die Fliche auf 
eine der Anschauung zugiinglichere Weise entstehen lassen und im An- 
schluB daran beweisen, daB sie bloB einen Riickkehrschnitt zweiter Art 
enthalt, nach dessen Ausfiihrung sie in ein ebenes Blatt verwandelt 
werden kann. 


§ 7. 
Eine spezielle Fliiche der Charakteristik 1. 


Bei der Erzeugung der dem Querschnittsystem Fig. 18 entsprechenden 
Flache bitte ich den Leser, die Operationen an den Figuren 19a—d zu 
verfolgen, die sie viel einfacher darstellen, als es Worte zu tun vermégen. 


a. Aufbau der Fliche K=1. 


Wir nehmen drei cylinderférmige Schliuche von der Lange / und 
dem in Fig. 19a sichtbaren Querschnitt, dessen Umfang gleichfalls / sei. 
Der Querschnitt ist eine geschlossene Kurve, die eine rechtwinklige Ecke 
hat. An der einen Seite verschlieBen wir die Schliuche durch ebene 
»Deckel“, die die Erzeugenden der Cylinder rechtwinklig schneiden. Diese 
Cylinder legen wir mit ihren geradlinigen Kanten (,,Cylinderkanten“ zum 
Unterschiede von ,,Deckelkanten‘) an die negativen Achsen eines recht- 
winkligen xyz Koordinatensystems so, dass die an den offenen Schlauch- 
seiten liegenden Enden der Cylinderkanten im Koordinatenanfang liegen, 
die beiden Tangentialebenen in den Kantenpunkten jede mit einer der 
Koordinatenebenen zusammenfallt und die Cylinder ganz in einem Oktanten 
(—, —, —) liegen. 

In der Umgebung des Anfangspunktes durchdringen sich die Cylinder. 
Den Teil jedes Cylinders, der in einem anderen liegt, schneiden wir fort 
und vereinigen die so entstehenden Rander. Die dadurch neu hinzugekom- 
menen Kanten und Ecken denken wir uns gleichmaBig abgerundet. Die 
Gerade, die mit den drei Achsen im’ Koordinatenanfang gleiche Winkel 
bildet, d. i. die Gerade, die im Koordinatenanfang auf der Ebene x + y+ 2=0 
senkrecht steht, ist dann -eine dreizihlige Symmetrieachse unserer so 
erzeugten, einem Dreibein ahnlichen Fliche, d. h. bei einer Drehung um 
120° um diese Gerade kommt die Flache mit sich selbst zur Deckung. 








Uber die Curvatura integra u. d. Topologie geschlossener Flachen. 179 


Die Randkurven der Deckel zeichnen wir nun dreimal, in jeder Koordi- 
natenebene einmal, und zwar so, daB sie mit den Ecken im Koordinaten- 
anfang liegen, und daB je eine von ihnen dort 
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Fig. 19a, b. 
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Fig. 19¢, d. 


die positive Y-Achse und die negative X-Achse, (A), 
” ”» Z ” ”» ” ” Y ” , (B), 
» ” x ” ” ” ” Z ” ’ (C), 
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zur Tangente hat und zudem die Symmetrie der Figur gewahrt bleibt. 
Wir nennen diese Kurven entsprechend A, B, C, die an der X, Y, Z-Achse 
liegenden Schliuche A’, B’, C’. Die Lage der Kurven A, B, C ist dann 
eindeutig bestimmt, wenn wir verlangen, daB der Deckel von B’ durch 
eine Drehung um 90° auf uns zu um die Fig. 19a gezeichnete Parallele 2’ 
zur X-Achse in eine solche Lage kommt, daB sein Rand durch bloBes 
Verschieben lings .der Y-Achse mit A zur Deckung kommt, und die 
Kurven B, C so liegen, daB die Symmetrie der Figur gewahrt bleibt. 

Wir biegen nun den Schlauch B’ um die Kurve B herum, so dab 
die Cylinderkante in B fallt (Fig. 19b). Der Endpunkt der Kante fallt 
dann in den Koordinatenanfang, da ja die Liinge der Kante gleich dem 
Umfang von B ist. Die Liangen der iibrigen Erzeugenden dehnen wir 
so, daB der Deckel gerade in die X Y-Ebene, sein Rand also in die 
Kurve A fillt. In dem Deckelrande soll der Schlauch auf der X Y-Ebene 
senkrecht aufsitzen. Von den zwei Scharen von Tangentialebenen, welche 
die jetzt in B liegende Cylinderkante hat, soll die eine in die YZ-Ebene 
fallen, die andere auf dieser Ebene senkrecht stehen (vergl. Fig. 19b). In 
derselben Weise legen wir den Schlauch A’ um die Kurve A, den Schlauch 
C’ um die Kurve C (s. Fig. 19¢, d). 

In jeder der Kurven A, B, C liegt dann eine Deckelkante und eine 
Cylinderkante. Der Deckel des Schlauches B’ bildet die Fortsetzung des 
auf der einen Seite der Cylinderkante von A’ liegenden Mantelteiles, dessen 
Grenztangentialebenen ja auch alle in der X Y-Ebene liegen. Der Schlauch 
B’ selbst ist die Fortsetzung des anderen Mantelteiles von A’. Entsprechend 
liegen die Mantel an den Kurven B und C. Wir zerschneiden nun lings 
der Kurven A, B, C die sechs Kanten und heften die Rinder kreuzweise 
aneinander. Damit ist die Fliiche fertig, in den Kurven A, B, C durch- 
dringt je ein Cylinder senkrecht ein ebenes Blatt. Der Anfangspunkt ist 





Fig. 20a Fig. 20b. 


ein dreifacher Punkt der Fliche. Die sich dort durchdringenden Mantel 
haben die Koordinatenebenen zu Tangentialebenen. Wir sehen, unsere 
Flache ist singularitatenfrei. Die Kurven A, B, C bilden in ihrer Ge- 
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samtheit die einzige Doppelkurve unserer Fliche. Gehen wir vom Koordi- 
natenanfang in der Richtung der negativen X-Achse aus, so durchlaufen 
wir sie in der Reihenfolge A, B, C. Das Kurvensystem Fig. 18, das uns 
urspriinglich die Flaiche lieferte, erhalten wir, wenn wir die Ebene 
x +y-+ 2= const. iiber die Fliche hingleiten lassen. 

Die Figuren 20a, b veranschaulichen die Fliche von verschiedenen 
Seiten gesehen. Denken wir uns die Flache jetzt dem Kurvensystem 
Fig. 20 entsprechend liegen, d. h. so daB die Symmetrieachse senkrecht 
steht, so zeigt Fig. 20a die Fliiche senkrecht von unten, Fig. 20b von 
der Seite, aber etwas schrig von oben gesehen. M ist das Maximum, 
N,, N,, N; sind die Minima, S einer der Sattelpunkte. 


b. Beweis, daB die Fliche die Charakteristik K=—1 hat. 


Wir wollen nun den Nachweis erbringen, daB unsere singularititenfreie 
Fliche wirklich durch einen nicht zerstiickenden Riickkehrschnitt in ein 
ebenes Blatt verwandelt wird. In Fig. 20c ist ein Schnitt, lings dessen 
sich die Normale umkehrt, eingezeichnet. 
Wir hiatten nun zu zeigen, daB diese 4 
Kurve von allen anderen Kurven mit 
derselben Eigenschaft geschnitten wird. 
Das wiirde jedoch bei so einfacher Wahl 
der Schnittkurve schwierig sein. Wir 
wihlen deshalb die Schnittkurve weniger 
einfach, aber so, da8 wir aus allgemeinen 
Sitzen leicht folgern kénnen, daB dieser 
Schnitt der einzige ist. Wir wollen zu 
dem Zweck die Doppelkurve genauer 
betrachten. 

Fig. 21 stellt die Doppelkurve un- 
serer Fiche dar. Von den sich in der 
Doppelkurve durchdringenden Mianteln sind nur die cylinderférmigen ge- 
zeichnet, die anderen fallen zusammen mit den Koordinatenebenen. Wir 
wollen die gezeichneten Cylinderstreifen mit A’, B’, C’, die ebenen Blatter 
mit A”, B”, C” bezeichnen. Dann sieht man an der Figur, daB tiber 
den Koordinatenanfang 


Ebene A” in die Streifen B’ und C’, 
B’ ”» » ” Cc’ ” A’, 
c” ” ” ” A’ ” B’ 
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iibergeht. 
Errichten wir in einem Punkt der Doppelkurve auf einem Mantel 
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die Normale, sagen wir im Punkte E der Kurve A auf dem Streifen A’, 
und lassen wir die Normale die Doppelkurve durchlaufen, so daB wir von 
E aus zunichst in die X-Achse kommen, so durchliuft die Normale, wie 
man an der Figur verfolgt: 


die Kurve Al A’ 
Ci Cc” 
BiP 
Aj A” 


C1 C’ | 
Bt B”; «weiter Umlauf. 
Al A’ 


Erst nach zweimaligem Umlauf kehrt die Normale wieder von | A’ nach 
E wzuriick, aber in der der Ausgangsrichtung entgegengesetzten Richtung. 
Unsere Doppelkurve ist also eine Doppelkurve der Art e. Wenn wir im 
Punkte E anfangen, den Cylinder lings der Doppelkurve zu zerschneiden, 
so werden wir, nachdem sich der Schnitt geschlossen hat, beide Mintel 
lings der Doppelkurve zerschnitten haben. 

Natiirlich muB eine singularitatenfreie Flache ungerader Charakteristik 
immer mindestens eine Doppelkurve vom Typus e enthalten, (wenn wir 
die Typen b, c, d durch die in § 3, Figg. 7 geschilderte Deformation be- 
seitigt haben). Denn kommen bloB Kurven vom Typus a vor, so laibt 
sich durch Umschaltung der Doppelkurven stets eine zweiseitige Flache 
gleicher Charakteristik finden (§ 3), diese muB also gerade sein. 

Durchlaufen wir die Doppelkurve nun noch einmal von E ausgehend, 
und denken wir uns dabei immer in einem bestimmten Mantel befindlich. 
Wir kommen dann von A’ nach C”, durchlaufen C in C” und kommen 
dann zum Koordinatenanfang zuriick. Dort schneiden wir unsere friihere 
Bahn in demselben Mantel. Zerschneiden wir den Mantel lings des durch- 
laufenen Weges, so wird durch den Schnitt lings C aus dem ebenen Blatt 
C” ein einfach zusammenhingendes Stiick herausgeschnitten, gerade das 
Stiick, das friiher den Deckel des Schlauches A’ bildete. Zerschneiden 
wir langs der ganzen Doppelkurve, so trennen wir gerade die drei Deckel 
aus der Fliche aus. Um dies Zerfallen zu verhiiten, schalten wir aus 
unserem Wege die drei in die ebenen Blatter fallenden Stiicke aus, gehen 
also, wenn wir von E zum erstenmal in den Koordinatenanfang kommen, 
sofort auf den Streifen B’ iiber usw. Das findert an der Drehung der 
Normale nichts, da diese sich auf dem ebenen Blatt stets selbst parallel 
bleibt und dieser Weg nur dazu dient, die Fortschreitungsrichtung stetig 
za aindern. Lassen wir diese Teile des Weges fort, so erhilt unser Weg 
im Koordinatenanfang drei rechtwinklige Ecken. Wir durchlaufen jetzt: 


erster Umlauf, 
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A in A’, 
B in B, 
C in C’. 
Langs dieses Weges kehrt sich die Normale um. Wir fassen ihn als 
Riickkehrschnitt auf und behaupten: 

Nach Ausfiihrung dieses Schnittes enthilt die Flaiche keinen Riick- 
kehrschnitt zweiter Art mehr. 

Kin Riickkehrschnitt zweiter Art muB Doppelkurven eine ungerade 
Zahl von Malen iiberschreiten. Nun ist die Doppelkurve auf dem 
Cylinderstreifen unpassierbar, und die in den ebenen Blittern liegenden 
Doppelkurventeile kénnen nur eine gerade Anzahl mal _ iiberschritten 
werden, da sie die Fliche zerstiicken. Riickkehrschnitte zweiter Art sind 
also unmdglich. 

DaB unsere Fliche keine Riickkehrschnitte der ersten Art enthiilt, 
folgt nach der Zerschneidung direkt aus der Betrachtung der Fiche, wie 
auch aus dem Folgenden. 

Nach Ausfiihrung eines Riickkehrschnittes der zweiten Art soll unsere 
Fliche iquivalent sein einem einfach berandeten ebenen Blatte. Wir wollen 
die zerschnittene Flache in ein solches deformieren. LEisie Fliache wird 
im Sinne der Analysis situs nicht geiindert, wenn wir durch einen Quer- 
schnitt, der Punkte desselben Randes verbindet, einfach zusammenhiingende 
Stiicke von der Flache trennen (Fig. 22, Schnitt a). Wir andern deshalb 
eine Fliche auch nicht, wenn wir durch einen Querschnitt, der in dem- 
selben Randpunkt anfingt und aufhért, einfach zusammenhingende Stiicke 
aus einer Fiche ausschneiden (vergl. Fig. 22, Schnitt b). Wir diirfen 
deshalb die ,,Deckel“, die durch solche Schnitte von der Fliche getrennt 





Fig. 22. Fig. 23. 


werden, aus der Fliiche fortnehmen, ohne ihren Charakter zu iindern; wir 
vergréBern dadurch bloB die Randkurve. Wie wir nun unsere Fiche 
aus Fig. 19a erhielten, so kénnen wir sie jetzt in die dort dargestellte 
Flache zuriickverwandeln; nur fehlen die Deckel, und die Flache ist lings 
der in den Achsen liegenden Cylinderkanten aufgeschnitten. Infolgedessen 
kénnen wir nun die Flache in ein ebenes Blatt von der in Fig. 23 dar- 
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gestellten Form verbiegen. An der geschlossenen Fiche waren die Rand- 
stiicke, die gleiche Buchstaben tragen, in der durch die Zahlen angedeuteten 
Weise aneinandergeheftet. Die punktierten Randstiicke waren, jedes in 
sich selbst, durch die Deckel geschlossen. Deformieren wir noch dies 
ebene Blatt in ein Kreisblatt, in dem die punktierten Randstiicke als 
Querschnitte wie in Fig. 22b erscheimen, so erhalten wir das in Fig. 24 
dargestellte Bild, in dem wir die Riume d, d’, d” wieder durch die Deckel 
schlieBen kénnen. Wir haben so nach Ausfiihrung des einen Riickkehr- 
schnittes unsere Fliche in ein ebenes Blatt deformiert, dessen Rand bei 
der Flache in sich selbst geschlossen war, und damit ist unabhingig von 
der Relation K = E — S=1 gezeigt, daB unsere Flaiche in der Tat nur 
einen Riickkehrschnitt zweiter Art enthiilt. 

Wir haben somit durch die Betrachtungen der letzten Paragraphen 
den Satz gewonnen: 

Alle in Bezug anf die Charakteristik méglichen ein- und zweiseitigen 
Fliichen haben singularititenfreie Reprisentanten. 

Oder in anderem Gewande: 

Es gibt eine singularititenfreie ganz im Endlichen gelegene geschlossene 
Fiche, auf die sich die projektive Ebene umkehrbar eindeutig abbilden lift. 

Wie bildet sich nun die projektive Ebene auf unsere Fliiche ab? Da 
herrscht natiirlich groBe Willkiir. Am iibersichtlichsten gestaltet sich die 
Abbildung, wenn wir den in den Cylindermiinteln liegenden Teil der 
Doppelkurve der unendlich fernen Geraden zuordnen. Da ergibt sich 
sofort: Jeder unpaare Kurvenzug, der ja eine ungerade Anzahl mal durchs 
Unendliche geht, schneidet die Doppelkurve eine ungerade Zahl von Malen 
und ist deshalb ein Riickkehrschnitt zweiter Art. Das Entsprechende gilt 
von den paaren Kurvenziigen. 

Damit wollen wir unsere Betrachtung iiber die Curvatura integra 
und die Topologie von Flachen schlieBen. 
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Anwendungen der Variationsrechnung auf partielle 
Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen Variabeln. 


Von 


Yosuive aus Tokio. 


In der Vorlesung iiber partielle Differentialgleichungen, wiihrend des 
Winter-Semesters 1900—01, hat Herr Prof. Hilbert gezeigt, in welcher 
Weise man die Methode der Variationsrechnung auf partielle Differential- 
gleichungen anwenden kann. Nach seiner Idee habe ich die Rechnung 
durchgefiihrt, und dadurch die bekannten Gleichungen der Charakteristiken 
und die Bedingungen fiir Involutionssysteme bekommen. 

Einfachheitshalber werde ich mich hier auf die partiellen Differential- 
gleichungen erster und zweiter Ordnung beschrinken. 


Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei 
unabhingigen Variabeln. 


Wir schreiben die gegebene partielle Differentialgleichung in der Form: 
F(x, y, 2, p,q) = 0- 
Hier sind p und g zur Abkiirzung fiir ot und a gesetzt. 
Wir werden hier auch einige andere bekannte Bezeichnungen gebrauchen: 


OF oF 


z. B. F,, F,,--- stehen fiir 3 --+, Wihrend 2’, y’,--- die Differential- 


ae? oy ? 
quotienten von wz, y,--- nach einer unabhingigen Variabeln uw bedeuten. 
(Wir denken uns der Symmetrie wegen x, y,--- als Funktionen von wu). 


Mit & bezeichnen wir eine beliebige differentiierbare Funktion von u, und 
mit uw), u, zwei bestimmte Werte von wu. 
Dies gesetzt, bilden wir uns das Integral 


uu 


] E(px’+qy’—2’)du. 


Mathematische Annalen. LYVII. 13 
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Wenn z eine Funktion von 2 und y allein ist, so ist offenbar dieses Integral 
unabhingig vom Integrationswege von u, bis u,, und zwar hat es den 
Wert Null, unabhingig von der Wahl der Funktion §. Umgekehrt: 
wenn dieses Integral unabhiingig vom Integrationswege ist und immer 
den Wert Null hat, so wissen wir, wegen der willkiirlichen Funktion &, 
daB 2 =px'+qy sein mu, vorausgesetzt, dab pa’ + qy' — 2’ stetig 
bleibt. Also ist z eine Funktion von « und y allein. 

Dies zeigt uns, da, wenn eine Liésung z = z(a, y) der partiellen Dif- 
ferentialgleichung F(x, y, 2, p,q) = 0 existiert, das obige Integral fiir 
dieses z identisch verschwindet, und dieses z geniigt der Gleichung F' = 0. 
Umgekehrt: wenn die fiinf Funktionen 2, y, p, g, ¢ der Gleichung F = 0 
geniigen, und das obige Integral unabhiingig vom Integrationswege ist, 
und den Wert Null hat, so existiert die Funktion z= z(x,y), die der 


partiellen Differentialgleichung F (2, Y, 2, aes i 
Also ist das Problem der Integration der Differentialgleichung 
F(a, y, 2, p, 7) = 9 ‘quivalent mit dem Problem, daB man das Integral 


) = 0 Geniige leistet. 


J E(px’+qy' —2’)du vom Integrationswege unabhingig macht, unter der 


Bedingung F(x, y, 2, p,q) =9; d. h. nach der Regel der Variationsrechnung: 


0 f&(02" +qy —2')+AF|du=0, 


wo A der Lagrangesche Faktor ist. 

Diese Betrachtungsweise hat ee geometrische Bedeutung; nimlich: 
wir betrachten «, y, z, p,q als ein Flachenelement, d. h. einen Punkt 2, y, z 
und eine Ebene p(X—z) + q(Y—y) — (Z—z) =0, die den Punkt a, y, z 
enthilt. Wenn diese Flichenelemente die obigen Bedingungen erfiillen, 
so bilden sie einen Flaichenelementverein, dessen Elemente in der durch 
die Gleichung F'(z, y, z, p,q) = 0 dargestellten Schar enthalten sind. Hier 
ist der Verein eindimensional, wie ein Streifen, der auf der Integralfliche 
liegt, weil wir 2, y, z,p,q als Funktionen einer unabhiingigen Variabeln u 
betrachten. 

Das Verschwinden der Variation des Integrals kann man durch die 
Lagrangeschen Gleichungen ersetzen. Nach kleiner Modifikation lauten sie so: 
0 =a(F, + pF) — &, 

0 = a(R, +4F)) — 84’, 
O=AF. +8, 

O=AF + Ex’, 
O=AF, + éy. 
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Die Gleichungen mit der Bedingungsgleichung /’=0 zusammen dienen 
dazu die Funktionen 2, y, 2, p, g, 4 zu bestimmen. Wenn diese Gleichungen 
erfillt sind, so geniigt 2 der partiellen Differentialgleichung 

dz O28 

F(z, 9, #, 5, Fe) = 93 

in der Tat bekommt man aus ihnen die Relation 
0 _ LF’ es é’ (pa + qy’ = z’), 
wobei F'= 0 oder F”= 0, und € noch willkiirlich ist; also folgt 
px + qy —2=0, 
d. h. die fiinf Funktionen 2, y,2,p,q geniigen der Relation F = 0 und 
. 02 Oz ’ ; 

den beiden andern da Ps Fy = 4 Was mu beweisen ist. 

Um & fortzuschaffen, wiihlen wir & so, daB die Gleichung 4 F’, + & =0 
identisch erfiillt wird. Dann haben wir hier vier homogene Gleichungen 
in A und & Eliminieren wir 4 und & zwischen diesen, so erhalten wir 
drei Gleichungen 





Fi+pF, "Hats Fy +4F, “ai. F, a =OQ 
, ? , ? , . 
| F, a | F, y| Fy y 








Addiert man die beiden ersten Gleichungen und vergleicht sie mit der 
Gleichung F(x, y, z,p,q) =, so findet man, daB px’ + qy’— 2 =0 ist, 
vorausgesetzt F’, + 0. 
Diese drei Gleichungen kann man in die Form bringen: 
dx dy  —dp  -—dq 
¥, 7 ¥, 7B eF,~ FtaF, 
Diese drei Gleichungen mit F’'=0 zusammen bestimmen die vier 
Funktionen y, 2, p,q als Funktionen von 2. 
Von der Gleichung 
O= AF’ — §(p2'+qy'—#) 
wissen wir, daB man die Relation /' = 0 durch die Gleichung 
px +qy —2=0 
ersetzen kann, mit der Bedingung, daB die Anfangswerte von 2, y, 2, p, q 
die Gleichung F’ = 0 erfiillen, weil F’ = 0 uns nur die Relation F’= const. 
gibt. Also hat man zur Bestimmung von y, Z, p,q als Funktionen von 
die Gleichungen: 
i a a a 2 
.~ ™% pri +qF, F,+pF, F,+4F, 





unter der Bedingung F(9, ¥, 20, Por Yo) = 9, WO %o; Yos 20, Por Yo die An- 
fangswerte bedeuten. 


13* 
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Wir werden jetzt den Fall betrachten, wo F, identisch verschwindet. 
Hier bekommt man 





0=AF,— cp’, 
0=AF,— cq, 
0 = AF, + ez, 
0=AF, + cy’ 
wo ¢ eine Konstante ist. Die Elimination von 4 und ¢ gibt uns 
FL, - F, —d| \F a’ | 
P| _ 0, |e w | |= 0, | ? ‘ = 0. 
¥, x 1 \f. y' | | F, y | 
Aus den beiden ersten erhalten wir die Relation 
F’ = 0. 
Also haben wir zur Bestimmung von y, 2, p, q die Gleichungen: 
de _ dy de ae —dp_ —dq 
Fy, 7, pF, +} qF, F, ¥, 


mit der Bedingung F(2, Yo, Po, %) = 9. 

Diese gewdéhnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmung von 
Y, 2, p, q, definieren die eindimensionalen Flachenelementvereine, die zur 
Schar F(a, y, z, p,q) =9 gehdren. (Hier schlieBen wir die Lisungen 
aus, fiir welche F,, F., F,+ pF., F,+ qf, gleichzeitig verschwinden, 
d. h. die singuliiren Lésungen.) Diese Elementvereine nennt man charakte- 
ristische Streifen. Alle Integralflachen, welche das Flichenelement 
Loy Yor %» Por J euthalten, enthalten auch alle Flichenelemente des 
charakteristischen Streifens, der von diesem Elemente ausgeht. Wir haben 
gerade die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen bekom- 
men, durch die Anwendung der Variationsrechnung. 


Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung kann man 
genau so behandeln wie die partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung. Wir bezeichnen die gegebene Gleichung mit 

F(a, Y, 2, P,d,7,8 ,t) = 0, 


O72 8=6tz 072 
da®? dx dy’ oy stehen. 


Anstatt [§(p2’ +qy —2)du tritt hier das Integral 


wo r,s, t bezw. fiir 


Sita’ +ay'—2) + (ra! + sy —p) + BP (oa’ +ty’—a/)]du 
Uo 


auf, wo alle & willkiirliche Funktionen von wu bedeuten. 
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Nun suchen wir alle eindimensionalen Kriimmungselementvereine, die 
der Schar F(x, y, 2, p,q,7,s,#)=0 angehéren; oder was dasselbe heiBt: 
das obige Integral soll vom Integrationswege unabhingig gemacht werden, 
(es mu8 sogar immer Null sein) unter der Bedingung F=0. Daraus 
folgen die Lagrangeschen Gleichungen. Wenn man setzt: 

((*) =F, + pF, +rF, +5F,, 


Cx 


OF 7 7 7 a 
(5) =F, +48, + 8F, + tF,, 


oy 


so bekommt man durch eine kleine Rechnung ahnlich wie im Falle der 
Differentiaigleichungen erster Ordnung die folgenden Gleichungen: 








oF ' r| | /aF ; ’ ee 

(ze ha (ay oo Foy @ 

| 7, x 0|=9, | F. a 0 = 0, F. z 0 = 0, 
| | 

zs 7 iF, ©0 ¥i F,0 y¥ 


F(2, y, 2, 2,% 8, t)=0, ra’ + sy —p'=0, sa’ +ty’—q=0. 
In der Tat bekommt man nur diese sechs Gleichungen zur Bestimmung 
von sieben GréBen y,2,p,q,7,s,¢ als Funktionen von x, wenn man 2 
wieder als die unabhiangige Variabele betrachtet. Die Gleichung 
px +qy —2=0 
ist nicht darin mitzurechnen, denn man kann diese aus den obigen sechs 
Gleichungen herleiten. Multipliziert man die ersten Reihen der Determi- 
nanten mit 2’, y’, s’ und addiert sie, multipliziert dann die zweite und die 
dritte Reihe der resultierenden Determinante, und addiert man sie alle zur 
ersten Reihe, so bekommt man, wegen 
r2e+sy—p=0, sx’ +ty’—q=90, 
die Gleichung: 
|F’ + (pa'+qy—2)F, 9 0| 
| F. z 0|—0 
| F, 0 y 
d. h. 
F’ + (pa + qy — #)F,=0. 
Dieser Gleichung sagt aus, daB man die Gleichung / = 0 durch die Re- 
lation px’+ qy’— 2° =0 und F(a, Yo, 25 Por Yor "or Sor 4) = 0 ersetzen 
kann, WO 2%», Y,--: Anfangswerte von 2, y,--- bedeuten. 
Diesen eindimensionalen Elementverein nennt man auch Charakteristik. 
Weiteres iiber die Charakteristiken werde ich nicht angeben. 
Ganz genau so wie hier kann man die allgemeineren partiellen Dif- 
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ferentialgleichungen n“* Ordnung behandeln. Das Resultat werde ich nur 


aufschreiben. 
Schreibt man 
PY vs °° 
fiir die GréBen 
a .. ae 
ax" da" lay 


und setzt man 


oF ‘ i " 
(5) = F,+pF,+ rFi+ sI’, +--+ PY? F ta—1) +--+ + pm Fiin—1) 


oF 
ey 


( 


so bekommt man die Gleichungen 


— F,+ aF,+sF,+ tF,+ 





Yosurre. 


(n) | (n) 

“Pn Pasi 
Oe a" 2 
exdy"—* ey" 


br oer 4 py F (a1) 2 or 








L. p 


nea F(n—1) 9 











oF site ane ane 
(Ge) — (PY —(eP)--- - (PY 
F x 0 0 | 
Pj 
ead ©: 7” y a 0 , 
| Fs 0 a | 
(ae) — (PY — PY - GRY 
F x 0 0 | 
| Py 
hall Pw) y a 0 \y 
| Fm 0 a’ 
| Fo) a 0 .- 0 
Po) y x’ 
0 | Fo) 0 7 * | 
a a ; 
| Fi) 0 O.- oe | 


und 
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pe +qy ~# = 0, 
rx + sy’ —p =, 


sx + ty - v = 0, 
dy +a y , - (> "y- 0, 


pe +9, 9 — (v'- » 0, 


zur Bestimmung der Funktionen y, 2, p,q,---, pr'j1, unter der Bedingung 
F=0 fiir die Anfangswerte dieser Funktionen. Also haben wir —*— = aa +3 


(n+1) (n42) 
2 


Gleichungen zur Bestimmung von +1 Funktionen. 


Dieses System der gew6hnlichen Differenlialgleichungen erster Ordnung 
bestimmt die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung F = 0. 


Die Bedingungen dafiir, daB zwei partielle Differentialgleichungen 
eine gemeinsame Lésung haben. 


Durch unsere Methode kann man auch die Bedingungen fiir das In- 
volutionssystem herleiten. Wir werden uns zuerst mit partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung beschiftigen, welche so lauten: 


F(a, Y,4,D, q) =0 
G(x, Y,4,P, q) - 
Damit diese beiden Gleichungen eine Lésung gemein haben, ist es 


aus demselben Grunde wie friiher nothwendig, daB die erste Variation des 
Integrals 


I= f(kv2'+ay'-“) +AF + uG|du 


verschwindet. (Hier ist w ebenso wie A ein noch unbestimmter Lagrangescher 
Faktor.) 

Die Variationsrechnung gibt uns dafiir ein System von gewdhnlichen 
Differentialgleichungen, das so lautet: 


(“*) + u(é ; =) — Ep’ = 0, 


20) 4 a ( (5°) ) —&4’ =, 
2 + uG, + Ex’ = 0, 
AF, +4uG, +&y =0, 





192 Yosurve. 


wo (*) fiir den Ausdruck $* = + p? :- steht. (Wie friiher ist € so zu 


we (aa) daB 0 = AF, + a + &’ identisch erfiillt wird; also ist & bis 
auf eine Konstante bestimmt.) 

Wir sind jetzt imstande die Relationen abzuleiten, die von &, A, u 
frei sind: diese Relationen sind die gesuchten Bedingungen. 

Zu diesem Zwecke lésen wir die erste und dritte Gleichung nach 
A und w auf: . 











[GD Ga GD, I) 69/1) #| 
i £1 ‘\-* €& |F, 4G, lF —2| 
Die zweite und vierte Gleichung geben uns auch 

1G CsJe GD), I CII «| 
ir, @| |v @l |r @/] |F -y! 





Wegen der Relationen G=0, und pa’ + qy — 2 =0 verschwindet die 
Summe der beiden Determinanten 


,  (a@y| |. (@@)| 
| e (e)| ana | * GG). 
la’ G, | lI-y 4 


g 


Dies gibt uns die gesuchte Bedingung 


(ee) (as)| 4|(G5) (s)| -o. 


|F 6G F «6 


P Pp y qg g 





Hier haben wir nur die beiden ersten Gleichungen gebraucht; die beiden 
anderen Gleichungen geben uns genau dieselbe Bedingung wie diese. 
Diese Bedingung fiir das Involutionssystem stimmt mit der bekannten 
Bedingung iiberein: wenn z in F und G nicht vorhanden ist, so geht 
die linke Seite in den bekannten Klammerausdruck iiber. 

Bei den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist die 
Sache etwas anders. Hier haben wir das Integral 


J =[[E(v2' + ay —2) + n(va! + sy'—p)+£(oa’ +ty—¢) + 4F + wG]du 


za behandeln. (Friiher haben wir &, &@), &2) anstatt &, 1, € gebraucht.) 














Anwendungen der Variationsrechnung auf partielle Differentialgl. ete. 193 


Die Bedingung 6J = 0 we uns die Relationen 
(2) +0669) —w -¥ =o 


a(e 4 ¥(2°) — ys’ — tt’ =0, 
AF, +uG@, +40 =0, 
AF, +uG, +ny + €2'=0, 
AF, +pG, + by = 


(5) soll den Ausdruck F, + pF, + rF, + sF, bedeuten, und ebenso 


(5 ‘ den Ausdruck F,+qF,+sF,+¢tF,. Die Funktionen £, 7, § sind 
bis auf Konstanten bestimmt durch die Differentialgleichungen . 
O=AF,+4G,+%, O0=A4F, + uG,+ ta’ +7, 
O=AF, + 4G,+ by +. 


Aus der ersten und dritten Gleichung ‘eipiiadiel wir: 


(6 Ge) (32) _|er te (5c) , | (ee) (52) | = Ga) nr +68" | 


G. | | —92’ G = fee | F —na’ | 


r r 








r r 


Die zweite und fiinfte Gleichung gibt uns 


|G) | |v +e (52)| |) G2)|_|G3) wer, 
| F, | 6; |\% @&| 1% ~wiI 


Man kann leicht finden, daB die vierte Gleichung erfiillt ist, wenn 
diese vier letzten Gleichungen erfiillt sind, welches natiirlich so sein muB, 
weil, wenn die Gleichungen 


F=0, G=0, pa’+qy—2=0, ra’'+sy—p'=0, sx’ + ty’—q' =0 
erfiillt sind, eine der obigen fiinf Gleichungen die Folge der anderen vier 
ist. Also ist es nicht nétig die vierte Gleichung der obigen fiinf Glei- 
chungen zu gebrauchen. 

Aus den vier letzten Gleichungen bekommen wir zwei Gleichungen: 


atl (Ga) (52) | | + An | (55 (er) = s(@6,—nfG,+7°G,), 
\F G4 | iF G, 


ha (=) +un Ger (ey) -—v@n.—atn+0F 
| t t 


y 
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Die beiden linken Seiten haben einen gemeinsamen Faktor 


OF\ (0G\| OF\ (0G 
e|(ae) (Ge)! 4 4 |(e) CG5)| 
ime @&! 1h @ 
linear in 9 und €. 

Die beiden quadratischen Faktoren in € und y miissen auch einen 
gemeinsamen linearen Faktor haben. Also haben die beiden Gleichungen 
o°G, — nfG, + 7°G,=9, 

OF, — 0oF, + oF, = 0, 


eine gemeinsame Lésung fiir z. Diese gemeinsame Lésung fiir - ent- 
spricht dem gemeinsamen Faktor in den linken Seiten. Fiir diesen Wert 
von 4 verschwindet also dieser lineare Faktor. Infolgedessen haben wir: 
Wenn die beiden partiellen Differentialgleichungen 
F(a, y,2,p,9,7,8,t)=0, G(x, y,2,p,q,7,8,t) =90 
eine Lésung gemein haben, so miissen: 


erstens: 
mG, — mG, -- G,=0 
mF. —mF, + F,=0 


eine gemeinsame Lésung fiir m haben, 


zweitens: Fiir dieses m, ist 


1 @91,1G €9 lao. 
ly, @,| |R @ | 
Aus der ersten Bedingung, daB die beiden Gleichungen 
mG, —mG,+ G,=0, 
mF. —mF,+ F,=0 


eine Lésung m gemein haben, ergibt sich die Relation: 


' 2 2 ae 
im F. F, F,| 
| &, G, G, a 
(0 G, G, G,| 


Diese hier gewonnenen Bedingungen stimmen genau mit den in Goursats 
Lehrbuch Bd. II gegebenen Bedingungen iiberein. 
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Uber die Anzahl der Primzahlen unter gegebener Grenze. 


Von 


Eruarp Scumipt in Gottingen. 





Herr De La Vallée Poussin*) hat bewiesen, dab, wenn F(x) die 
Anzahl der Primzahlen < x bedeutet, fiir 2 > 2 


‘F@) ~f, < Const. ce Ve log ae Vp logz 


ist, wobei p = 0 - 03282 zu setzen ist. Unter der Voraussetzung, daB die 
komplexen Nullstellen von €(s) simtlich den reellen Betrag = haben, hat 
ferner Herr Helge van Koch**) bewiesen, daB fiir > 2 , 


log y | 


| F(a) -f dy | |< Const. Vx log x. 


Damit blieb die Frage nach dem Vorzeichen des Fehlers, also die Frage, 
ob etwa F(x) und die durch die Gleichung 


fl) = F(a) + + F(x) +4 F(c3) +... 


definierte Funktion f(x) schlieBlich bestindig gréBer oder bestandig kleiner 
als der Integrallogarithmus bleiben, oder ob sie bestindig um denselben 
schwanken, sowie auch die Frage nach einer unteren Grenze fiir die GréBen- 
ordnung dieser Schwankung unerledigt***). Der Inhalt vorliegender Unter- 
suchung orientiert sich an diesen Fragen, indem er in folgenden Satzen 
besteht: 


*) Memoires couronnés et autres Memoires publiés par l’Academie royale de 
Belgique 1899 tome LIX. 

*™) Acta Mathematica Bd. 24; Mathematische Annalen Bd. 55. 

***) DaB es zu jedem beliebig kleinen ¢ iiber jeder beliebig groBen vorgeschriebenen 
Zahl x, Werte von x gibt, fiir welche 


: 
lr@— 
| logy 


ist, ist schon von Herrn Jensen ohne Ausfiihrung des Beweises ausgesprochen worden 
(Acta Mathematica Bd. 22). 





>a? 








196 Ersarp Scamp. 


I. Uber jeder beliebig groBen vorgeschriebenen Zahl z, gibt es 
Werte von z, fiir welche 


fia) ~ 1 St->s Ve 


log y~ 29 log x’ 
2 
und ebenso auch Werte von 2, fiir welche 
1 Ya 
f(@) ~fist ~~ 39 log a 


II. Uber jeder beliebig groBen vorgeschriebenen Zahl x, gibt es 
Werte von z, fiir welche 





Vx 
F .1 Vx 
F(x) — fa log y +5 ) log y~ 29 log a’ 


und ebenso auch Werte von z, fiir othe 
"i y 1 Va 
F(x) — vimee e log y ~~ 29 log x 


Bezeichnet v - obere Grenze der sills Betrage der Nullstellen von &(s), 
so daB also — ~< v <1 sein muB, so gelten noch folgende Sitze: 


Il. Zu wa beliebig kleinen vorgeschriebenen positiven GréBe « 
gibt es iiber jeder beliebig groBen vorgeschriebenen Zahl x, Werte von 
x, fiir welche 


fe )-fidjre : 


und ebenso auch Werte von x, fiir welche 


fe) — fing <— 2 


IV. Zu jeder beliebig kleinen vorgeschriebenen GriBe « gibt es iiber 
jeder beliebig groBen vorgeschriebenen Zahl * Werte von x, fiir welche 


vay ve 
ow Sia log y #5 ) logy liad 


und ebenso auch Werte von 2, fiir welche 


x Vz 
dy dy yor 
Fe) —isgg + 3 toes <— 











V 
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Wir wollen mit dem Beweise des Satzes II] beginnen. Es sei fiir x >2 
m= E(x) 


1 
L(e)= > ign’ 
m=2 


wo E(x) die gréBte ganze Zahl < a bedeutet, und fiir x < 2 


L(x) = 
Dann ist fiir 7 > 2 


(1) L(2) — 3 < Sat locy < L@)- 


Man setze 
f(#) = L(x) + 9(); 
Es sei ferner #(s) > 1; dann ist 


(2) log &(8) = Sp t+ > p+ 5 Set 
Pp p P 


wo fiir log €(s) derjenige Wert zu wihlen ist, welcher stetig in reelle 
Werte iibergeht, wenn s stetig so in reelle Werte iibergeht, daB dabei 
bestaindig #(s) > 1 bleibt. 


Dervidens ieee 


SP LM=Le—) , S19) —o@—1 
2 »* ™ Y 4 n* ? 
da nun 


p(1)=0 und lim (=F) =0, 
n=O n 


SI o@—9@-)_ SH — 
2 n® 2 p(n) (-: meen 


beriicksichtigt man nun, dab L(n) — L(n—1) = loge ist, so ergibt sich 


so ist 





ra=@ 


"= eso Brat Bee 1 Fe a 
-S he n 5 20) - vim (s), 


an=2 n=<2 





wo 
n+l 2 


1 
ft Ow a —" + oa = 98+) Jefe s+2 
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und mithin auch 
n+1 n+1 


2 dy | 1 
|RA(8)| <[sl-|8+1]- fae fatty < sear 





ist. Aus der letzten Ungleichung folgt, dab 


S o(n) Rls 


fiir #(s)>0 absolut und gleichmaSig konvergiert und mithin ftir R(s)>0 
einen singularitiatenfreien analytischen Funktionszweig darstellt. Dasselbe 
gilt dann auch von dem Funktionszweig A(s), welcher durch die Gleichung 


1 a=@ aza=o@ , = 
A(s) = — (> p(n) R,(s) + log §(a) —s + a — a 
n=2 F 


n=2 


definiert sei, wobei a eine reelle Zahl > 1 bedeuten soll. Da nun 


log &(s) = log §(a) +f £2 ds 


und 


s 


a=>@ ai ra=@ 
, log ee — > ing fag a “- fro ds +s—a, 


so ergibt sich aus : (8), 


s 


9m ,.,1 fro 
(4) >t A(s) + fi fe + £(s)) ds, 


n=2 
a 


wo der Integrationsweg so zu wihlen ist, daB auf demselben bestiindig 
R(s) > 1 bleibt. Es durchlaufe nun n, die Gesamtheit der ganzen Zahlen 
n> 2, fiir welche p(n) >0O und », die Gesamtheit der ganzen Zahlen 
n > 2, fiir welche g(n) <0 ist. Dann ergibt sich 


6) SH Ta 4st (ES+ ee) a, 
© — DYR-- DENA + hf Ga reo) a 
ny Ny ' 


“ —— ie . - a MM) pa 
Ware nun fiir jedes n, >, g(n,) >—n-*, so wiirde i fiir 
4 


Ng 


R(s) > v—e absolut und gleichmaBig konvergieren und mithin einen in 
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diesem Gebiet reguliiren analytischen Funktionszweig darstellen. Da ferner 
&" (8) 


£(s) + §(s) an der Stelle s = 1 reguliir ist, und mithin 


78°) 
Se + &(s))ds 
nur an den Nullstellen von £(s) d. h. nur fiir negative und komplexe 


Werte von s, deren reeller Betrag <v vorausgesetzt wurde, singulir 
werden kann, so ergibt sich aus (6), dab, wenn g, den Konvergenzradius 


der Taylorentwickelung des durch pe dargestellten Funktionszweiges 


in der Umgebung des Punktes s = a bezeichnet, 9, > a — v wiire; es sei 
0, =a—v+y, da es nun gemiB® Voraussetzung eine Nullstelle a+ pi 
von €(s) geben miiBte, so dab «> v — y und « > vy —é, so wiirde folgen, 
daB wenn ¢,,,; den Konvergenzradius der Taylorentwickelung des durch 


Pa EAN a dargestellten Funktionszweiges in der Umgebung des Punktes 


s=a ‘ Bi bezeichnet 9,,,;< 0, Ware. Das ist aber unméglich; denn, 
wenn ©") und el , beziiglich die Koeffizienten der m‘" Potenzen in der 


Taylorentwickelung von 2 9%) in der Umgebung der Stellen s=a und 


+1 


=a-+ Bi bedeuten, so int 
c™ — (— 1)” p (n,) (log m,)" :)" 
.. it meth 
und 


m 





om (—1)* P(m,)(logn,)" 
‘at+pi om! 
Da nun wegen des positiven Vorzeichens aller p(n,) 


| 9 (n,) (log ”,)" 
| 


 (m,) (log m,)” 
net airt og not} i 
so ist 


teal | 


und mithin auch g,,,;;20,- Ebenso beweist man auch die Unmdglich- 
keit der Annahme, daf fiir jedes n, >a, g(m,) <\~* wire. Damit ist 
bei Beriicksichtigung von (1) der Beweis fiir die Ungleichungen des 
Satzes III geliefert. 

Beweis des Satzes I. 


Fiir den Fall, daB » > >: wire, ergeben sich die zu beweisenden 








Ungleichungen aus den schon bewiesenen den Inhalt des Satzes III aus- 
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machenden Ungleichungen a fortiori. Wir haben sie also nur fiir den 


Fall, daB v = = ware, zu beweisen. Differentiiert man die Gleichung (6) 


2 
d(A@) 
ds 


nach s, so ergibt sich, wenn = A’(s) gesetzt wird, 


(7) > art log n, ~2 ae log n, — A’(s) 
nm ; Ne 


1 $ (s) 1 (&'(s) 
+aJ (a + 80) a8 — + (ey + 80): 
Da gemaB dem zu Anfang dieser Abhandlung zitierten Satze von Herrn 
Helge van Koch aus der gemachten Voraussetzung, dab v = > sei, bei 
Beriicksichtigung von (1) folgt, daB 


y(n,) < Const. nt log n, 
und 


— p(n.) < Const. ne log n,, 
so konvergieren unter der genannten Voraussetzung die Summen, welche 
in der Gleichung (7) vorkommen, fiir #t(s) > + gleichmaBig und (7) hat 
dann also fiir %i(s) > $ Giiltigkeit. Es sei nun =. + Bi eine Nullstelle 





von £(s), dann ist, wenn w eine positive gegen 0 konvergierende GréBe 
bezeichnet, 


Om lim (u-4’ (5 4+ pit u)) 
und weil 


J (ge + 800) ae 


a 


nur logarithmische Unendlichkeitsstellen hat, 


1 . 
. gy thite 





“<— (ast : x/ (ra) + £09) 7 


wo der Integrationsweg so zu wiahlen ist, daB auf demselben bestindig 
R(s) > = bleibt, ferner ist 


o (+4+bi+eu A 
lim e (Ge eee) —, 








uno) 4+ Bite 
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wo x die Ordnung der Nullstelle s = +: + Bi bedeutet. Aus (7) folgt 
mithin 
(8) a G 1 e(m) loge 1, ST em) ay Su 


3 , 8 ; 1 : 
_ + +piteu >t+Pitu . 
aes n2 My Nee a + Bt 


1 
Da nun s = = eine regulire Stelle der drei letzten von den vier Aus- 





driicken auf der rechten Seite von (7) ist, so ergibt sich, wenn das 
Symbol O die obere Unbestimmtheitsgrenze bedeutet aus (7) 
9 vim) 1OBm) _ O (y. 7 — 9(%) log ms _ 
( ) A ci Su u=0 0 ng te 
Da nun 


om) <6 i bow (m4) 108 log n, 
z ni +Bitu 





m 


— Pm) ) log Ms ae PX%) 0S % log 
a Stu 25 a teite 


Ng 


und 


? 





so folgt aus (8) und - 





(10) 2N>———. 
ja tes 
Wire nun fiir jedes n, > 2, 
p(n) > —e- aoe ’ 
wo 
O<e<t- a 
* | +85 


so wire, weil 


> 4 = - es <>'= 2) a My +¢ > itn? 


“. Ng SX, 
und weil ferner 
lim (« > es =" 
aie MgSz, Ng” . 
und 
. aoe 1 
1 ‘ ee Ay 
ine Sa) 


N <c, was mit (10) im Widerspruch steht. Ebenso beweist man auch die 


Unméglichkeit der Annahme, da fiir jedes n, > 2, p(n) < ee , wo 


Mathematische Annalen. LVII. - 414 
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ux 
pay 


= + Bi diejenige Nullstelle, deren abeokuter Betrag am kleinsten ist d. h. 


e wie friiher eine positive Zahl < - bedeutet. Wahlt man nun fiir 


nach der Berechnung des Herrn Gramm*) ; +i-14-17---, so ist x= 1 


und es ergibt sich, daB = < re a - Damit sind wiederum unter 
* |r +e| 
Beriicksichtigung von (1) die Ungleichungen des Satzes I auch fiir den 
Fall, daB v = = wire, bewiesen. 
Beweis der Sitze II und IV. 
Es sei fiir >2 


m= E(x) 


1 
L,(z) “2 Vm log m 


und fiir «< 2? 


Dann ist fiir x > 2 


= 


x 


und da 


‘e 
_dy _ fi'dy 
Vylogy J bey 


ist, so ergibt sich fiir x > 2 








, rs . — _ dy 
a nisl a 2 - foe < fat, <4©@) logy 
V2 
Man setze 


F(x) = L(«) — + L,(2) + (2). 


Ersetzt man in (2) s durch 2s, multipliziert die so erhaltene Gleichung 
mit = und subtrahiert sie von der urspriinglichen, so erhalt man folgende 
fiir R(s) > 1 geltende Gleichung: 


*) Bulletin de l’Academie royale des sciences et des lettres de Danemark 
Copenhague 1902, No. 1. 
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log £(s) —> log £(2s) -5 D>" -5 D>" -F daira” 
P P P 








_ SFO — Foe) _ Lm —Le-1 1 PLM —L@-» 
2 n* “ n* 2 - nt 
‘W9(n) — O(n—1) 
+2 n* 
NO n* 1 n (++ : NX 
“35-12 "+ Soe \e-eaH) 
n=2 n=2 
n= ® : " » A r= Sn (tte) 
eet Ege ts) a e+z- cz log n— 
n=2 


a 


n=@2 


re + [slcr dares 380 ~SowmRe, 
e n=2 


a= 
a 


wo a und R,(s) dieselbe Bedeutung haben wie beim Beweise des Satzes III, 
und die Integrationswege so zu wihlen sind, daB auf denselben bestindig 
R(s) > 1 bleibt. Setzt man nun 


/2=D 


) "SS 4-44) 
Be)=7( Sow Re) —"F" -Saatt Fo Taga + 108 £(@) 


~~aate- gr LSet ee), 
P P 


so stellt B(s) einen fiir #(s) > = reguliren analytischen Funktionszweig 
dar und man hat 


; ‘x a 1 1’ 8) , "(25 1 1 
(12) a vow +t fe + ¢() Fe St (s+5)) ds, 


n=2 


wo der Integrationsweg so zu wihlen ist, daB auf demselben bestindig 
R(s) > 1 bleibt. Da nun die Funktion unter dem Integralzeichen an den 


Punkten s = ba und s=1 regular bleibt, und mithin die durch das 
Integral gegebene Funktion im Gebiete Ri(s) > : nur an den komplexen 


Nullstellen von €(s) singuliir und zwar logarithmisch unendlich wird, so 
14* 
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fiihrt von der Gleichung (12) genau dieselbe SchluBweise unter Beriick- 
sichtigung von (1) und (11) zum Beweise der Siatze IV und II, wie sie 
aus der Gleichung (4) unter Beriicksichtigung von (1) den Beweis der 
Sitze III und I lieferte. 


Zum Schlusse méchte ich mir noch folgende Bemerkung erlauben: 
Wenn v > = wire, so kénnte man offenbar in den Ungleichungen 
- 


at BS , fortlassen, ohne daB dieselben 


des Satzes IV das Zusataglied | : i 


ihre Giiltigkeit verléren. Es m~ also zu jeder beliebig kleinen vor- 
geschriebenen positiven GréBe « iiber jeder vorgeschriebenen Zahl x, Werte 
von x, so dab 


(13) F(2) “fi i> 


wire. Nun hat aber die bis 3000000 durchgefiihrte Zihlung der Prim- 
zahlen durch GauB und Goldschmidt es wahrscheinlich gemacht, daB 


7a + x y 


bleibt. LieBe sich dieser Satz tiie so wiirde aus (13) sich ergeben, 


daB v => sein muB, d. h. daB die komplexen Nullstellen von £(s) den 


reellen Betrag ; haben. 
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Zur Proportionslehre. 
Von 


Friepricn Scuur in Karlsruhe. 


Erst vor Kurzem bin ich durch einen Vortrag, den Herr Kneser*) 
in der Berliner mathematischen Gesellschaft gehalten hat, darauf auf- 
merksam geworden, daB eine vom Archimedischen Postulate unabhingige 
Begriindung der Proportionslehre bereits im Jahre 1893 von Herrn 
K. Kupffer**) gegeben wurde. Da einmal aus dem Kneserschen Berichte, 
der sich teils an Kupffer teils an Hilbert anlehnt, nicht deutlich hervor- 
geht, welchen Fortschritt man in dieser Frage Kupffer verdankt, dann aber 
die Dorpater Berichte schwer zuginglich sind, so will ich zur Vervoll- 
stindigung der literarischen Notizen, die ich 
im 55. Bande dieser Annalen 8. 265ff. gegeben 
habe, den wesentlichen Inhalt der Kupfferschen 
Abhandlung, so weit er die Proportionslehre 
betrifft, hier kurz wiedergeben. 4 

Indem Kupffer von der Definition ausgeht: \ 
Lin Streckenpaar ab ist einem andern Strecken- 
paare a,b, proportional, wenn sie auf den 7 
Schenkeln eines Winkels « aufgetragen bewirken, 
daB die Dreiecke abe und a,b,c, dhnlich, d. h. 
winkelgleich sind“ (Fig. 1), zeigt er zunachst auf 
Grund eines Verfahrens, das im Wesentlichen 
in der Anwendung des Desargues’schen Satzes besteht, daB diese Definition 
von der Wahl des Winkels « unabhiingig ist. Den Desargues'’schen Satz 








Fig. 1. 





*) Abgedruckt auf S. 4 des 1. Stiickes d. 1. Jahrg. d. Sitzungsberichte der Ge- 
sellschaft unter dem Titel: Neue Begriindung der Proportions- und Ahnlichkeitslehre 
unabhiingig vom Archimedischen Postulate und dem Begriffe des Inkommensurablen, 
1902. 

*) Kupffer, Die Darstellung einiger Kapitel der Elementarmathematik, Sitzungs- 
berichte der Dorpater Naturforscherges. 1893, S. 373 ff. 
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oder vielmehr den speziellen fiir ahnliche und ahnlich gelegene Dreiecke 
denkt er sich hierbei, wie das ja schon Desargues selbst getan hat, in 
bekannter Weise durch réumliche Betrachtungen bewiesen. Nun handelt 
es sich um Uberwindung der eigentlichen Schwierigkeit, die in dem Be- 
weise der Vertauschbarkeit der inneren oder der diuBeren Glieder der Pro- 
portion besteht. Obiger Definition gemaB wird es sich also darum handeln 
za beweisen, daB auch die Streckenpaare aa, und 5b, auf den Schenkeln 
eines Winkels abgetragen iihnliche Dreiecke hervorrufen. Hilbert fiihrt ja 
diesen Beweis auf den sogenannten Pascalschen Satz*) fiir zwei Geraden 
zuriick und gibt von diesem Satze zwei Beweise, von denen der zweite 
sich auf die Satze von Kreisvierecke und von der Gleichheit der Peripherie- 
winkel iiber derselben Sehne stiitzt. In der Tat sind diese Siatze unab- 
hangig von der Proportionslehre, wie man in jedem Lehrbuche der 
Elementargeometrie nachlesen kann. 
Denselben Ausgangspunkt hat nun 
schon Kupffer genommen, er fiihrt 
aber die Vertauschbarkeit der inneren 
Glieder einer Proportion in _ iiber- 
raschend einfacher Weise direkt auf 
jene Kreissatze zuriick. Ist (Fig. 2) 
OA: OB= OA,: OB,, 
sodaB AB A,B, ist, und tragt man 
OA und OB auf dem jedesmaligen 
andern Schenkel als OA’ und OB’ 
- auf, so liegen die vier Punkte wegen 
Longe der Gleichheit der Winkel OA, B, 
und OA’ B’ auf einem Kreise. Daraus 
folgt, daB auch die Dreiecke 0.A,A’ und OB, B’ winkelgleich sind, dab 
also OA’: OA, = OB’: OB, oder OA: OA, = OB: OB, ist, q. e. d. 
Wenn Hilbert seinem auf den Kreissitzen beruhenden Beweise des 
Pascalschen Satzes einen davon unabhiangigen aber etwas umstindlicheren 
vorausgeschickt hat, so ist er offenbar von dem Gedanken ausgegangen, 
daB die Beweise jener Kreissiitze zwar auf bloBen Kongruenzsitzen be- 
ruhen, da® sie aber, um vollstiindig zu sein, umstindliche Betrachtungen 
und weitgehende Fallunterscheidungen erfordern. Beschrinkt man sich 
aber auf den Pascalschen Satz fiir zwei auf einander senkrechte Schenkel, 
wie dies nach Hilbert tatsichlich geniigt, so kann der zweite Beweis von 
Hilbert auf Grund des Satzes vom Héhenschnittpunkte des Dreiecks voll- 
standig und sehr einfach gefiihrt werden. Sind nimlich auf zwei zu einander 





*) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig, 1899, Kap. III. 
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senkrechten Geraden je drei Punkte A, B,C und A’, B’, C’ (Fig. 3) so 
angenommen, daB AB’|| BA’ und BC’||CB’ ist, und schneidet das Lot 
von B auf CA’ den andern Schenkel in D’, so ist C der Héhenschnitt- 
punkt des Dreiecks BA’D’, also 
CD’ | BA’ und daher | AB’. Des- 
halb ist C auch der Héhenschnittpunkt °K. 
des Dreiecks AB’ D’, also AD’ 1 CB’ ey 

und daher auch | BC’. Deshalb ist PS x AA 
endlich B der Héhenschnittpunkt des , ata \ 
Dreieeks AC’ D’, d.h. auch AC’L BD! “Sx. NON 


und daher AC’ || CA’, was zu_ be- ~Sy a as 
weisen ist. Nimmt man an, dab, wie ya theest ike 
das fiir unsere Figur zutrifft, OC=OB'’, ~ : 
also auch OB = OC’ ist, so haben er yf 
wir den Beweis fiir die Vertausch- , ag / 
barkeit der inneren Glieder einer Pro- gg / 
portion. Was aber den Satz vom / of any 
Hohenschnittpunkt des Dreiecks be- ff ff 
trifft, so ergibt er sich aus den ersten i # 
drei Kongruenzsiitzen, wenn man das {he 
dem gegebenen Dreiecke umschriebene iy fc 
Dreieck betrachtet, dessen Seiten denen of 
des ersten parallel sind. 

(Die Zuriicktiihrung des Pascal- 
schen Satzes auf den Satz vom Héhen- 
schnittpunkt erscheint insofern nicht ohne prinzipielles Interesse, als die 
beiden Satze, der Desargues’sche und der Pascalsche, in dem folgenden 
enthalten sind: Haben zwei Vierecke die entsprechenden Seiten parallel, 
und es ist eine Diagonale des einen einer Diagonale des andern parallel, 
so sind auch die beiden andern Diagonalen parallel. Dieser Satz ist gleich- 
bedeutend mit dem Desargues’schen oder dem Pascalschen, je nachdem 
die entsprechenden oder die nicht entsprechenden Diagonalen parallel sind. 
Zwei Dreiecke nun, dessen Seiten den Héhen des andern parallel sind, 
liefern unmittelbar eine besondere Figur der zweiten Art, die durch 
Affinitat, d. h. auf Grund des Desargues’schen Satzes in die allgemeinste 
Figur dieser Art verwandelt werden kann). 

Wie hieraus die Proportionslehre und das Rechnen mit Strecken ohne 
Beniitzung raumlicher Betrachtungen abzuleiten ist, kann bei Hilbert nach- 
gelesen werden, dem sich auch Kneser in diesem zweiten Teile vollkom- 
men anschlieft. Was Kupffer zur Streckenrechnung anfiihrt, trifft nicht 
ganz zu. Denn ,,daB die Planimetrie unabhangig von der Ahnlichkeitslehre 





> 
cS) 
iN 





Fig. 3. 
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nachweist, daB der Flacheninhalt eines Rechtecks gleich dem Produkte 
seiner beiden ungleichen Seiten ist“, ist nur auf Grund eines gewéhnlich 
stillschweigend vorausgesetzten neuen Axioms méglich, wonach eine Flache 
keinem ihrer Teile inhaltsgleich sein kann. Dies Versehen ist um so 
wunderbarer, als ich in einer Dorpater Vorlesung, die Kupffer, wie er in 
einer Anmerkung selbst angibt, gehért hat, gerade die Theorie des 
Flacheninhalts*) nach dieser Richtung vollkommen klar gestellt habe. 
Insofern bediirfen auch die weiteren Literaturangaben Knesers einer Er- 
lauterung. Denn wenn er zum Gegenstande seines Artikels (cfr. Titel) 
Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844 §§ 75—79 und Hoppe, Rein 
geometrische Proportionslehre, Arch. f. Math. 62, S. 153—164 anfiihrt, 
so darf die Bemerkung nicht unterdriickt werden, daB an beiden Stellen 
die Vertauschbarkeit der inneren Glieder einer Proportion auf die Flichen- 
stitze zuriickgefiihyt wird. Das Archimedische Axiom wird dabei nur 
scheinbar vermieden, da es durch ein anderes ersetzt wird, das, wie 
a. o. a. O. bewiesen wurde, iiberhaupt kein Axiom, sondern ein beweisbarer 
Satz ist, wahrend das Archimedische Axiom zwar fiir die Proportionslehre, 
nicht aber fiir den Gesamtaufbau der Geometrie entbehrlich ist. Uherdies 
lieBen sich bei Zulassung solcher Beweismittel die Literaturangaben noch 
vermehren, gibt es doch sogar einen Leitfaden der Geometrie fiir héhere 
Schulen von Dobriner, in dem die Proportionslehre auf dieser Grundlage 
entwickelt ist. Der springende Punkt ist der Beweis der Vertauschbar- 
keit der inneren Glieder einer Proportion oder des Pascalschen Satzes fiir 
zwei Geraden aus bloBen Kongruenzsitzen ohne das Archimedische Postulat, 
und es schien mir wichtig, an dieser Stelle zu konstatieren, dab, so weit 
ich bisher feststellen konnte, Karl Kupffer der Erste gewesen ist, der 
dies geleistet hat; denn die Kupffer’sche Abhandlung ist ebenso wie mir 
den meisten Mathematikern bisher unbekannt geblieben. 


Karlsruhe, im Juni 1902. 








*) Schur, Ub. d. Flicheninhalt geradlinig begrenzter ebener Figuren, Dorp. Ber. 
1892, 1ff. auch abgedr. im Periodico matematico VIII, p. 153, s. auch ib. IX, p. 85. 
Die weitere Literatur hieriiber findet man zusammengestellt in Enriques, Questioni 
riguardanti la geometria element., Bologna 1900, p. 103 ff. 
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Uber die Incidenz zweier linearer Raume beliebiger Dimensionen*). 
Von 


H. Scuusertr in Hamburg. 


Die Resultate der abziihlenden Geometrie flieBen im wesentlichen aus 
zwei Quellen, der Chaslesschen Korrespondenzformel und den Incidenzformeln. 
Die auf den dreidimensionalen linearen Raum beziiglichen Incidenzformeln 
habe ich schon 1874 in den Gott. Nachr. aufgestellt. Um sie zu beweisen, 
stellte ich damals das Prinzip der speziellen Lage auf, das spater Prinzip 
von der Erhaltung der Anzahl genannt wurde. Obwohl die Anwendbarkeit 
dieses Prinzips eine begrenzte sein wird — nur daB die Grenzen der An- 
wendbarkeit bisher noch nicht untersucht sind —, so hat es doch nie 
einem Zweifel unterlegen, daB das Prinzip von der Erhaltung der Anzahl 
bei der Ableitung der Incidenzformeln Anwendung finden darf, weil die 
letzteren sich auf den Fall beziehen, daB ein linearer Raum niederer 
Dimension in einem linearen Raume héherer Dimension liegt, und weil 
auch die Bedingungen, die in diese Formeln eintreten, derartig sind, dab 
dieselben nur lineare Riiume als gegeben voraussetzen. 

Von n-dimensionalen Incidenzformeln sind bis jetzt nur zwei ver- 
6ffentlicht, die sich beide auf einen Strahl beziehen, dem ein Punkt incident 
ist. Die erste stellte ich 1884 im 26sten Bande der Math. Ann., §. 54, 
auf, um sie auf die Untersuchung der vielfachen Tangenten im R, an- 
wenden zu kénnen. Die zweite, eine Verallgemeinerung der ersten, stellte 
Herr Pieri 1891 in den Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 
(Tomo V, 8.10) auf, um sie auf Systeme von Punktepaaren anwenden 
zu kénnen. Im folgenden werden nun ganz allgemein m Incidenzformeln 
abgeleitet, welche sich darauf beziehen, daB ein m-dimensionaler linearer 
Raum ganz innerhalb eines (m + q)-dimensionalen linearen Raums liegt. 


*) Den gréBten Teil der Resultate dieser Abhandlung habe ich schon ohne Be- 
weis in einem Vortrag mitgeteilt, den ich am 22. Sept. in Karlsbad vor der Deutschen 
Math.-Vereinigung gehalten habe. Dieser Vortrag wird in den Jahresberichten dieser 
Vereinigung abgedruckt werden. 
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§ 1. 
Bezeichnungsweise der Grundbedingungen. 


In die gesuchten Incidenzformeln treten keine anderen Bedingungen 
ein, als die, welche ich bei meiner ,,Lésung des Charakteristikenproblems 
fiir lineare Raiume beliebiger Dimension“ (Mitteil. der Hamb. Math. Gesellsch., 
Februar 1886) ,,Grundbedingungen“ genannt habe. Fiir diese Grundbe- 
dingungen habe ich schon 1884 in meiner Abhandlung ,,Die n-dimensio- 
nalen Verallgemeinerungen der fundamentalen Anzahlen unseres Raums“ 
(Math. Ann., Bd. 26, S. 26) eine Bezeichnungsweise eingefiihrt, welche 
auch von Segre, Pieri und den iibrigen italienischen Mathematikern, die 
inzwischen die abzihlende n-dimensionale Geometrie geférdert haben, 
adoptiert ist. Um diese Bezeichnungsweise auseinanderzusetzen und, im 
AnschluB daran, sie zu verbessern, wollen wir unter dem Symbol 

[a] 
immer einen a-dimensionalen linearen Raum verstehen, der in dem zugrunde 
gelegten n-dimensionalen linearen Raume liegt. DemgemaB bezeichnet [0] 
einen Punkt, [1] einen Strahl, [2] eine Ebene, u. s. w., endlich |] den 
a-dimensionalen linearen Raum, in welchem alle vorkommenden Gebilde 
liegend gedacht werden. Hiernach wird auch z. B. die Ausdrucksweise 
,der [a+b —~n], im dem sich der gegebene [a] und der gegebene |b] 
schneiden“ nicht miBverstanden werden kénnen. Alle Grundbedingungen, 
die man einem [m] auferlegen kann, stecken nun in dem Symbole: 
(9, Gy, Ug,°*", a), 

wo 0S a, <a, <a, <--+ <a, <n ist, wenn dieses Symbol voraussetzt, 
daB ein [a,|, ein [a,|, ein [a,| u. s. w. bis [a@,,] derartig gegeben sind, 
daB immer jeder [a,| in dem |a,,,] liegt, und wenn dann der [m| mit 
jedem [a,| einen [7] gemeinsam haben soll. Diese Bezeichnungsweise der 
einem [m] auferlegbaren Grundbedingungen verbessere ich jetzt dadurch, 
daB ich jedes 


a, ersetze durch n—m—a,+ 4%, 


sodaB die bisher mit (a,, @,, @,---,@,,) bezeichnete Grundbedingung von 
nun an mit 


(n —m— a, n—m—a,+1, n—m—a,+2,---,n—a,, 


zu bezeichnen ist. Auch werde ich von jetzt an immer die neue Be- 
zeichnungsweise anwenden, wenn ich nicht ausdriicklich sage, da8 eine 
runde Klammer, in welcher m+ 1 durch Kommata getrennte Zahlen stehen, 
nach der alten Bezeichnungsweise als eine einem |[m] auferlegte Grund- 
bedingung zu deuten ist. Die neue Bezeichnungsweise bietet den Vorteil 
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daB die Swmme der in Klammer gesetzten Zahlen immer die Dimension 
der durch eine solche Klammer bezeichneten Grundbedingung ergibt. Wie 
bei der alten Bezeichnungsweise jede folgende Zahl immer gréBer sein 
muBb, als jede vorhergehende, damit die so bezeichnete Bedingung Sinn 
hat, so ist bei der neuen Bezeichnungsweise das Symbol fiir eine Grund- 
bedingung immer dann sinnlos, wenn eine folgende Zahl gréBer ist, als 
eine vorhergehende. Hier noch einige Beispiele fiir die neue Bezeichnung 
der Grundbedingungen: 

1) (2) bedeutet die einem Punkte auferlegte Bedingung, daB er auf 
einem gegebenen [n—2] liegen soll; 

2) (1,0) bedeutet die einem Strahle auferlegte Bedingung, daB er mit 
einem gegebenen [~—2] einen Punkt gemeinsam haben soll; 

3) (4,1) bedeutet fiir einen Strahl, daB ein [n—1], und, in diesem 
liegend, ein [»—5] gegeben sind, und daB dann der Strahl in dem [x—1] 
liegen soll und dabei mit dem [»—5] einen Punkt gemeinsam haben soll; 
die Dimension dieser Bedingung ist gleich 4 + 1; 

4) (n—2, 0, 0) bedeutet fiir eine Ebene, daB sie durch einen gegebenen 
Punkt gehen soll; die Dimension dieser Bedingung ist gleich » — 2; 

5) (6, 4, 4, 0,0, 0) bedeutet fiir einen [5] die Bedingung, daB der [5] 
mit einem gegebenen |x—7| eine Ebene gemeinsam haben soll und zu- 
gleich mit einem [v»—11], der in dem [n—7] liegt, einen Punkt gemein- 
sam haben soll. 

Bei diesen Beispielen beachte man, daB die ausgelassenen Bedingungs- 
Angaben ausgelassen werden durften, weil sie selbsverstindlich sind. So 
wird in dem fiinften Beispiel vorausgesetzt, daB ein [m—11], ihn ent- 
haltend ein [n—8], diesen enthaltend ein [n—7], diesen enthaltend ein 
[x—2], diesen enthaltend ein [n—1] gegeben sind, und es ist z. B. nichi 
angegeben, daB der [5] mit dem [w—8] einen Strahl gemeinsam habe, 
weil es selbstverstiindlich ist, da® innerhalb eines [»—7]| ein [»—8] und 
eine Ebene sich in einem Strahle schneiden. 

Wenn bei dieser neuen Bezeichnungsweise eine und dieselbe Zahl 
nacheinander sich wiederholt, so braucht dieselbe nur einmal geschrieben 
zu werden, wenn der an diese Zahl angesetzte Index angiebt, wie oft 
diese Zah] wiederholt gedacht werden soll. So konnte die in dem obigen 
fiinften Beispiele angegebene Grundbedingung 

(6, 4, 4, 0, 0, 0) 
auch so bezeichnet werden: 
: 6 yy 4). 
Hierfiir ein zweites Beispiel: 

(b, 1,, 0,,_,) setzt fiir einen [m] voraus, daB ein [n — m+ 3], in ihm 

liegend ein [n — m+ 1], und in diesem liegend ein [n—m—b] gegeben 
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sind, und bezeichnet dann die Bedingung, daB der [m] mit dem [n—m—b] 
einen Punkt, mit dem [~ — m+ 1] eine Ebene und mit dem [»—m-+3] 
einen [3] gemeinsam habe. 

Eine Incidenzformel ist nun eine Gleichung zwischen den einem [m] 
und einem [m+ q] auferlegbaren Grundbedingungen, die immer richtig 
ist, wenn der [m] ganz innerhalb des [m + q] liegt, oder, wie man sagt, 
ihm incident ist. Eine Incidenzformel fiir einen [m+ q] und einen ihm 
incidenten [m] heiBt grundlegend, wenn in derselben auBber Bedingungen, 
die sich auf den [m]| und den [m+ q] beziehen, auch eine Bedingung 
vorkommt, die lediglich dem [m] auferlegt ist und eine zweite Bedingung, 
die lediglich dem [m + q] auferlegt ist. Aus den grundlegenden Incidenz- 
formeln folgen weitere Incidenzformeln durch symbolische Multiplikation 
sei es mit Bedingungen, die sich auf den [m] beziehen, sei es mit Be- 
dingungen, die sich auf den [m + q] beziehen. Von grundlegenden n-dimen- 
sionalen Incidenzformeln ist bis jetzt nur eine einzige bekannt. Es ist 
die, welche ich im 26ten’ Bande der Math. Ann., 8. 54 abgeleitet habe. 
Diese Incidenzformel, welche sich auf einen Strahl und einen ihm incidenten 
Punkt bezieht, la8t sich, bei Benutzung der oben neu eingefiihrten Be- 
zeichnungsweise der Grundbedingungen, folgendermaBen schreiben: 

(+1) — (1), 0) + 6, 1) =0, 
wo b positiv ist. Es diirfte nicht tiberfliissig erscheinen, wenn der Inhalt 
dieser Incidenzformel hier auch in Worten folgt: 

»Die Anzahl derjenigen, aus einem Strahle s und einem darauf be- 
findlichen Punkte P bestehenden Gebilde, welche eine beliebige algebraische 
(2n — 2 — b)-fache Bedingung Z erfiillen, ihren Strahl s einen gegebencn 
(mn — 1 — b)-dimensionalen linearen Raum [nx — 1 — b] schneiden lassen, 
und dabei auch ihren Punkt P auf einem gegebenen (» — 1)-dimensionalen 
linearen Raum [n — 1] besitzen, ist gleich der Summe der beiden Zahlen, 
von denen die eine angibt, wieviel solcher Gebilde die Bedingung Z 
erfiillen und ihren Punkt P auf einem gegebenen [nx — 1 — 5] besitzen, 
die andere angibt, wieviel solcher Gebilde die Bedingung Z erfiillen und 
die Eigenschaft haben, daB ihr Strahl s in einem gegebenen [” — 1] liegt 
und dabei einen in diesem [x — 1] befindlichen, gegebenen |» — 1 — b] 
schneidet“. 


§ 2. 


Die Dimensionen der beiden in Incidenz befindlichen Raiume 
unterscheiden sich um eins. 


Fiir emen [m + 1] und einen ihm incidenten [m] lassen sich m + 1 
grundlegende Incidenzformeln aufstellen. Um diese zugleich ableiten zu 
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kénnen, fiihren’ wir’ den Buchstaben v ein, der eine der m+ 1 Zahlen 
0, 1, 2,---+, m bedeuten soll. Ferner soll b, wie auch am SchluB von § 1, 
eine beliebige positive ganze Zahl bedeuten, die nur nicht gréBer sein 
darf, als die Dimension » des Raums, den wir uns zugrunde gelegt 
denken, oder, wie Herr Schoute*) sagt, des Operationsraums. Wir legen 
nun dem aus einem [m+ 1] und einem ihm incidenten [m] bestehenden 
Raumpaare die Bedingung 
(o4as Sa (b, On 41) 
auf. Durch diese Bedingung wird ein [{n—m-+ov—1] und ein [n—m—b—1] 
als gegeben betrachtet, und wird verlangt, daB der [m]| mit dem [»—m-+v—1] 
einen [v] gemein habe,’ und da8 der [m+1] mit dem [n—m—b—1]| 
einen Punkt gemein habe. Wir legen nun den [m — m— b— 1] in den 
[xn —m-+v—1]. Dann ist die dem Raumpaare auferlegte Bedingung 
auf zweifache Weise erfiillbar, erstens dadurch, daB der [m| mit dem 
[n—m—b—1], einen Punkt gemein habe, und dabei mit dem [n—m+v—1] 
einen [v] gemein habe. Denn, wenn der [m] mit dem [nm — m —b— 1] 
einen Punkt gemein hat, so hat diesen Punkt auch der [m+ 1] gemein, 
weil ja der [m] in dem [m+ 1] liegt. Die so dem [m] auferlegte Be- 
dingung lautet aber in unsrer Bezeichnungsweise: 
(b + 1, 1,, a 

Die dem Raumpaare auferlegte Bedingung ist zweitens auch dadurch 
erfiillbar, daB der [m + 1] mit dem [nm — m — b — 1] einen Punkt gemein 
hat und dabei mit dem [x — m + v — 1] einen |v +1] gemein hat. Denn, 
wenn der {m+ 1] mit dem [mn — m-+v—1] einen [v + 1] gemein hat, 
so muB der im [m+ 1] liegende [m] mit demselben [m — m+ v —1] 
einen [v] gemein haben. Die so dem [m + 1] auferlegte Bedingung lautet 
in unsrer Bezeichnungsweise: 

(0, Losi, Om—o)- 

Nach dem Prinzip von der Erhaltung der Anzahl ist also die dem Raum- 
paare aufgestellte Bedingung gleich der Summe der beiden eben be- 
schriebenen Bedingungen, von denen die erste dem [m], die zweite dem 
[m+ 1] auferlegt ist. Die so erhaltene Incidenzformel kénnen wir 
folgendermaBen schreiben: 
1) 0 kasi (b + 1, 1,, &, 2 xy (141 ‘..3 (b, On +1) + (6, lioa 0,,-.)» 
Die Dimension jeder der drei durch diese Gleichung verbundenen Be- 
dingungen ist gleich b+ v-+ 1, der Summe der in den Klammern befind- 
lichen Zahlen. Speziell erhalten wir fiir v = 0: 


0 = (b > 1, On) ot] dl, 0,,) (b, 0,41) + (b, 1, On) 


*) Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, I, Sammlung Schubert, Band XXXV. 
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Wenn wir noch spezieller m = 0 setzen, erhalten wir 
0=(+1)—(1)@,0) +@,1) 
und dies ist die schon friiher 1884 von mir abgeleitete Incidenzformel. 


Soeben hatten wir v= 0 gesetzt. Wenn wir v noch den gréften Wert, 
also den Wert m, erteilen, erhalten wir: 


0 an (b + 1, $.) i, (1.41) (b, On 41) + (b, does)- 
Fiir die Incidenz von Strahl und Ebene erhalten wir aus 1) zwei Incidenz- 
formeln, indem wir m=1 und v=0 sowie v=1 setzen. Dieselben 


lauten also: 
0 = (b + 1, 0) — (1, 0) (6, 0, 0) + (0, 1, 0) 


0 = (b + 1, 1) — (1, 1) (8, 0, 0) + (0, 1, 1). 
Hiervon sind die Formeln IV und V des § 10 meines ,,Kalkiils der ab- 


zihlenden Geometrie“ (Leipzig, 1879) spezielle Fille, wie man erkennt, 
wenn man b=1, n= 3 setzt. 


und 


§ 3. 
Die Dimensionen der beiden in Incidenz befindlichen Riume 
unterscheiden sich um zwei. 


Wenn ein [m] in einem [m-+1] und dieser [m+ 1] in einem [m+2] 
liegt, so liegt auch der [m] in dem [m-+ 2]. Man kann daher die Inci- 
denzformeln fiir einen [m-+ 2] und einen ihm incidenten [m] erhalten, 
wenn man die in § 2 abgeleiteten Formeln fiir die Incidenz eines [m]| und 
eines [m-+ 1] und die Incidenz eines [m+ 1] und eines [m+ 2] an- 
wendet, falls es gelingt, die auf den vermittelnden [m + 1] beziiglichen 
Bedingungen zu eliminieren. Dies gelingt auf folgende Weise. 

Erstens, man setze in Formel 1) 6 + 1 statt b. Dadurch erhilt man: 


2) (b+2, 1., - nex (losa> O,—») (b+1, On41) a (b+ 1, Loose 0...) _— 0. 
Zweitens, man setze in Formel 1) 6=1 und multipliziere dann mit 


(b,0,,,9)- Dadurch erhalt man: 
3) (2, 1. Ga (b, On +2) si (loose Ri (i, On 41) (b, 0.42) 
+ (1, Loss 0,,—) (b, 0.42) _ 0. 
Drittens, man wende Formel 1) auf die Incidenz eines [m+ 1] und 


eines [m + 2] fiir » =O an, und multipliziere dann mit (1,,,,0,,_,). 
Dadurch ergibt sich: 


4) (b+1, 0,41) Ips m—e) — (1) Ones) (0 Ones) Leas me) 
+ (b, 1, 9,41) ega, On—e) = 9. 
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Viertens, man wende Formel 1) auf die Incidenz eines [m + 1] und 
eines |m + 2] an, d. h. man schreibe m+ 1 statt m, ferner ersetze man 
v durch v+1. Dann kommt: 


5) (6+1, | Ar a Pa (1,42, o._.) (b, On+2) + (b, Looe» ine ein 0. 

Wenn man nun von den so gewonnenen Formeln 2) bis 5) 2) und 
4) addiert, und von der erhaltenen Summe die Summe von 3) und 5) 
subtrahiert, erhilt man eine Formel, die gar keine auf den [m + 1] be- 
ziiglichen Bedingungen mehr enthilt, sondern lediglich solche, die sich 
auf den [m] und solche, die sich auf den [m+ 2] beziehen, und diese 
Formel ist zugleich die allgemeine grundlegende Incidenzformel fiir einen 
|m + 2] und einen ihm incidenten [m]. Sie lautet: 


6) (6 + 2, 1,,0,,_.) — (2, 14, On») ©, On+2) 
+(, 1,, a.) (6, 1, On +1) oy (0, lise, o,_.) = 0. 

Speziell erhalten wir aus 6) fiir m= 0, also auch v = 0, die grund- 
legende Incidenzformel fiir eine Ebene und einen ihr incidenten Punkt, 
namlich: 

(b + 2) — (2) (b, 0, 0) + (1) (6, 1, 0) — (6, 1, 1) =0. 
Diese Formel ergibt fiir b=1, »=3 die Formel VII in § 10 meines 
,Kalkiils der abzihlenden Geometrie”. Weiter spezialisieren wir Formel 6), 
indem wir m= 1 und v=0 sowie v= 1 setzen. So erhalten wir: 


(b + 2, 0) — (2, 0) (b, 0, 0, 0) + (1, 0) (6, 1, 0, 0) — (6, 1, 1, 0) = 0 
und 

(b + 2, 1) — (2, 1) (6, 0, 0, 0) + (1, 1) (6, 1, 0, 0) — , 1,1, 1) = 9. 
Diese beiden Formeln sind die beiden grundlegenden Incidenzformeln fiir 
einen dreidimensionalen linearen Raum und einen ihm incidenten Strahl. 


g 4. 


Die Dimensionen der beiden in Incidenz befindlichen Riume 
unterscheiden sich um drei. 


In ahnlicher Weise wie in § 3 die Incidenzformel fiir einen [m] und 
einen [m-+ 2] abgeleitet ist, liBt sich aus dieser und der in § 2 bewiesenen 
Incidenzformel die grundlegende Incidenzformel fiir einen [m+ 3] und 
einen ihm incidenten [m] ableiten. Zu diesem Zwecke gehen wir von 
den beiden Incidenzformeln aus, die sich auf den [m+ 2] und einen ihm 
incidenten [m]| sowie auf den [m + 3] und einen ihm incidenten [m + 2] 
beziehen, und eliminieren dann die auf den [m+ 2] beztiglichen Bedingungen. 
Dies gelingt auf folgende Weise: 
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Erstens, man setze in Formel 6) b + 1 statt b. Dadurch erhilt man: 


7) (b + 3, | 0,,.—») pon (2, 1, Rise (b + 1, On +2) 
+ (1, 1. 0...) (b + 1, 1, On 41) "* (b + 1, Loses -_ o 0. 

Zweitens, man setze in Formel 6) 1 statt b und multipliziere dann 
mit (6,0,,,3). Dadurch. kommt: 
8) (3, | Q)'2) (b, On+s) wats (2, 1. 0,2) (1, 0.42) (6, 0,43) 

+ (1, 1. a (1, 1,, a (b, On +3) Te (1, Lises awa (b, On+s) ies 0. 

Drittens, man wende Formel 1) fiir v0 auf die Incidenz des [m+ 2] 
und [m+ 3] an, indem man also m + 2 statt m setzt, und multipliziere 
dann mit (2,1,,0,,_,). Dann kommt: 
9) (b + 1, On+2) (2, 1,, _—_ = (i, On +2) (b, 0,. 43) (2, | a 

+ (b, 1, On +2) (2, 1. —— = 0. 
Viertens, man wende Formel 1) fiir v=1 auf die Incidenz des 


[m+ 2] und [m+ 3] an, indem man m+ 2 statt m setzt, und multi- 
pliziere dann mit (1,1,,0,,_,). So erhalt man: 


10) (b+ 1, 1, On 41) (1, 1,, On—») Sti (1, 1, On41) (b, On+s) (i, 1, a 
+ (i, 1,, Re (b, 1, 1, 0.41) = 0. 


Fiinftens, man wende Formel 1) auf die Incidenz des [m + 2] und 
[m + 3] an, setze aber dabei v + 2 statt v. So kommt: 


11) +1, 142) Ome) — Clogsr Ome) © Om4s) + (0 1481 %m—e) = 9- 

Wenn man jetzt von den soeben erhaltenen fiinf Gleichungen die 
erste, dritte, fiinfte addiert, die zweite und vierte aber subtrahiert, so 
fallen alle auf den [m+ 2] beziiglichen Bedingungen fort, und es resultiert 
demgemiB die allgemeine Form der grundlegenden Incidenzformeln fiir 
einen [m + 3] und einen ihm incidenten [m]. Man erhialt namlich: 

12) (6+3, 1,, ae ““ (3, 1,, 6.0 (b, On+s) - (2, 1,, ae (6, 1, On+2) 
— (1, 1,, On») ©, 1, 1, On4i) + G Leys, %n-2) = 9. 

Hier kann wieder b jede positive Zahl und v jede der m+ 1 Zahlen 
von 0 bis m sein. Wir spezialisieren, indem wir m=2 und v gleich 
null, eins und zwei setzen. So erhalten wir die grundlegenden Incidenz- 
formeln fiir einen fiinfdimensionalen linearen Raum und eine ihm incidente 
Ebene, namlich 

(b + 3, 0, 0) = (3, 0, 0) (6, 0, 0, 0, 0, 0) + (2, 0, 0) (6, 1, 0, 0, 0, 0) 

— (1, 0, 0) (6, 1, 1, 0, 0,0) + (6, 1, 1, 1, 0, 0) = 0; 
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(b + 8, 1, 0) — (3, 1, 0) (B, 0, 0, 0, 0, 0) + (2, 1, 0) (4, 1, 0, 0, 0, 0) 
— (1,1, 0) (6, 1, 1, 0, 0, 0) + (6, 1,1, 1,1, 0) =0 

(b + 3,1, 1) ii (3, 1, 1) (b, 0, 0, 0, 0, 0) + (2, 1, 1) (b, 1, 0,0, 0, 0) 
ae di, 1, 1) (6, 1, 1, 0,0, 0) + (6, 1,1, 1,1, 1) =0 


g 5. 


Die Dimensionen der beiden in Incidenz befindlichen Riume sind 
beliebig. 


Durch die Ableitungen in § 3 und § 4 ist der Weg vorgezeichnet, auf 
dem man zu den grundlegenden Incidenzformeln bei noch gréBerem Unter- 
schiede der Dimensionen gelangen kann. So wie in § 3 aus vier Glei- 
chungen, in § 4 aus fiinf Gleichungen die gesuchte Incidenzformel resultierte, 
so hat man sechs Gleichungen durch Addition mit alternierendem Vor- 
zeichen zu verbinden, um die allgemeine Form aller grundlegenden Incidenz- 
formeln fiir einen [m+ 4] und einen ihm incidenten |m] zu erkennen, u. s. w. 
durch den SchluB von qg auf g+ 1 erkennt man auf solche Weise die 
Richtigkeit der folgenden, alle grundlegenden Incidenzformeln als spezielle 
Falle umfassenden Formel, die sich auf die Incidenz eines [m] und eines 
|m + q) bezieht: 


13) (b + q, 1 o» | ey o) na (@, 1,, 0 m— a (b, On +o) 
+ = 1,1,, 9, -* " ~ Smee ” Pe i ™ oe o) * 1,, Tate 2) 
of . . . 
+ ty (1,1 »% a @, a Ons) is 10,1 v+9? 0,-») = 
Wir spezialisieren die allgemeinste Incidenzformel 13), indem wir 
b=1, v =O setzen. Dadurch erhalten wir: 


14) (q + 1, On) * (q, 0,,) (1, 02+ » + (q —t » On) (i,, 0 m+ =i) 

oe (q eo 2, On) (1;, ions 2) i 

+ (— 18, On) Ag Oma) sae: 1) Ay 41, Om) = 0 

Den Inhalt dieser Incidenzformel fand auch Herr Giambelli in Torino, 

indem er allgemeiner eine Formel aufstellte, die fiir den Fall richtig ist, 
daB ein [rv] und ein [s] einen [¢] gemeinsam haben. Herr Giambelli 
schrieb mir seine Formel am 6. September 1902. Schon am 15. September 
1902 schrieb mir Herr Giambelli eine Verallgemeinerung seines Resultats, 
aus der er durch eine besondere Untersuchung erkennen konnte, daB auch 
die oben abgeleiteten allgemeineren Incidenzformeln richtig sind, die ich 
ihm kurz vorher mitgeteilt hatte. Die beiden Resultate des Herrn Giam- 
belli sind bis jetzt noch nicht veréffentlicht. 
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8 6. 


Die jeder Incidenzformel zugehérigen beiden verschwindenden 
Determinanten. 


Wenn nicht ein [m], sondern g + 2 solcher Riume [m] einem und 
demselben [m + q] incident sind, so gilt die Formel 13) fiir jeden der 
q+ 2 Raume |[m]. Man erhilt daher g + 2 Gleichungen, aus denen die 
auf den [m+ q] beziiglichen Bedingungen eliminiert werden kénnen. 
Dadurch erhilt man eine gleich Null gesetzte Determinante zwischen den 
q+1 Bedingungen, die sich auf jeden der g +2 Riume [m] beziehen. 
Die so erhaltene Gleichung ist also immer richtig, wenn die g + 2 Raume 
[m] in einem und demselben [m + q] liegen. Sie lautet in allgemeinster 
Gestalt: 


(b+4, 1,, On—o) ? (q, | 0...) ia (1, 1,, 0. ’ 1 


15) be (6+4, 1,, On—o)e ? (q, 1,, On. —o)2 re (i, 1,, oo ? 1} L 





(b+4, 0, ele+2° (q, | O..—o)9+29 ae (1, 1,,(0,,- ele+29 1 


Die den g + 1 Bedingungs-Symbolen angesetzten Indices 1, 2,---, bis 
q+ 2 beziehen sich auf die g+ 2 Raume, die in einem und demselben 


[m + q]| liegen. 
Speziell setzen wir m= 0Q, also auch v = 0, b=1 und erhalten: 


(q+ 1), ? (Qs ? (q— 1) me Pe (1), ’ 1| 


OS a ek et 


? 


(q+ 1), 42) (Dy +29 (q- 1), 42) aes (1), 42, 1 


welche Gleichung immer zwischen den Bedingungen von g + 2 Punkten 
besteht, die in einem und demselben g-dimensionalen, linearen Raume 
liegen. Da bei Punkten jede Grundbedingung eine Potenz der einfachen 
Grundbetingung (1) ist, indem (p); — ((1),)? ist, so stellt die Determinante 
der Gleichung 16) auch das Produkt aller méglichen Differenzen der auf 
die g++ 2 Punkte beziiglichen einfachen Grundbedingung (1) dar. Wenn 
zwei von den g + 2 Punkten zusammenfallen, so wird die Gleichung 15) 
identisch erfiillt, weil dann zwei Horizontalreihen der Determinante iiber- 
einstimmen, oder, wie man auch sagen kann, weil ein Faktor des soeben 
erwahnten Differenzen-Produktes Null wird. Dies hingt damit zusammen, 
daB durch g + 1 Punkte immer ein [gq] gelegt werden kann. 











17) 0 








ee 


— 
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Aus der Gleichung 13) des § 5 kann man auch noch in anderer 
Weise eine gleich Null zu setzende Determinante ableiten. Wenn nimlich 
ein und derselbe [m] g + 2 Raumen [m + q] incident ist, so gilt 13) fir 
jede der g+ 2 Riume [m+ q]. Man erhilt daher q+ 2 Gleichungen, 
aus denen die auf den [m] beziiglichen Grundbedingungen eliminiert 
werden kénnen. Dadurch erhilt man eine gleich Null gesetzte Deter- 
minante zwischen den g + 1 Bedingungen, die sich auf jeden der qg + 2 
Riiume [m+ q] beziehen. Die so erhaltene Gleichung ist also immer 
richtig, wenn die [q+ 2] Riume [m + q], die wieder durch die Indices 


1,2,--- bis g+ 2 unterschieden sind, durch einen und denselben [m] 
hindurchgehen. Sie lautet in allgemeinster Gestalt: 
(6, On+g)t ’ (6, 1,, On+o-a)t , as (b, ee On -1)1 ? (6, lise ae ? 1 | 
17) — (0, Ons a)e ’ (6, Li, On+o—1)8 oe (6, lies On 41)2 ? (, a | »1 | 





(6, On +ede+22 (b, 1,, 0. +¢-1)9499 oe (b, Liew» On+1)9429 (6, Les99 0, e109 1 


Die Determinanten 15), 16), 17) erimnern an die Determinante 
zwischen den (q¢ + 2) (q+ 1) Koordinaten von g +2 Punkten in einem 
(q + 1)-dimensionalen linearen Raume, welche, gleich Null gesetzt, die 
Bedingung ausdriickt, daB jene q+ 2 Punkte in einem und demselben 
q-dimensionalen linearen Raume liegen. Unsere gleich Null gesetzten 
Determinanten enthalten aber nicht Koordinaten von Punkten, also Ab- 
stinde, sondern Grundbedingungen verschiedener Dimension, die dann, be- 
ziiglich eines zugrunde gelegten Systems von geniigend hoher Stufe, in 
Anzahlen zu verwandeln sind. 


§ 7. 
Gleichungen der speziellen Lage. 


Wenn zwei oder mehr lineare Riaiume keine allgemeine Lage zu einan- 
der haben, so miissen nicht allein zwischen ihren Koordinaten Gleichungen 
bestehen, sondern auch zwischen den ihnen auferlegbaren Grundbedingungen. 
Diese sollen Gleichungen der speziellen Lage heiBen. Im allgemeinen lassen 
sich die Gleichungen der speziellen Lage aus den oben entwickelten 
Incidenzformeln ableiten, wie aus folgendem Beispiel hervorgeht. Wenn 
ein [m+ q] und ein [m+ 1] einen und denselben [m] gemeinsam haben, 
so miissen zwischen den Grundbedingungen des [m + q] und des [m + r] 
Gleichungen der speziellen Lage bestehen, die man erhalt, wenn man die 
allgemeine Incidenzformel 13) auf die Incidenz des [m] und des [m + q] 
sowie auf die Incidenz des [m] und des [m+ r] anwendet, und dann die 

15* 
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auf den [m] beziiglichen Grundbedingungen eliminiert. Freilich ist das 
Verfahren, das man einzuschlagen hat, um diese Elimination zu bewerk- 
stelligen, nicht immer so nahe liegend, wie bei den in § 6 abgeleiteten 
Gleichungen dea speziellen Lage. Hierfiir ein Beispiel: 

Schon in unserm vorstellbaren Raume haben zwei Strahlen s und s’ 
eine spezielle Lage zu einander, wenn sie sich schneiden. Um so mehr 
ist dies der Fall, wenn die Dimension » > 3 ist. Wir kénnen nun die 
Gleichung niedrigster Dimension zwischen den Grundbedingungen der 
beiden sich schneidenden Strahlen s und s’ finden, wenn wir von den 
beiden Formeln ausgehen, die sich auf die Incidenz des Strahls s und des 
Schnittpunkts P sowie auf die Incidenz des Strahls s’ und des Schnitt- 
punkts P beziehen, und dann die auf P beziiglichen Bedingungen elimi- 
nieren. Dies gelingt auf folgende Weise. Die Incidenzformel fiir s und 
P l\autet: 

(b+ 1) — (1) (0, 0) + (6, 1) = 0. 
Wir setzen 6=1 und multiplizieren mit der Bedingung (2, 0)'*). So 
kommt: 
18) (2) (2, 0) — (1) (1, 0) (2,0) + (1, 1) (2, 0! =0. 
Wir setzen ferner ) = 2 in der auf die Incidenz von P und von s’ beziig- 
lichen Formel und multiplizieren mit (1,0). So erhalten wir: 


19) (3) (1, 0) — (1) (1, 0) 2, 0) + C1, 0) @, 1 = 0. 
Durch Subtraktion von 18) und 19) ergibt sich: 
20) (2) (2, 0) + G, 1) @, OY — (3) G, 0) — CG, 0) @, 1 = 0. 

Nun setzen wir ) = 2 in der auf die Incidenz von P und s’ beziig- 
lichen Formel, und multiplizieren mit der Bedingung (1). Dadurch er- 
halten wir: 

21) (4) — (2) 2, 0 + @) @, 1 = 9. 

Ferner setzen wir ) = 1 im der auf die Incidenz von P und s beziig- 

lichen Formel, und multiplizieren mit der Bedingung (2): 

22) (4) — 8) (1,0) + @) G4, 1) =0. 

Addiert man nun 20) und 21) und subtrahiert dann 22), so erhilt man: 
23) (1, 1) 2, 0 — 2, 9) @, 1 + 2) @, 1) - @) 0, = 9. 
Multiplizieren wir nun noch die auf die Incidenz von P und s’ beziigliche 


Formel fiir b= 1 mit der Bedingung (1, 1)’, so erhalten wir: 
24) (2) (1, 1)’ —- (1) (2, 1 + @, 2 = 0 





*, Die gestrichelten Bedingungs-Symbole beziehen sich auf den Strahl s’. 
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Addiert man jetzt 23) und 24), so erhalt man: 

25) (1, 1) (2, OY — (1, 9) (2, 1 — (2) 2, 1) + 2) 4, 1) + @, 2)’ = 0. 
In derselben Weise erhalt man durch Vertauschung von s und s’: 

26) (1,1) (2, 0) — (1, OY (2, 1) — 2) 0, 1) + @) 2, D) + @, 2) = 9. 

Endlich ergibt sich durch Addition von 25) und 26) die gesuchte 
von den auf P beziiglichen Bedingungen freie Incidenzformel fiir zwei sich 
schneidende Strahlen s und s’: 

27) (2, 2) — (2, 1) (1, 0) + (2, 0) (1, 1)’ + 1, 1) (2, 0) 

— (1, 0) (2, 1) + (2, 2) =0. 
Diese Formel ist mit dem ersten der beiden Resultate des Herrn Giambelli 
(vgl. oben) in Einklang. Sie ist iibrigens die m-dimensionale Verall- 
gemeinerung der bei liniengeometrischen Untersuchungen von Sturm und 
andern 6fters angewandten Formel IX in § 10 meines ,,Kalkiils der ab- 
zahl. Geom.“ 

Wegen der Schwierigkeit der Elimination macht die Ableitung all- 
gemeiner Formeln der speziellen Lage aus den Incidenzformeln eine be- 
sondere Untersuchung (Mitt. d. Hamb. Math. Ges., 1903) nétig. Ebenso 
ist eine besondere Abhandlung notwendig, welche zeigt, wie vermége der 
Incidenzformeln aus dem Chasles’schen Korrespondenzprinzip alle denkbaren 
Koincidenzformeln abgeleitet werden kénnen, die sich auf die Korre- 
spondenz zweier linearer Riaiume beliebiger Dimension beziehen. 


Hamburg, am 14. Oktober 1902. 
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Uber einen Satz aus der Theorie der ebenen Kollineationen. 
Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


1) Ist eine projektive Beziehung $8 zwischen den Punkten eines und 
desselben Triigers gegeben, so besitzt $$ zwei Doppelpunkte A, B, welche 
reell oder konjugiert komplex sein kénnen; die Involution J jedoch, welche 
dieselben Doppelpunkte besitzt, wie 8, ist stets recll vorhanden, sie dient 
geradezu dazu die Doppelpunkte in jedem Falle zu definieren. Ist $8 ge- 
geben, so ist J konstruierbar mittels des folgenden — wohl zuerst von 
H. Schréter angegebenen — Satzes*): Sind P,, P_, die einem Punkte P 
in Bezug auf eine Projektivitét $8 vorwarts und riickwérts entsprechenden 
Punkte, und ist Q der zu P in Bezug auf P,, P_, harmonische Punkt, 
so ist P, Q ein Paar der Involution J, welche dieselben Doppelpunkte hat, 
wie $3. Dieser Satz spielt in der Theorie der projektiven Verwandischaft 
eine grundlegende Rolle und ist bei wichtigen Untersuchungen von weit- 
tragender Bedeutung gewesen**). Auf den folgenden Seiten soll die 
analoge Frage fiir die ebene Kollineation untersucht werden, wobei man 
zu einer vollstindigen, jedoch nicht ganz nahe liegenden Verallgemeinerung 
des in Rede stehenden Satzes gelangt, welche ebenfalls fiir die Theorie 
der Kollineation nicht ohne Bedeutung zu sein scheint. Denn, wie der 


*) Cf. Schréter: Crelles Journal Bd 77, p. 120, 121; vgl. auch Pasch: Beweis 
eines Satzes iiber projektive Punktreihen, Cr. Journ. Bd. 91, p. 349—351; sowie den 
sehr einfachen Beweis bei Steiner-Schréter: Theorie der Kegelschnitte. I]. Auflage 
durchgesehen von R. Sturm. Leipzig 1898 p. 63. 

**) Vgl. z. B. H. Wiener: Rein geometrische Theorie der Darstellung binirer 
Formen durch Punktgruppen auf der Geraden. Habilitationsschrift. Darmstadt 1885, 
Nr. 17. 

H. Wiener: Uber die aus 2 Spiegelungen zusammengesetzten Verwandtschaften. 
Berichte der k. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften. Math. phys. Classe 
1891, Nr. 89°, 106. 

C. Segre: Note sur les homographies binaires et leurs faisceaux. Crelles Journal 
Bd, 100, p, 320ff. 
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Schrétersche Satz die Lésung der konstruktiven Probleme gestattet, welche 
sich auf ein Punktepaar beziehen, das nicht direkt, sondern durch eine 
quadratische Konstruktion, als Doppelpunktepaar einer Projektivitiit, 
implicite gegeben ist, so gelingen mit Hilfe der hier gefundenen Ver- 
allgemeinerung die analogen Konstruktionen in Bezug auf ein Punkttripel, 
welches nicht unmittelbar, sondern durch eine kubische Konstruktion — 
etwa als Doppelpunkt-Tripel einer ebenen Kollineation — gegeben ist, 
wobei auch die Realitiitsverhaltnisse der drei Punkte des Tripels beziiglich 
der Ausfiihrbarkeit der Konstruktionen keine Rolle spielen. Zum Schlusse 
werden einige Anwendungen des erlangten Theorems gegeben. 

2) Um den in art. 1) genannten Schréterschen Satz fiir die Kollineation 
zu verallgemeinern, geben wir demselben folgende Fassung: Besteht zwischen 
den Punkten einer Geraden eine projektive Beziehung $8 und ist P,, P_, 
der zu P in Bezug auf $8 vorwéarts und riickwérts entsprechende Punkt, so 
ist der harmonische Punkt von P in Bezug auf P,, P_, identisch mit dem 
harmonischen Punkt von P in Bezug auf die Doppelpunkte von %. Handelt 
es sich um die Verallgemeinerung dieses Satzes fiir eine Kollineation ©, 
welche die Punkte einer und derselben Ebene in ein-eindeutige Beziehung 
setzt, so gilt es die harmonische Polare p eines Punktes P in Bezug auf 
das von den drei Doppelpunkten A, B, C von © gebildete Dreieck zu 
bestimmen, ohne daf dieses Dreieck anders als allein durch die Kollinea- 
tion © gegeben ist, die man etwa durch vier Paare homologer Punkte 
bestimmt denken mége. Dabei verstehen wir unter der harmonischen 
Polaren p von P in Bezug auf das Dreieck A, B,C die gerade Polare von 
P in Bezug auf die von den drei Dreieckseiten a, b, c gebildete, zerfallende 
Kurve III. Ordnung. Sind p,|p.|p, die homogenen Koordinaten von P, 
a(x) =0, b(x)=0, e(x)=0 die Gleichungen von a, b,c, so ist die 
Gleichung der harmonischen Polare p von P: 

a(x) b(p) e(p) + b(x) e(p) a(p) + e(x) a(p) b(p) = 9, 
a(a) b(@) c (x) 

- a(p) + (p) + ep) ~ 
Im Falle a, b, c reell sind, wird p bekanntlich erhalten, indem man P 
aus den Ecken A, B, C auf die Dreieckseiten nach A,, B,, C, projiziert 
und zu A,, B,, C, in Bezug auf die auf derselben Seite liegenden Ecken 
die harmonischen Punkte A,, B,, C, konstruiert; diese drei Punkte liegen 
bekanntlich in einer Geraden p, der gesuchten harmonischen Polaren. 
Wihrend jedoch diese Konstruktion zunichst nur fiir ein reelles Dreieck 
gilt, behalt die analytische Definition, von der wir oben ausgingen, auch 
fiir Dreiecke Geltung, die zwei konjugiert komplexe Ecken besitzen, oder 
deren Ecken teilweise oder simtlich zusammenfallen, wie solche als Doppel- 
dreiecke einer Kollineation auftreten kénnen. 
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Die Verallgemeinerung des Schréterschen Satzes fiir die ebene Kollinea- 
tion fordert demnach die Konstruktion der harmonischen Polare eines 
Punktes in Bezug auf das Doppeldreieck einer gegebenen Kollineation. 

3) Sei eine ebene Kollineation © gegeben, in dieser entspreche dem — 
nicht auf einer Doppelgeraden gelegenen — Punkte P der Punkt P,, diesem 
der Punkt P,; ferner entspreche in der zu © inversen Kollineation @~-! 
dem Punkte P der Punkt P_,, diesem der Punkt P_,, so daB also P_, 
der dem Punkte P in Bezug auf © ,,riickwérts“ entsprechende Punkt ist. 
Durch ein solches Punkt-Quintupel (P_., P_,, P, P,, P,), bei welchem 
jeder Punkt der in Bezug auf © homologe Punkt des vorangehenden ist, 
wird eine Kollineation eideutig und in einfachster Weise bestimmt. 

Wir denken uns nun das Koordinatensystem so gewahlt, daB die Punkte: 


P_s;, P_,, P, P,, P, 
resp. die homogenen Koordinaten: 
1}1]1, 1/0|/0, Oj|1/0, O|O]1, a, |a,\a, 


besitzen. Alsdann wird die Kollineation © analytisch dargestellt durch 
die Gleichungen: 

QU, = O25, 
(1) 0X,’ = m4 (x3—2}), 

OX; = os (13—a1e). 
Hierin bedeutet @ einen Proportionalitatsfaktor, x,’ | x,’ |,’ sind die Koordi- 
naten des dem Punkte 2,|2,|x, in Bezug auf © homologen Punktes, und 
@,, @g, @ sind von Null verschieden vorauszusetzen, da sonst die Deter- 
minante «,«,a, der linearen Substitution (1) verschwindet und die Kolli- 
neation eine ,ausgeartete“ wird, was wir ausdriicklich ausschlieBen. 

Ein Punkt 2, |2,|2, wird alsdann ein Doppelpunkt von © sein, wenn: 
Ly i Hy 2 Ly = Oy Hy : %y(Xy—2,) : (Ly — Xz) 


d. h. wenn 2,|«,|2, die drei Gleichungen befriedigt: 


Lo lz (X3— Ly) — LyG_(x,—2,) = 0, 
Hg, Ly — Wy 0% (Ly — Ty) = 0, 


X,,(%3—1,) — Hy, 2s =. 


Diese drei Gleichungen stellen drei Kegelschnitte durch die drei Doppel- 
punkte A, B, C von © dar; die Jacobische Kurve J(xxx) = 0 des von 
diesen drei Kegelschnitten gebildeten Netzes zerfallt in die drei Geraden 
a, b, c, welche die drei Doppelpunkte A, B, C verbinden. 
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Nun ergibt sich durch einfache Ausrechnung: 
20tg” ¢, 7,9— Zee, Og7Xy°+ Zerger, 247,9-+ 2ee,0¢5°X_? x, — Ze, Hyg Ly *Wy 
(2) S(wxx) =) +( Query — 4 cr, cry rg) 2522 + (2 tty ory” —4 ee," e¢5) 7g 
— 2 Og 57,7 Hy + 2 Oh O52 Xq? 1, + (6, Og 1g — 2 ty Oe”) X, Ly 2s 
In Bezug auf diese, die drei Seiten des Doppeldreiecks darstellende Kurve 
Ill. O. bilden.wir die Gleichung der geraden Polaren von P(0|1]0), d. i. 


OPI (a, x, x) 
—Oa,? = 0, 





oder: 

— 12a, a,*2, + 4a,0,’2, + 4a,0,°7, = 0 
oder, da «, +0 vorausgesetzt wurde: 
(3) WX, — 3, X, + a4, = 0. 
Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade hat aber zu den fiinf 
konsekutiven Punkten P_,, P_,, P, P,, P, eine héchst einfache Lagen- 
beziehung. Betrachten wir nimlich das Dreieck, dessen Seiten P_,P_,, 
P_,P,, P,P, sind, so haben diese Seiten resp. die Gleichungen: 

#3 —%,=0, t=O, a2, —a,%,=0 
und die harmonische Polare von P(0|1|0) in Bezug auf dieses Dreieck ist: 

yy — Bet 2, + a3 = O; 

dieselbe ist also mit der oben gefundenen harmonischen Polaren (3) in 
Bezug auf das Doppeldreieck identisch. Die harmonische Polare eines 
beliebigen Punktes in Bezug auf das Doppeldreieck einer Kollineation © 
laBt sich demnach linear konstruieren, ohne da8 man das Doppeldreieck 
unmittelbar zu kennen braucht, sondern indem von © nur vier Paare 
entsprechender Punkte gegeben sind. Diese Konstruktion ist — mutatis 
mutandis — analog der fiir die Projektivitat giiltigen entsprechenden 
Konstruktion, und es ergibt sich somit als die gewiinschte Verall- 
gemeinerung des Schréterschen Satzes: 

Entspricht in einer ebenen Kollineation © einem — nicht auf einer 
Doppelgeraden gelegenen — Punkte P der Punkt P, und diesem der Punkt 
P, und in der inversen Kollineation ©-' dem Punkte P der Punkt P_, 
und diesem der Punkt P_,, so ist die harmonische Polare von P in Bezug 
auf das Doppeldreieck von © identisch mit der harmonischen Polaren von 
P in Bezug auf das Dreieck, welches P_,P_,, P_,P,, P,P, 2u Seiten hat. 

Da man fiir jedes durch eine kubische Konstruktion gegebene — d. h. 
auf eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten fiihrende — Dreieck 
eine Kollineation linear konstruieren kann, welche dasselbe zum Doppel- 
dreieck hat, so ist auch in allen diesen Fallen die Konstruktion der in 
Bezug auf ein solches Dreieck harmonischen Polaren geleistet. Insbesondere 
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gilt dies auch fiir die am hiaufigsten auftretenden Fille kubischer Kon- 
struktionen, wo die Dreiecksecken als das System der drei letzten Schnitt- 
punkte zweier Kegelschnitte gegeben sind, von denen ein Schnittpunkt 
bekannt ist*); auch die der direkten Konstruktion unzugiinglichen Fille, 
wo ein Eckenpaar konjugiert komplex ist, werden durch unsere Kon- 
struktion mit erledigt. 

4) Mittels des dualen Verfahrens kann man in Bezug auf das Doppel- 
dreieck einer Kollineation auch umgekehrt zu einer beliebigen Geraden p 
den harmonischen Pol P konstruieren. 

Auch die konische Polare eines Punktes P in Bezug auf das Doppel- 
dreieck A, B,C einer Kollineation © kinnen wir nunmehr konstruieren. 
Dieselbe hat, wenn p, | p,|p, die Koordinaten von P und 

a(x) =0, b(x)=0, c(x)=0 
die Seiten des Dreiecks sind, die Gleichung: 


a(p) b(x) e(x) + b(p) e(a) a(x) + e(p) a(x) b(x) = 0, 

und ist derjenige Kegelschnitt durch A, B, C, welcher P und dessen 
harmonische Polare p zu Pol und Polare hat. Wie sich aus der obigen 
Gleichung der konischen Polaren ergibt, gehen die harmonischen Polaren 
ihrer Punkte simtlich durch P. Man erhiilt somit alle Punkte der konischen 
Polaren von P, indem man die harmonischen Pole aller durch P gehenden 
Strahlen konstruiert. Umgekehrt ergibt sich zu einem Kegelschnitt durch 
A, B, C der Pol als derjenige Punkt, in welchem die harmonischen Polaren 
zweier Punkte des Kegelschnittes sich schneiden. 

5) Man kann nun auch die Aufgabe lésen: Einen Kegelschnitt K zu 
konstruieren, welcher durch zwei gegebene Punkte P,, P, und die drei nicht 
bekannten Doppelpunkte einer gegebenen Kollineation © hindurchgeht. 

Man hat zuniichst den Punkt P zu konstruieren, von welchem K die 
konische Polare in Bezug auf das Doppeldreieck von © ist, indem man 
zu P,, P, nach art. 3) die harmonischen Polaren konstruiert, welche sich 
in P schneiden. Alsdann erhalt man den gesuchten Kegelschnitt, indem 
man zu P die konische Polare nach art. 4) konstruiert. Auf diesem Wege 
gelingt die lineare Konstruktion eines Kegelschnittes durch fiinf Punkte, von 
denen drei nicht direkt, sondern durch irgend eine kubische Konstruktion 
gegeben sind. 


*) Sind K, K, diese beiden Kegelschnitte, P der bekannte gemeinsame Punkt, 
so ist diejenige Kollineation ©, welche die drei letzten Schnittpunkte von K, K, 2u 
Doppelpunkten hat, und in welcher dem K der K, entspricht, unmittelbar konstruier- 
bar. Denn die durch € den Kegelschnitten K, K, induzierten projektiven Punkt- 
reihen sind perspektiv und besitzen P als Perspektivititszentrum; dadurch ist die 
Kollineation © unmittelbar fesgelegt. 
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6) Wir betrachten noch den Fall, wo die drei Doppelpunkte teil- 
weise oder sémtlich zusammenfallen. In diesem Falle muB die Diskrimi- 
nante der kubischen Gleichung, von der die Doppelpunkte der durch (1) 
gegebenen Kollineation abhangen, verschwinden. Diese kubische Glei- 
chung lautet: 


Qo 0 —=% | 
(4) @ @ —ty |= 9 — a,9* + a,e,9 — aa,%,—O0, 
0 a, o—«, | 


mit der Diskriminante*) 


(5) A= 7 Oty O43” {27 1,7 ory — tty org? — 18 ce, tg 'g + Aetg* ery + 40,0457). 


Je nachdem A<0 ist oder nicht, sind alle Doppelpunkte der Kollineation 
reell oder nicht. Da wir, um ausgeartete Kollineationen auszuschlieBen, 
@;, @,, %, von Null verschieden voraussetzen, so wird A nur Null, wenn 
die KlammergréBe verschwindet. In diesem Falle fallen zwei der drei 
Doppelpunkte A, B, C zusammen (etwa B=C) und auch von den drei 
Doppelgeraden werden zwei (A B= AC) identisch. Die konischen Polaren 
aller nicht auf AB gelegenen Punkte in Bezug auf ein solches degeneriertes 
Doppeldreieck zerfallen in die doppeltzihlende Doppelgerade AB und eine 
andere durch den doppelt zaihlenden Doppelpunkt B gehende Gerade; die 
harmonischen Polaren gehen simtlich durch B. Der Beweis unseres 
Satzes (ait. 5) tiber die Konstruktion der harmonischen Polaren wird aber 
auch in diesem Falle in keiner Weise alteriert, diese Konstruktion bleibt 
daher unverandert und es gilt somit: Konstruiert man bei einer ebenen 
Kollineation, bei welcher zwei der drei Doppelpunkte sich in einem Punkt B 
vereinigen, zu irgend einem — nicht auf einer Doppelgeraden gelegenen — 
Punkte P die harmonische Polare in Bezug auf das Dreieck, welches 
P_,P_,, P_,P,, P,P, zu Seiten hat, so geht diese harmonische Polare 
durch B. 

Fallen schlieBlich alle drei Doppelpunkte zusammen (A = B= (C), so 
fallen auch die drei Doppelgeraden zusammen. In diesem Falle ist die 
linke Seite der kubischen Gleichung (4) der Kubus einer linearen Funktion 
und es ist: @,:@:@,=1:3:9. Fiir alle nicht auf der Doppelgeraden 
gelegenen Punkte fallen die harmonischen, wie die konischen Polaren mit 
der einen dreifach zihienden Doppelgeraden zusammen. Die friihere Kon- 
struktion der harmonischen Polaren bleibt jedoch auch hier, wie man sich 
unmittelbar tiberzeugen kann, unverindert erhalten. Somit gilt: Kon- 
struiert man bei einer Kollineation, deren Doppelpunkte sich in einem Punkte 





*) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iiber Geometrie I, p. 183. 
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vereingen, fiir alle — nicht auf der Doppelgeraden gelegenen — Punkte P 
der Ebene in Bezug auf das Dreieck, welches P_,P_,, P_,P,, P,P, 2u 
Seiten hat, die harmonische Polare, so sind alle diese Polaren identisch und 
fallen mit der ernzigen in diesem Falle vorhandenen Doppelgeraden zusammen. 

Auch die dualen Sitze sind bemerkenswert. 

7) Mittels der vorangehenden Konstruktionen kann man auch iiber 
die Realititsverhaltnisse der Doppelpunkte entscheiden bei einer gegebenen 
Kollineation, deren Doppelpunkte nicht bekannt sind. Es gilt namlich 
der Satz: Die Doppelpunkte einer Kollineation © sind dann und nur dann 
stimtlich reell und verschieden, wenn die Schnittpunkte Q, R der harmonischen 

‘und konischen Polaren irgend eines Punktes P in Bezug auf das Doppel- 
dreieck der Kollineation imagindr sind. In der Tat, sei P ein beliebiger 
Punkt der Ebene und wihlen wir dasselbe Koordinatensystem, wie in 
art. 3), dann stellt uns Gleichung (2) das Doppeldreieck der Kollineation 
© dar und es ist die Gleichung der konischen Polaren von P(0|1|0) 
in Bezug auf dieses Dreieck: 


> 


> 


J 0, 
2 


oder nach Fortlassung eines von Null verschiedenen Faktors: 


3a, — a, 


(6) F,(wx) = a,c x,? + Bex, c5%,° + et, Hs” — Zen as%y%, — 2ery 2 








Spi, 
— 2a, 4,%,7, = 0. 
Die harmonische Polare von P war nach Gleichung (3) 
(3) WX, — 3a, 2% + a, 4%, = 0. 
Diese harmonische Polare enthilt die beiden Punkte: 
B=(0|1|3) und y= («,|0|—«). 
Die Realitét der Schnittpunkte @,R der harmonischen und konischen 
Polaren hingt bekanntlich ab von dem Vorzeichen des Ausdrucks: 
(7) D = J;(By)* — J;(BB) J(v7), 
wobei J(6, y) den Ausdruck bedeutet, welchen man erhalt, wenn man die 
Koordinaten von B, y in die Polarform J,(x,y) von J,(x, x) einsetzt. 
Dann und nur dann sind die beiden Schnittpunkte der harmonischen und 
konischen Polaren reell, wenn D>O. Nun ist: 
J, (BB) = Bee, (Bay — ery), Sy(yy) = ey Wey (ety Oey + 1g” + Bee, try — Hy tty) , 


J,(By) = — = tt, Oy (3a, + 2a — as). 





Also ist: 


De= < Ot? 06g? (3 ey + 2 erg — ets)? — 3 0447049 (Betyg — t4g) (tH Oy + t4g+ Ber, 1g — try tg). 





———— 
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Durch direkte Ausrechnung ergibt sich: 


D= + Oy Oty {27 174g — Oly 1g” — 18.4, Wey tty + Ate ry* + 40457 cg} , 


oder wegen (5): 
(8) ba = aS. 


Da alle drei Doppelpunkte dann und nur dann reell und verschieden sind, 
wenn A<0, also wenn D<0O d. h. wenn die Schnittpunkte Q, R der 
konischen und harmonischen Polaren imaginiir sind, so ist der oben auf- 
gestellte Satz bewiesen. 

Um bei einer gegebenen Kollineation, deren Doppelpunkte nicht be- 
kannt sind, zu entscheiden, ob dieselbe drei reelle Doppelpunkte besitzt 
oder nicht, hat man demnach mittels der in art. 2),3) angegebenen Methoden 
zu einem beliebigen Punkte die harmonische und die konische Polare zu 
konstruieren; die Schnittpunkte Q, R dieser beiden Linien sind die Doppel- 
punkte derjenigen Involution J, welche die konjugierten Punktepaare der 
konischen Polaren auf der harmonischen Polaren induzieren; diese Involu- 
tion J ist nach bekannten, einfachen Methoden linear konstruierbar. Je 
nachdem die Doppelpunkte @Q, R dieser Involution imaginir sind oder 
nicht — d.h. je nachdem die Paare derselben getrennt sind, oder nicht — 
sind die drei Doppelpunkte der Kollineation reell verschieden oder nicht. 
Vereinigen sich die beiden Schnittpunkte @, F in einen einzigen Punkt Q, 
ist also D =O — so fallen auch — da alsdann wegen (8) auch A=0O 
zwei der drei Doppelpunkte zusammen und zwar ebenfalls im Punkte Q, 
da alsdann, wie wir art. 6) sahen, die konische Polare in ein Geraden- 
paar, welches Q als Doppelpunkt hat, ausartet. Fallen alle drei Doppel- 
punkte zusammen, so werden die konische und harmonische Polare, 
wie wir sahen, identisch, ihre Schnittpunkte héren also auf, bestimmt 
zu sein. 

8) Sind die Schnittpunkte @, R der harmonischen und konischen 
Polaren eines Punktes P reell, also zwei der drei Doppelpunkte der 
Kollineation © konjugiert komplex, so bilden, wie man leicht erkennt, P, 
Q,R einen Cyklus in derjenigen cyklischen Kollineation mit drei-elementigem 
Cyklus, welche dieselben Doppelpunkte besitzt, wie die urspriingliche 
Kollineation. Man kann demnach auf diesem Wege zu einer gegebenen 
Kollineation © mit nur einem reellen Doppelpunkt die cyklische Kollinea- 
tion mit drei-elementigem Cyklus konstruieren, welche dieselben Doppel- 
punkte, wie ©, besitzt. Ebenso kann man mittels der von uns angegebenen 
Konstruktionen auch diejenigen Kollineationen linear herstellen, welche 
dasselbe Doppeldreieck, wie ©, besitzen und sich in eingeschriebener resp. 
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umschriebener Dreieckslage*) befinden. Denn diese fiihren die urspriing- 
liche Kollineation © in sich tiber, und es befindet sich bei ihnen der zu 
einem Punkte P entsprechende Punkt P, auf der harmonischen resp. 
konischen Polaren von P in Bezug auf das Doppeldreieck von ©; hier- 
durch aber lassen sich die genannten Kollineationen in einfacher Weise 
herstellen. 


Breslau, Oktober 1902. 








*) Cf. Pasch: Zur Theorie der Kollineation und Reciprocitit, Math. Ann. Bd. 23, 
p. 419—486; cf. p. 426ff. 
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*) Die vorliegende Arbeit ist nicht nur ein Auszug der unter demselben Titel 


erschienenen Dissertation (Géttingen, 1901). Der Gedankengang und die hauptsiich- 
lichsten Resultate sind zwar dieselben geblieben, doch sind wesentliche Stellen ganz 
umgearbeitet worden, so namentlich die Einleitung und die Paragraphen 1, 2, 8. 
Ganz neu ist der § 4, der von den elliptischen Geometrieen handelt. Ich hoffe, gleich- 
zeitig manche Einzelheiten knapper und schirfer gefaBt zu haben, als es in meiner 
Dissertation geschehen ist. 
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Einleitung. 


Das Ziel der nachfolgenden Untersuchungen ist dieses: 

Es sollen alle Geometrieen aufgestellt werden, die folgenden Fordsrengun 
geniigen: 

A) Den Axiomen der ,Verkniipfung“ und der , Anordnung® in 
der Hilbertschen*) oder den ,,projektiven“ Axiomen in der Schur- 
schen**) Bezeichnungsweise. 

Bei Beschrankung auf die Ebene allein nehmen wir noch den 
Desarguesschen Satz als Axiom hinzu***). 

B) Folgendem Axiom der Stetigkeit, das in dieser Fassung das 
Archimedische}) und das Vollstindigkeitsaxiom7) in sich schlieBt: 

»Wird durch geometrische Konstruktionen (nach den Axiomen (A)) 
innerhalb einer Strecke eine unendliche Reihe von Punkten P erzeugt der 
Art, daB jeder Pnnkt P zwischen dem vorhergehenden und dem nach- 
folgenden liegt, so soll die genannte Reihe innerhalb oder an den Enden der 
Strecke einen ganz bestimmten Grenzpunkt besitzen, d. h. einen Punkt, 
der alle von der Punktreihe P einmal iiberholten Punkte trennt von allen 
den Punkten, die von der Punktreihe P niemals erreicht werden“++.) 

C) Den ,linearen Kongruenzaxiomen“, die von dem Abtragen 
der Strecken handeln (IV, 1, 2,3 nach der Hilbertschen Zahlung; im 
folgenden stets so bezeichnet). Doch soll das erste Kongruenzaxiom in 
folgender Weise modifiziert werden: 

Es darf Punkte geben, von denen aus auf allen oder auf einzelnen 
hindurchgehenden Geraden ein Abtragen von Strecken nicht méglich ist. 
Solche Punkte wollen wir je nachdem kurzweg ,,singulir“ oder ,,relativ 
singulair“ (d. h. in Bezug auf die betreffende Gerade) nennen. Alle anderen 
Punkte heiBen ,regulir“; Punkte aber, die nicht schlechtweg singular 
sind, ,erreichbar“. 

Das Auftreten singulirer Punkte midge jedoch in folgender Weise 
beschriinkt sein: 


* Hilbert: Grundlagen der Geometrie“ Festschrift zur Feier der Enthiillung 
des Gauss-Weber-Denkmals in Gittingen. Teil I (Teubner 1899). 
*) Schur: ,,Ueber die Grundlagen der Geometrie“. Math. Ann. 55. Daselbst 
findet man auch weitere Litteraturangaben. 
***) Siehe u. a. Hilbert: ,,Grundlagen“. Kap. V. 
+) Hilbert: ,,Grundlagen“. Axiom V, §8; auBerdem: ,,Ueber den Zahlbegriff“. 
(Berichte der deutschen Mathematiker-Vereinigung 1900); endlich die Uebersetzung 
der ,,Grundlagen‘‘ durch Herrn Laugel in den Annales de l’école normale 3. Serie, 
tome XVII, p. 122, 123. 
++) Vergl. u. a. Klein: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie“. 
Math. Ann. 6, p. 136. 
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«) Kann auf einer Geraden von einem Punkte aus eine Strecke a 
nach der einen Seite hin abgetragen werden, so soll dies auch 
nach derandern Seite hin gestattet sein. 

8) Kann auf einer Geraden von einem Punkte aus eine Strecke 
a abgetragen werden, so sollen an derselben Stelle auch alle Strecken 
abgetragen werden diirfen, die ,,kleiner“ wie a sind, d. h. solche 
Strecken, deren siimtliche Punkte innerhalb von a liegen. 

y) Sind zwei Geraden a und b gegeben (die auch ineinanderliegen 
kénnen) mit je einem auf ihnen erreichbaren Punkte A resp. B, so 
sind die Umgebungen von A und B ,,vergleichbar“, d. h. es gibt auf a 
mindestens eine Strecke A A’, die einer Strecke BB’ auf b kongruent ist. 

0) Es gibt ein Gebiet endlicher Ausdehnung, innerhalb dessen 
nur reguliire Punkte liegen*), 

D) Dem Axiom: Die gerade Strecke soll die kiirzeste Ver- 
bindung zwischen zwei Punkten sein. 

E) Einem Axiom der Differentiierbarkeit (Siehe § 2, p. 241). 

Nicht gefordert werden: 

a) das Parallelenaxiom, 

b) der erste Kongruenzsatz oder das Kongruenzaxiom IV, 6 nach der 
Hilbertschen Ziihlung: ,,Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ die 
Kongruenzen AB= A’ B’, AC= A'C'’", Xx BAC=<X B’A'C’ gelten, so 
sind auch stets die Kongruenzen 

XABC=XA'BC wd KACB=SXA'C'R’ 

erfiillt.“ 

(Von der Kongruenz der Winkel werden wir im folgenden tiberhaupt 
nicht weiter reden.) 

Der Schwerpunkt der ganzen Fragestellung liegt in der Forderung D). 
Da diese wohl zuerst von Archimedes**) erhoben worden ist, wollen wir 
sie im folgenden kurz die ,,Archimedische Forderung“ nennen. (Zum 
Unterschied von dem schon genannten Archimedischen Axiom der Stetigkeit.) 

Soviel sei tiber das Problem selbst in der Einleitung gesagt. Was 
seine historische Stellung und seine Beziehung zur Variationsrechnung 
angeht, so seien folgende Bemerkungen erlaubt: 





*) Die Darstellung weicht hier von der in meiner Dissertation gegebenen nicht 
unerheblich ab. Dort wird der Begriff ,,Liinget direkt definitionsmaBig als eine Zahl 
eingefiihrt (§ 2); hier soll spiter in § 2 gezeigt werden, wie aus unseren Axiomen C_ alle 
die Forderungen arithmetischen Charakters abgeleitet werden kinnen, die ich in meiner 
Dissertation (§ 2) axiomatisch hingestellt habe. Andererseits habe ich mich hier in- 
sofern auf einfachere Fille beschriinkt, als ich gleich von vornherein an dem festhalte, 
was ich das ,,starke Monodromieaxiom“ nenne, d. h. ich verlange, daB stets AB= BA 
sein soll. Man vergleiche hierzu die §§ 3 meiner Dissertation und dieser Abhandlung. 

**) Tleqr cpareus nar nvisvdoov". AcuBavowevoy a’. 


Mathematische Annalen. LVII. 16 
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Unter die hier in Rede stehenden Geometrieen gehéren auBer der 
elementaren Euklidischen Geometrie auch die beiden sogenannten nicht- 
euklidischen Geometrieen, die, wie Herr Klein*) zuerst zeigte, auf der 
Grundlage einer projektiven Geometrie (welche unseren Forderungen A) 
und B) geniigt) durch Einfiihrung einer geeigneten MaBbestimmung auf- 
gebaut werden kénnen. Dann stellte Herr Hilbert**) in einem an Herrn 
Klein gerichteten Briefe eine allgemeinere Geometrie auf, deren MaBbestim- 
mung so beschaffen ist, daB die Gerade Kiirzeste bleibt. Endlich machte 
Herr Minkowski***) mit einem andern Typus von Geometrieen bekannt, 
welche unseren Forderungen Geniige leisten. 

Es scheint deshalb die Frage nach der allgemeinsten Geometrie 
dieser Art wohl an sich schon berechtigt zu sein*). 

Sie diirfte aber noch ein weiteres Interesse beanspruchen, indem sie 
einen Spezialfall der Frage bildet, welche ich das , Umkehrungsproblem 
der Variationsrechnung“ nennen michte: 

»Gegeben ist ein System von Differentialgleichungen; gesucht ist das 
allgemeinste Variationsproblem, zu dem diese Ditferentialgleichungen als 
Lagrangesche Gleichungen gehéren“. 

Seine Entstehung verdankt diese Aufgabe wohl der Mechanik, und 
zwar besonders den Untersuchungen Jacobis iiber das Hamiltonsche 
Prinzip. In dem Falle, daB eine gewoéhnliche Differentialgleichung vor- 
liegt, gab meines Wissens die erste Lésung Imchenetzky}7}); weitere 
Arbeiten dariiber veréffentlichten die Herren Kinigsberger}}}), Bohm*+}) 
und in besonders eleganter Form Herr Hirsch**}), der auch partielle 

*) Klein: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie“. Math. Ann. 4. 


*) Hilbert: ,,Ueber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte“. 
Math. Ann. 34. 

***) Minkowski: ,,Geometrie der Zahlen“ (Teubner, Leipzig 1896) Kap. I. 

+) Vergleiche dazu: Hilbert: ,,Mathematische Probleme; Vortrag, gehalten 
auf dem internationalen Mathematiker-Congress Paris 1900“, p. 15. Darboux: 
»Lecons sur la théorie générale des surfaces‘. Bd. III. Paris 1894, p. 54. 

++) Imchenetzky: ,,Sur la transformation d’une équation differentielle de 
Yordre pair 4 la forme d’une équation isopérimétrique*. Bulletin de St. Pétersbourg, 
tome XXXI, 1886. 

(Dieses Citat verdanke ich einer freundlichen Mitteilung des Herrn Kneser.) 

ttt) Kénigsberger: ,,Ueber die Principien der Mechanik“. Berliner Berichte 
1896, II. ,,Ueber die allgemeinen kinetischen Potentiale“. Crelles Journal 121. 

*+) Bohm: ,,Die Existenzbedingungen eines von den ersten und zweiten Dif- 
ferentialquotienten der Koordinaten abhiingigen kinetischen Potentials“. Crelles 
Journal 121. 

+) Hirsch: ,,Die Existenzbedingungen des verallgemeinerten kinetischen Poten- 
tials“. Math. Ann. 50 und: ,,Ueber eine charakteristische Eigenschaft der Differen- 
tialgleichungen der Variations-Rechnung“. Math. Ann. 49. 














Geometrieen, in denen die Geraden die Kiirzesten sind. 235 


Differentialgleichungen in den Bereich seiner Betrachtungen hineinzog. 
Was Systeme von Differentialgleichungen angeht, so finden sich wohl die 
ersten Resultate bei Helmholtz*); Herr A. Mayer**) gab die noch 
fehlenden Beweise. Allerdings gehen diese Untersuchungen nur so weit, 
daB die Bedingungen dafiir angegeben werden, wann jede der Differential- 
gleichungen von der Form einer Lagrangeschen Gleichung ist; ob sich ein 
System durch geeignete Kombination der einzelnen Gleichungen auf diese 
Form bringen lift, wird nicht erdrtert. Auch ist die Frage in keinem 
Falle iiber das rein Formale hinaus verfolgt worden; andere Bedingungen 
der Variationsrechnung als die Lagrangeschen sind nie erdrtert worden. 

Es soll nun gerade hier in dem angekiindigten Probleme, 
soweit es ein solches der Variationsrechnung ist, das Schwer- 
gewicht auf die Erérterung der hinreichenden Bedingungen der 
Variationsrechnung gelegt werden. 


Kapitel I. 


Die Geometrieen der Ebene. 


$1. 


Die ,,idealen® Elemente und die ,,Namengebung“. 


Denken wir uns ein bestimmtes System von Punkten, Geraden und 
Ebenen, das unseren Forderungen A) und B) geniigt. Wie Herr Schur***) 
gezeigt hat, kann man dann zu diesen Punkten, Geraden und Ebenen 
solche ,,idealen“ Punkte, Geraden und Ebenen zufiigen, da® das modifizierte 
Parallelen-Axiom erfiillt ist: 

Je zwei Geraden einer Ebene haben einen (und nur einen) 
Punkt gemeinsam. 

Die Axiome der ersten Gruppe bleiben fiir das erweiterte Gebiet 
erhalten, ebenso die Stetigkeitsaxiome, wie daraus hervorgeht, daB eine 
Strecke idealer Punkte von einem eigentlichen Punkte aus auf eine Strecke 
eigentlicher Punkte projiziert werden kann. Die allerdings notwendig 
gewordene prizisere Fassung des Begriffes zwischen“ sei mit Hilfe einer 


*) Helmholtz: ,,Ueber die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten 
Wirkung“. Crelles Journal 100. 
**) A. Mayer: ,,Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentials“. 
Siichsische Berichte 1896, p. 519. 
***) Schur: ,Ueber die Einfiihrung der sogenannten idealen Elemente in die 
projective Geometrie*. Math. Ann. 39 (1891). 


16* 
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»Normalebene“ (resp. Normalgeraden) vollzogen und zwar in derselben 
Weise, wie von Herrn Dehn*) nach dem Vorgange des Herrn Pasch**) 
geschehen ist. 

Mit dieser vervollstindigten Geometrie operieren wir jetzt weiter. 
Dabei unterscheiden wir die urspriinglichen Punkte, Geraden und Ebenen 
von den ,,idealen“ durch die Bezeichnung ,,eigentlich“***). (Die ,,cigent- 
lichen“ Punkte zerfallen nach unserer friiheren Terminologie wieder in 
yerreichbare“ und _,,singuliire“.) 

Es ist nun eine bekannte Folgerung der Axiome A) und B), dab 
jedem Punkte der (erweiterten) Ebene (auf die wir uns jetzt zuniichst 
beschrinken) ein reelles Zahlentripel x, y, ¢ derart zugeordnet 
werden kann, daB der Punkt durch die Verhiltnisse dieser drei 
Zahlen, die Gerade aber durch eine homogene lineare Gleichung 
zwischen den drei Zahlen dargestellt wird. 

Die Folge des Axioms B) und des modifizierten Parallelenaxioms ist 
es, daB auch umgekehrt zu jedem Zahlentripel (auBer dem Tripel x = 0, 
y=0, ¢=0) ein Punkt und zu jeder linearen Gleichung, deren Koef- 
fizienten nicht siimtlich Null sind, eine Gerade gehért. Wir kénnen ins- 
besondere erreichen, daB ¢= 0 die ,,Normalgerade“ darstellt?) 

Diese Einfiihrung eines Zahlensystems soll nur zur Charakterisierung 
der Punkte und Geraden dienen, also eine Art Namengebung darstellen; 
keineswegs aber soll damit irgend eine Liinge definiert werden. 


Statt des Tripels x, y, ¢ werden wir meistens als Koordinaten 


© y 
t’? ¢ 
betrachten und diese mit x, y bezeichnen; 7 = oo sowie y = oo bedeuten 
jetzt Punkte der Normalgeraden++). 

SchlieBen wir zuniichst einmal diese Normalgerade von der ferneren 


Betrachtung aus (wir werden sie spiiter wieder aufnehmen (§ 4)), so 





*) M. Dehn: ,,Die Legendreschen Siitze iiber die Winkelsumme im Dreieck“. 
Math. Ann. 53 (1900). 

**) M. Pasch: ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Leipzig (Teubner) 1882. 

*“) Es kann sehr wohl sein, daB es gar keine idealen Elemente gibt. Dann 
hat die Geometrie elliptischen Typus; die Normalgerade muB zur Priizision des Be- 
griffes ,,zwischen“ von Anfang an eingefiihrt werden. 

+) Aus der zahlreichen Litteratur zu diesem Gegenstande sei auBer der schon 
zitierten noch genannt: Klein: ,,Ueber die sogenannte Nicht-Euclidische Geometrie“, 
Math. Ann. Bd. 4, 6, 7. Fiedler: ,,Darstellende Geometrie“, Bd. II, auSerdem 
Vierteljahrsschrift der nat. Ges. Ziirich, XV, 2 (1871). Anne Lucy Bosworth: 
»Begriindung einer vom Parallelenaxiom unabhiingigen Streckenrechnung“, Diss. 
Gottingen 1900. 

+t) DaB unsere unter B) gegebene Fassung der Stetigkeit mit dem tiblichen 
Begriff der Stetigkeit in der Zahlenmannigfaltigkeit 2, y (abgesehen von der Normal- 
geraden) iibereinstimmt, folgt aus dem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 
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kann man alle andern Geraden mit Hilfe eines Parameters s darstellen 
durch die Differentialgleichungen: 


x d*y 
ds? = 0 und ds? = 0 


? 


wobei noch ds = + Vda? + dy® gesetzt werden darf. 
Als Form der linearen Gleichung einer Geraden wird sich im folgen- 
den diese empfehlen: 
ycos #—axsnd =a. 
Dabei nennen wir # die ,Richtung“ der Geraden; falls dieselbe von 
4 . . . 
+ - abweicht, diirfen wir auch schreiben 


. a 


y=tg?-2+b und Y=0. 


dx? 


Weiterhin kann der Begriff der ,stetigen Kurve% etwa so eingefiihrt 
werden, daf wir darunter eine Mannigfaltigkeit verstehen, deren x und y 
sich als stetige Funktionen eines stetig veriinderlichen Parameters dar- 
stellen lassen. 


29 


Sh 


Die ,,Liinge*. 
b] 


Nunmehr suchen wir die Konsequenzen der Axiome ©) und D) (siehe 
Kinleitung) zu ziehen. 

a) Kann man von einem eigentlichen Punkte O aus auf einer Geraden 
eine Strecke OA, =a abtragen, so kann man a auf der Geraden beliebig 
oft nacheinander abtragen: 

OA, = A, A, = A, A; =:>-. 
(Folgerung aus C,@ und IV, 1). 

Dabei kann es vorkommen, da der Ausgangspunkt O einmal wieder 
iiberschritten wird, (die Gerade ist in unserer erweiterten Ebene eine ge- 
schlossene Kurve!) oder aber, es gibt infolge der Stetigkeit einen bestimmten 
Grenzpunkt G, der alle von der Reihe A,, A,,--- einmal tiberholten 
Punkte von den andern trennt. 

Nehmen wir zuniichst einmal an, da$ ein Grenzpunkt G vorhanden 
sei. Dann gelten die folgenden Siatze: 

b) Auf GO selbst kann der Begriff der Kongruenz nicht angewendet 
werden; es ist insbesondere nicht GO sich selbst kongruent. Denn sonst 
miiBte nach C, 6 auch a von G aus abtragbar sein, was dem widerspricht, 
daB G der Grenzpunkt der Reihe A,,.A,,--- sein soll. Dasselbe gilt fiir 
jede Strecke, die den Punkt G enthilt (nach C, £). 

c) Die Grenze G ist dieselbe fiir alle Strecken, die kleiner als a sind. 
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Denn sei b <a, so ist der Satz einleuchtend, wenn man 3p eine end- 
liche Anzahl mal (» mal) so abtragen kann, daB nb >a wird (Folgerung 
des Kongruenzaxioms IV, 3 und des Stetigkeitsaxioms). Hine solche Zahl n 
aber muB es geben, da sonst der Grenzpunkt, der zu b gehért, schon 
innerhalb a lage, der Begriff der Kongruenz dann aber bereits auf a nicht 
mehr anwendbar wire (Satz b). 

d) Die Grenze G ist dieselbe fiir alle Punkte, die zwischen O und G 
liegen (Folgerung aus Satz ¢ und aus IV, 3). 

e) Von einem Grenzpunkt G aus ist auf der betrachteten Geraden 
ein Streckenabtragen iiberhaupt nicht méglich. 

Denn wire dies der Fall, so kénnte man insbesondere auch die be- 
treffende Strecke g von G aus nach O zu abtragen (gemiB ©, «), etwa 
GB=g. Innerhalb GB aber gibt es Stellen, von denen aus a nach G 
hin abtragbar ist, also ist a<g; somit miiBte nach (C, 8) auch a von 
G aus abtragbar sein, was nicht der Fall ist. 

Also ist ein solcher Grenzpunkt G ein ,relativ singuliirer Punkt“ 
hinsichtlich der Geraden OG, falls er iiberhaupt ein eigentlicher Punkt 
ist. (Siehe Einleitung.) Alle Punkte zwischen O und G sind jedenfalls 
eigentliche Punkte. Liegen iiber OG hinaus noch eigentliche Punkte, 
die nicht alle singulir inbezug auf die Gerade OG sind, so wiederholt 
sich das Spiel. 

f) Existiert eine Grenze G nicht, wird also O von der Punktreihe 
A,, A,, +--+ wieder einmal iiberschritten (und dann immer wieder), so 
geschieht dies von allen Punktreihen B,, B,,--- die durch fortwihrendes 
Abtragen einer andern Strecke b auf derselben Geraden entstehen. Alle 
Punkte der Geraden sind dann eigentliche, auf der Geraden erreichbare 
Punkte; wir wollen die Geometrie inbezug auf diese Gerade ,,vom elliptischen 
Typus“ nennen. 

Alle diese Satze beweisen nun zusammen mit dem Axiom C, y den 
folgenden Satz: 

g) Seien s, und s, zwei Strecken, die von relativ-singuliren Punkten 
beziiglich ihrer Geraden eingeschlossen sind, selbst aber im Innern keine 
relativ-singuléiren Punkte enthalten, so kann man s, und s, kongruent auf 
einander abbilden; und diese Abbildung ist, wenn man einen erreichbaren 
Punkt A der Strecke s, einem ebensolchen B der Strecke s, zugeordnet und 
auf beiden Strecken eimen Richtungssinn festgelegt hat, ein-eindeutig und 
bestimmt. 

Dasselbe gilt in etwas abgeiinderter Weise fiir zwei Geraden, von denen 
eine resp. beide von elliptischem Typus sind; nur wird die Abbildung erst 
dann eindeutig, wenn man bei jedem Punkte noch angibt, wie oft man sich 
den Ausgangspunkt A resp. B iiberschritten zu denken hat. 








= 
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Damit sind alle Siitze gewonnen, die gestatten, den Begriff der 
Linge“ einzufiihren. 

I) Zuniichst definieren wir fiir eine Gerade mit dem erreichbaren 
Punkte O (ein solcher existiert gemiB C,d) die Liinge folgendermaBen: 

Irgend eine Strecke OA ohne relativ-singuliiren Punkt bezeichnen wir 
mit der Zahl 1. Den durch fortgesetztes Abtragen der Strecke OA 
hintereinandér entstehenden Strecken O.A,, O.A,,--- geben wir die Lingen 
2,3,---. Unter der Strecke der Liinge = (m eine ganze Zahl) verstehen 
wir die Strecke OB, die m mal nacheinander abgetragen die Strecke 1 
ergibt. (Kine solche Strecke OB existiert infolge der Stetigkeit.) 

Es gilt dann der folgende Satz: 

Die Strecke der Linge =. kann durch VergréBerung von m beliebig 
klein gemacht werden; d. h. es gibt keine Strecke OC, die kleiner wiire 
als jede Strecke - (m= 1, 2, 3,- ++ in inf.). 

Was unter der Strecke ¢ zu verstehen ist, wenn ¢ eine rationale 
Zahl ist, ist jetzt vdllig klar. Die Stetigkeit gestattet aber, auch jeder 
Irrationalzah] eine Strecke zuzuordnen. Umgekehrt wird dann auch jeder 
Strecke von O aus eine positive Zahl eindeutig als ,,.Lange“ zugeordnet sein. 

II) fiir alle anderen Strecken definieren wir dann die Liinge so, daB 
wir festsetzen, die Liinge sei bei kongruenter Abbildung (Satz g) 
invariant. Diese Definition ist unabhingig von der Wahl des in Satz g 
genannten Punktes A (nach IV, 2). 

Nun kénnen wir die folgenden Siitze ableiten (Vergleiche § 2 meiner 
Dissertation): 

1) Seien die Punkte 1:2,,y, und 2:2, y, durch eine Strecke ohne 
relativ-singuliire Punkte verbunden, so kommt dieser Strecke eine Linge 
zu, die eine positive Funktion der vier Variabeln 2, y,; 2, y, ist. Wir 
bezeichnen diese Funktion mit F'(2,, 4,3; 2%, Y,)- Da stets AB= BA sein 
sollte, so ist auch 

F (1, Yi3 Xa Yo) = F'(%2, Ya3 %1) 1)*)- 

2) Liegen die Punkte 1, 2,3 in dieser Reihenfolge auf ein und der- 

selben Geraden, so ist stets 

F(a, 15 © Ys) = E'(%15 415 Las Yo) + F(a, Yes Xs, Ys) 
Es ist dies eine Folge der Definitionen I) und Il) sowie des Kongruenz- 
axioms IV, 3. 

Die hingeschriebene Relation gelte auch noch, wenn zwei Punkte zu- 
sammenfallen, d. h. es sei 

F(a, y; 2, y) = 9. 


*) Dies ist hier anders als in meiner Dissertation, siehe die Bemerkung auf 
Seite 233 in der EHinleitung. 
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AuBerdem la8t sich noch aus der allgemeinen Gleichung 2) die 
Folgerung ziehen: 

Setzen wir 2, = 2, +s cos #, y= y, +s sin # (s>0, siehe § 1) so 
ist F(x,, 4,3 %, Ya) eine mit s stets wachsende Funktion. 

3) F ist eine stetige Funktion seiner vier Argumente in einem solchen 
endlich ausgedehnten Bereiche, innerhalb dessen nur regulire Punkte 
liegen. s 

«) Andern wir die Punkte 1, 2 zuniichst nur so ab, daB sie auf 
der Geraden 1,2 bleiben, so ist der Satz eine leicht zu erweisende 
Folgerung der Siitze 2) sowie der Definitionen I) und ID) 

B) Wollen wir den Satz allgemein beweisen, so miissen wir das 
Axiom D) (die Archimedische Forderung) hinzunehmen. 

Zuvor aber beweisen wir folgenden Hiilfssatz: 

Tragen wir von einem Punkte A im Innern des genannten Gebietes 
auf allen Geraden eine Strecke ¢ ab, so kommen die Endpunkte dieser 
Strecken im Sinne der Namengebung nicht beliebig nahe an A heran. 

Wiire dies nimlich der Fall, so miiBte es einen Strahl S geben, in 
dessen beliebiger Nihe solche Endpunkte beliebig nahe (im Sinne der 
Namengebung) an A heranriickten. Nun bestimme man aber auf S einen 


Punkt B so, daB AB= i é ist. In B errichte man auf S eine Senk- 
rechte (im Sinne der Namengebung) und trage nach beiden Seiten eine 


Strecke BD resp. BD’ ebenfalls von der Linge = ab. (Alle diese 


Operationen sind méglich, nach der Voraussetzung 
P is ‘. iiber den in Rede stehenden Bereich.) Jetzt haben 
zufolge des Axioms D) alle Punkte im Dreiecke 

Ly? 


ADD’ von A eine Entfernung, die kleiner ist als ¢; 
mithin kénnen sich von den oben genannten End- 
punkten keine innerhalb ADD’ befinden; also diirfen von ihnen auch 
keine beliebig nahe an S und zugleich beliebig nahe an A liegen. 

Man kann daher um A ein im Sinne der Namengebung endliches 
Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen jeder Punkt von A eine Entfernung 
kleiner als ¢ besitzt. 

Sei nun AB eine Strecke der Liinge / und lasse sich um AB ein 
Gebiet abgrenzen, innerhalb dessen kein singulirer Punkt liegt. Dann 
kann man um A einen Bereich angeben, sodaf fiir jeden Punkt A’ des- 


Fig. 1. 


selben AA’ < , ist, und um B einen solchen Bereich, da fiir Punkte 


B’ desselben BB’ < i ist; wobei ¢ eine beliebig kleine vorgegebene 


GréBe ist. (Folgerung des Hiilfssatzes.) 
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LaBt man nun die Punkte A’ und B’ innerhalb dieser Bereiche 
irgendwie in die Punkte A, B einriicken, so ist nach der Archimedischen 
Forderung stets 


AB <A'B +B 4+ AA <A'B + 7 


A'B' <AB + BB'+AA'< AB +4 


also 





|A’B’—AB|<e. 
Und damit ist die Stetigkeit bewiesen. Fig. 2. 


Wir wollen nun aber, um bequemer weiter operieren zu kénnen, 
noch das folgende Axiom einfiihren: 

E) Es besitze die Funktion F' im allgemeinen die vier ersten 
Ableitungen nach allen Variabeln. 

Ob ein Teil dieses Axioms vielleicht beweisbar ist, oder ob es méglich 
ist, ohne dasselbe auszukommen, soll hier nicht weiter erértert werden. 

Ich habe dann in meiner Dissertation gezeigt, wie infolge der Siitze 
1), 2), 3) und des Axioms E) die Liinge dl eines Linienelementes ds, das 
von der Stelle x, y in der Richtung # ausgeht, sich wunabhiingig davon, welcher 
endlichen Strecke ds angehirt, folgendermaBen darstellen laépt: 

dl = ds - f(x, y, tg 4), 

wo f eine positive, eindeutige und im allgemeinen stetige und dreimal 
differentiierbare Funktion seiner Argumente ist. 

(In meiner Dissertation ist die Eindeutigkeit hinsichtlich des letzten 
Arguments tg @ nicht gefordert.) 

Falls die betrachtete Strecke nicht gerade der y-Achse parallel liuft, 
ist es bequem, die weniger symmetrische Form 

dl = g(a, y, tg #)dx 

anzuwenden. Natiirlich ist einfach g- cos # =f. 

Allgemein werden wir jetzt unter der Linge eines beliebigen 
Kurvenstiickes, das aber zunichst in jedem Punkte eine im all- 
gemeinen stetige Tangente besitzen soll, den Ausdruck verstehen: 


JS f(x,y, tg #)ds resp. J g(x,y, y')da, 
diese Integrale lings des betreffenden Kurvenstiickes erstreckt, sodaB 


, 1 
y=y(a); y' =tgo—5? 


zu setzen ist. Diese Definition ist mit der fiir Strecken gegebenen infolge 
unserer Siitze 1), 2) und 3) im Einklang. 
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Nunmehr schrinken wir die Willkiir der Funktion /, resp. g, ganz 
erheblich durch die Forderung ein: 

4) Die Funktion g, resp. f soll so gewaihlt werden, daB die 
Lange einer geraden Strecke kiirzer sei als die eines jeden 
andern, die Endpunkte der Strecke verbindenden Bogens der 
oben genannten Art, fiir dessen Elemente: 2, y,y’ tiberhaupt g 
allenthalben definiert ist. 

Dies ist der Inhalt der eingangs erwihnten Archimedischen 
Forderung. Nach den Lehren der Variationsrechnung zerfillt sie in 
die folgenden Teilforderungen: 

4a) Die Lagrangesche Gleichung des aus Jf gdx entspringenden 
Variationsproblems mu8 die Form annehmen 

2 
oy = 0. 
Also muB g der partiellen Differentialgleichung geniigen: 


o*g é*g eg 

—s In — w= Q, 
Opox Cpey oy 

worin y= p gesetzt ist. 

Man erhiilt diese partielle Differentialgleichung, indem man die 
Lagrangesche Gleichung aufstellt und dann beriicksichtigt, daB y” = 0 
sein soll*). 

Differentiiert man die Differentialgleichung fiir g nochmals nach p, 


a2 
so bekommt man fiir M = oe eine lineare partielle Differentialgleichung, 





deren allgemeines Integral lautet: 
= W(p, y—px)**). 
W ist eine willkiirliche Funktion der Argumente p und y — pz. 
Also ist zunichst g in der Form anzusetzen: 


P Pp 
g = { W,y—p2) apap + p- v(x, y) + w(a, y), 
e ist eine beliebige Konstante. 


Setzt man dies Resultat in die Differentialgleichung fiir g ein, so 
erhalt man durch leichte Rechnung 


rf fos —px)dpdp+— oot D4 , ou ou) 


e und « bleiben beliebig. 


*) Hirsch, Math. Ann. 49, § 7; Darboux, 1. ¢. p. 53ff. 
**) Darboux, lc. p. 58 u. 59. 
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Nachdem wir uns bis hierher der formal einfachen Funktion g be- 


dient haben, wollen wir weiterhin die allgemeiner (auch fir ®=+ =) 
giiltige Form 


Jf, y, tg o)ds 
benutzen. 
Setzen wir noch 


1 
und 
c= tg, 
so erhalten wir nach leichter Rechnung 


o 
. . / ou ou. 
f = J sin (®—r) w(tg t, y—a@ tg t)dt + aq Cos ® + By sin a. 


Io 


Dabei bedeutet + die Integrationsvariabele. 

4b) Die WeierstraBsche Funktion E muB stets ein negatives 
Vorzeichen besitzen. 

Seien Z, y, tg ® = p die Werte von 2, y, p lings irgend einer Kurve 
C, welche die gegebenen Endpunkte 1 und 2 verbindet; seien # = arctg p 
die Richtungen der auf C einmiindenden Extremalen (Geraden), die von 
1 ausgehen, so stellt sich FE unter Benutzung der Funktion g(a, y, p) 
dar durch 


09; YP) 


5 29 Y 24 02 
op os 7° 


E=(9(@,9,r) —P — 98, 9, D) + pO 


Fiihrt man die vorkommenden Differentiationen an der Darstellung von g 
durch W aus, und substituiert hinterher w statt W, so liBt sich der 
Ausdruck fiir E in folgender Weise zusammenziehen: 
o 
E = | sin (@—1) w(tg t, ¥ —& tg tr) dt. 
? 
Daraus erkennt man sofort, daB die notwendige Bedingung dafiir, 


daB E stets negativ wird, die ist, daB w in seinem ganzen Defi- 
nitionsbereiche das positive Zeichen besitzt. Und diese Be- 


dingung ist auch hinreichend, da wir fiir @ die Beschrinkung 
annehmen dirfen, daB |@—| <a ist. Dariiber weiteres im § 3. 


*) Vergleiche Kneser: ,,Lehrbuch der Variationsrechnung“. Braunschweig 1900. 
p. 77, Formel 58. 
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Es mag bemerkt werden, daB es im vorliegenden Falle keinen Sinn 
haben wiirde, nur den Eintritt eines schwachen Minimums zu fordern, 
sich also mit der Erfiillung der Legendreschen Bedingung zu begniigen. 
Denn wie eine nihere Uberlegung zeigt, ist die Forderung, dab ein 
schwaches Extremum fiir alle Strecken stattfinden soll, auf denen f(z, ., y’) 
iiberhaupt existiert, gleichbedeutend mit der Forderung des starken 
Extremums. , 

Was die Jacobische Bedingung angeht, so ist sie in dem Falle, daB 
wir die Grenzen des zum Minimum zu machenden Integrales festhalten, 
von selbst erfiillt, da alle von einem Punkte ausgehenden Geraden keine 
zweite Enveloppe besitzen. Nur in dem Falle, daB alle Punkte und 
Geraden der erweiterten Geometrie erreichbare Punkte und Geraden sind, 
ist noch eine Bemerkung hinzuzufiigen, hinsichtlich deren wir aber auf 
den § 4 verweisen méchten. 

Abgesehen davon kénnen wir jetzt das folgende Resultat aussprechen: 

Alle ebenen Geometricen, die unseren Axiomen und insbesondere der 
Archimedischen Forderung entsprechen, sind durch eine Mapbestimmung ge- 
geben, in der sich das Bogenelement dl ausdriickt durch 


Na 


dtends{ fxn (@—1t) w(tgt, y—a tg r)dt+ 


oY) 0 u(x, +2 


os # + — sin | ‘ 
wobei w eine in ihrem Definitionsbereiche iiberall positive Funktion sein mu. 

Auch die friihere Einschriinkung, nach der zum Vergleiche nur Kurven 
mit stetiger Tangente herangezogen werden sollten, fiallt jetzt weg. Die 
Gerade ist auch kiirzer wie jeder Kurvenzug, fiir den die Linge etwa im 
Hilbertschen Sinne*) definiert werden kann. 


§ 3. 


Die Monodromieaxiome. 


Die einzige Forderung, der in unserer Darstellung des Linienelementes 
noch nicht Folge geleistet ist, ist der Teil des ersten Kongruenzaxioms, 


der aussagt, daB 
AB=BA 


ist. In meiner Dissertation habe ich diese Kongruenz nicht gefordert: 
es findet sich dementsprechend dort folgende Definition: 
I) Wenn AB= BA ist, oder, was dasselbe ist, wenn /(x, y, tg #) 


*) Siehe C. A. Noble: ,,Eine neue Methode in der Variationsrechnung“. Disser- 
tation Géttingen, 1901. Kap. II. 
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eine eindeutige Funktion auch des letzten Argumentes ist, so wollen wir 
sagen, das ,starke Monodromieaxiom® sei erfiillt. 

Da wir die Befriedigung dieses Axioms hier stiindig fordern, miissen 
wir uns noch fragen, welche Bedingungen dadurch den Funktionen w 
und « sowie der Konstanten ¢ des vorigen Paragraphen auferlegt werden. 

Ich habe nun in meiner Dissertation gezeigt, daB die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die Erfiillung des starken Monodromie- 
axioms die folgenden sind: 

1) Es muB w eine eindeutige Funktion von 2, y, tg @ sein. 

2) Die Funktion w darf nicht willkiirlich angenommen werden; sie 
bestimmt sich vielmehr folgendermafen: 


fot 
2 sint:-wdt 
a ? 

Fr 

DIo+n 

Cu 1 
= =— Jcost-wadt. 
cy =, 


F, 


Die Integrabilitiitsbedingung ist erfiillt. Alsdann wird d/ (resp. f(a, y, tg #)) 
von #, ganz unabhiingig und lat sich in die einfache Form bringen: 


+ 
__ ds 


al=> fein (@—t) w(tg t, y—2 tg t)dt. 
o—n 
Dies ist das Liingenelement in dem Falle, dap das starke Monodromieaxiom 
erfiillt ist. 

Verzichtet man aber auf das starke Monodromieaxiom, so garantiert 
die in § 2 gegebene Darstellung noch nicht eimmal die Eindeutigkeit der 
Liingenbestimmung fiir eine Strecke AB. Halte ich A fest und lasse B 
irgendwie herumwandern, bis es wieder in seine urspriingliche Lage zuriick- 
kehrt, so braucht nach einem vollen Umlauf des # um 22 die Liinge 
der Strecke AB nicht mehr dieselbe zu sein, wie beim Ausgang. Dieser 
Umstand gab in meiner Dissertation die Veranlassung zu folgender 
Definition: 

Il) Wenn dl oder / (a, y, tg #) nach einem vollen Umlauf des # um 22 
wieder den alten Wert bekommt, F' also im vollen Sinne eine eindeutige 
Funktion ist, so wollen wir sagen, das ,schwache Monodromieaxiom“ 
sei erfiillt. 

Ich habe in meiner Dissertation gezeigt, daB die hinreichenden und 
notwendigen Bedingungen fiir die Befriedigung des schwachen Monodromie- 
axioms die folgenden sind: 

1) Es muB w eine eindeutige Funktion von 2, y, sind, cos @ sein. 
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2) Es miissen die Relationen stattfinden: 
22 22 


fsint-wde =0 und cost-wdr=0O0. 
0 


0 


Von der Funktion uw ist nur Eindeutigkeit hinsichtlich der Variabeln 2, y 
zu verlangen. 

Wir wollen aber im Laufe der folgenden Betrachtungen stets das 
starke Monodromieaxiom als erfiillt voraussetzen mit Ausnahme des 
Beispiels der Minkowskischen Geometrie (siehe § 5). 


g 4. 
Die Normalgerade; die elliptischen Geometrieen. 


Bis hierher blieb die Normalgerade von der Betrachtung ausgeschlossen, 
wir kénnen aber nachtraglich ihr Verhalten ohne weitere Rechnungen 
feststellen, indem wir zuniichst die folgenden allgemeinen Siitze beweisen: 

1) Gelten unsere siimtlichen Axiome A, B, C, D, E fiir alle Punkte 
und Geraden mit Ausnahme einer einzigen, von der dies noch ungewiB ist, 
und haben alle auf die ausgezeichnete Gerade einmiindenden Strecken 
einen bestimmten endlichen Wert, so hat jede Strecke auf der fraglichen 
Geraden ebenfalls einen bestimmten endlichen Werth, d. h. die Linge 
einer (variablen) Strecke, deren Endpunkte irgendwie in die Endpunkte 
der fraglichen Strecke hineinriicken, konvergiert gegen einen festen end- 
lichen Grenzwert unabhiangig von der Art des Grenziiberganges. 

2) Sind die Voraussetzungen des Satzes 1) erfiillt, gilt also ins- 
besondere die Archimedische Forderung fiir alle in einer gewissen Um- 
gebung der fraglichen Strecke gelegenen Strecken, von denen héchstens 
ein Punkt auf der Geraden liegt, so ist auch die fragliche Strecke selbst 
die kiirzeste Entfernung ihrer Endpunkte. 

Der Beweis des ersten Satzes gestaltet sich 
folgendermaBen: 

Es sei G, G, eine Strecke auf der Geraden, fiir die 
wir die Existenz der Liinge noch nicht wissen. AB 
sei eine Strecke, deren Enden A und B in G, und G, ein- 
laufen sollen; A,,B, sei eine andere Strecke dieser Art. 

Wir verbinden dann A, G,, A, untereinander 
durch Strecken, ebenso B, G,, B,. 

Zunichst beweisen wir jetzt, dai wir um G, ein 
endliches Gebiet abgrenzen kénnen, dessen simtliche 
Punkte, abgesehen von den Punkten der kritischen 
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Geraden, von G, eine Entfernung haben, die kleiner als die willkiirlich 
angenommene GréBe « ist. Zu dem Zwecke ziehen wir durch G, zwei 


Geraden, auf denen wir nach beiden Seiten = abtragen. Verbinden wir 
die vier Endpunkte dieser Strecken unter einander, so haben alle Punkte 
innerhalb des entstehenden Rechteckes die verlangte Eigenschaft, wie 
durch zweimalige Anwendung der Archimedischen Forderung hervorgeht. 

Infolgedessen kinnen wir A, und A so nahe an G,, und B und B, 
so nahe an G, wihlen, daf 


AG, <3 AG. < 53 BG, < +; BG, <> 


ist, wo ¢ eine beliebig vorgegebene kleine Zahl bedeutet. Dann ist nach 
der Archimedischen Forderung auch 


AA,<e und BB, <e. 


Daraus schlieBt man nach derselben Forderung 
AB< A,B, + 28, 
A,B, <AB +28 


also ist > a, 
lim AB = lim A, B,; 
e=0 e= 
und diesen Limes nennen wir die Entfernung G, G,. 

Damit ist der erste Satz bewiesen. Der zweite Satz sagt nun aus, 
daB auch die Strecke G,G, kleiner ist als jede andere Verbindung der 
Punkte G, und G,. 

Gabe es nimlich eine kiirzere Verbindung, so kénnte man jedenfalls 
eine nicht lingere konstruieren, die aus zwei Strecken G,C und CG, 
besteht. Nun kann aber auf CG, ein Punkt A und 
auf CG, ein Punkt B so gewihlt werden, dab 


AG, <=, 
BG, <<, 
|G,@, — AB| <<. 

Da weiterhin jedenfalls 


AB<AC+ BC, 
so folgt 





G,G,<G,C+G@,C +8, 


Fig. 4. 


oder 


G,G, < GC + G,C, 
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weil ¢ beliebig klein gemacht werden kann, in dieser Ungleichheit aber 
lauter GréBen vorkommen, die von ¢ unabhiingig sind. 

DaB aber auch das Gleichheitszeichen unméglich ist, folgt daraus, 
daB man noch Wege zwischen G, und G, konstruieren kann, die kiirzer 
sind als CG, + CG,, z B. G,EFG, (s. Fig. 4), die aber andererseits 
doch wieder nur gleich G,G, sein diirften, was ein Widerspruch ist. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir betrachten nunmehr eine Geometrie von véllig ellip- 
tischem Typus; d. h. eine Geometrie, von der wir wissen, daB jede 
Gerade auBer der Normalgeraden eine endliche Liinge besitzt; in der es 
also sonst keine relativ singuliéren und gar keine uneigentlichen Punkte gibt. 

AuBerdem mégen wir wissen, daB in jedem Dreieck, das von der 
Normalgeraden nicht geschnitten wird, die Summe zweier Seiten gréBer 
ist als die dritte. 

Wir stellen die Fragen: 

1) Wann existiert auch auf der Normalgeraden eine Lingenbestimmung? 

2) Wann ist diese so beschaffen, daB auch fiir sie die Archimedische 
Forderung erfiillt ist? 

Auf Grund der bewiesenen Siitze kénnen wir jedenfalls soviel aus- 
sagen: 

Betrachten wir auf der Normalgeraden eine bestimmte Strecke s, so 
konvergieren die Lingen aller Strecken, die von einer bestimmten Seite 
in die betrachtete Strecke s einriicken, gegen eine bestimmte Grenze und 
dieser Grenzwert ist auch die untere Grenze fiir die Liingen aller Ver- 
bindungen, die auf der betrachteten Seite der Strecke s liegen. 

Um allerdings diesen Satz auf die Uberlegungen im Anfange dieses 
Paragraphen stiitzen zu kémnen, miiBten wir zeigen, da® auch in einem 
Dreieck, von dem eine Ecke in die Normalgerade einriickt, noch immer 
jede Seite kleiner bleibt als die Summe der beiden andern. Daf dies aber 
tatsiichlich der Fall ist, lit sich durch Betrachtungen erweisen, die den 
im Anfange dieses Paragraphen angestellten sehr ahnlich sind. 

Wenn wir aber zeigen wollen, daB die durch Anniherung von ver- 
schiedenen Seiten an die Normalgerade erzielten Grenzwerte fiir die 
Langen einer Strecke iibereinstimmen, so miissen wir die Archimedische 
Forderung auch fiir Dreiecke erfiillt wissen, welche von der Normalgeraden 
durchsetzt werden. Und iiber solche Dreiecke sagen die Betrachtungen 
des § 2 noch nichts aus. 

(Hs ist hier iibrigens noch eine Bemerkung einzuschalten. In der 
elliptischen Geometrie gibt es zwei Strecken endlicher Liinge, welche zwei 
Punkte verbinden (wenn wir prinzipiell von Strecken, die linger sind als 
der Umfang der ganzen Geraden, sich aber teilweise selbst iiberdecken, 
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absehen). Unter diesen ist natiirlich im allgemeinen nur die eine die 
wirklich kiirzeste Verbindung der beiden Punkte. Trotzdem bleibt der 
Satz, daB im Dreieck jede Seite kiirzer ist als die Summe der beiden 
andern immer bestehen, wenn wir nur unter allen Strecken, welche drei 
Punkte verbinden, solche Tripel auswihlen, die ein Stiick aus der Ebene 
ausschneiden. DaB dieser Satz richtig ist, solange die Normalgerade das 
Dreieck nicht schneidet, folgt aus den Betrachtungen des § 2). 

Soll aber in einem Dreiecke die Summe zweier Seiten auch dann noch 
griBer sein als die dritte, falls das Dreieck von der Normalgeraden geschnitten 
wird, so ist, wie wir sofort erkennen wer- 
den, die hinreichende und notwendige 
Bedingung dafiir die, dap alle Geraden ‘a 
dieselbe Gesamtliinge haben. 

Wir wollen zunichst zeigen, daf 
die Bedingung notwendig ist. 

Betrachten wir die beiden Geraden 
g, und g,, die sich in A schneiden. Dann 
kann man auf g, einen Punkt B so 
wihlen, dab AB < é ist, wo « eine be- 
liebig kleine Zahl ist. Durch B ziehe 
man eine Parallele p zu g,; g, und p 
schneiden sich also auf der Normalgeraden 
im Punkte C. Sei /, die Linge der Sv 
einen Strecke AC (also g, — 1, die der SS 
andern) und /, die Linge der einen 
Strecke BC (also p — /, die der andern), 
so ist 1,<1,+AB oder 1, <1, +26. —~ 
Soll nun der in Rede stehende Dreiecks- Fig. 6. 
satz auch gelten fiir Dreiecke, die von 
der Normalgeraden geschnitten werden, so muB er auch erfiillt sein fiir 
das schraffierte Dreieck ABC. In diesem miiBte also sein 

















92 -AB<gy,-h +h 
oder 


I. <H, + 28. 
Ganz analog laBt sich beweisen, dab 
91 <G_ + 28. 


Da nun ¢ und @’ beliebig kleine GréBen sind, so folgt g,=g,, w. z. b. w. 
Der Fall, daB g, und g, parallel sind, laBt sich durch zweimalige 
Anwendung des eben bewiesenen Satzes erledigen. 


Mathematische Annalen. LVII. 17 
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Nun zeigen wir auch, daB die Bedingung, daB alle Geraden gleiche 
Lange besitzen, hinreichend ist dafiir, daB auch in Dreiecken, die von der 
Normalgeraden geschnitten werden, die Summe zweier Seiten gréBer ist 
als die dritte (falls dieser Satz giiltig ist fiir alle Dreiecke, die von der 
Normalgeraden nicht geschnitten werden, wie wir voraussetzen). 

Betrachten wir wieder das schraffierte Dreieck ABC. Wire nun der 
genannte Satz falsch, also etwa (g,—AB)>g, —1,+1,, so folgte, da 
9, =9, ist, AB+1,<1,, was unméglich ist, da AB,/,,1, die Seiten 
eines Dreiecks sind, das von der Normalgeraden nicht durchsetzt wird. 

Ebensowenig kann g, —/, >9,—AB+/, sein, da dann ABDI, +1, 
sein miisste, was aus denselben Griinden falsch ist. Die dritte Seite liBt 
sich natiirlich ebenso behandeln. Damit ist die Grundlage gewonnen, 
um die an den Anfang gestellten Siitze vollstindig anwenden zu kénnen. 
Es existiert daher auf der Normalgeraden eine eindeutig festgelegte 
MaBbestimmung, wenn 1) die Geometrie iiberall vom elliptischen Typus 
ist und auBerhalb der Normalgeraden iiberall unsere Axiome erfiillt, 
2) wenn alle Geraden dieselbe Gesamtlinge besitzen. 

Welche Bedingungen ergeben sich daraus fiir die Funktion w? 

Bedingung 1) verlangt: 

_f sia (@—rt) w(tgt, s sin (@—rt) + y cos t — a sin t)dt 


o-—a 


ds 


lim 


hat fiir alle endlichen 2, y, und fiir alle # einen bestimmten endlichen 
Wert. 
Bedingung: 2) verlangt, daB 


ion ? 
[3 fom (@—rt) w (tg t, s-sin (@—rt) + y cos t — a sin t)dt 
a wv-—aA 


von @#, 2%, Y unabhingig ist. 

Nun lat sich zeigen, daB dies tatsiichlich stets dann eintritt, wenn 
die beiden Integrationen iiber s und rt vertauschbar sind. 

Nehmen wir an, daB diese Integrationen vertauschbar seien, und daB 
die Liinge auf allen Geraden einen endlichen Wert besitze, so erfiillt unsere 
Geometrie vom elliptischen Typus iiberall ohne Ausnahme die Archimedische 
Forderung und alle Geraden haben dieselbe Gesamtliinge. 

Dies ist so zu verstehen: 

Von den beiden, zwei Punkte verbindenden Strecken ist stets die eine 
die absolut kiirzeste Verbindung zwischen den beiden Punkten, wenn nicht 
grade beide Strecken gleich sind. Jede der beiden Strecken aber ist kiirzer 
als jedes solches Kurvenstiick, das unter Festhalten der Einden durch 
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stetige Deformation aus der Strecke erzeugt werden kann, das also mit ihr 
aus der elliptischen Ebene ein Stiick herausschneidet. (Die beiden Strecken, 
in die eine elliptische Gerade durch zwei Punkte geteilt wird, kénnen nicht 
in einander iibergefiihrt werden. Es zeigen diese letzten Betrachtungen 
einen wesentlichen Unterschied der elliptischen Geometrie von der sphiarischen, 
in der alle diese Siitze in dieser Form nicht gelten.) 


§ 5. 
Beispiele. Die Minkowskische und die Hilbertsche Geometrie. 


T) Der niachst einfache Fall ist der, daB die Punkte einer und nur 
einer Geraden unerreichbare Punkte sind. Wir werden diese Gerade die 
,»unendlich ferne Gerade“ nennen. 

Wir kénnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dab 
sie mit der Normalgeraden zusammenfalle. Das Parallelenaxiom ist 
jetzt im Euklidschen Sinne erfillt. 

Es wird ein gewisses Interesse haben, solche Geometrieen zu suchen, 
in denen zu jeder Schar paralleler Extremalen (Geraden) eine Schar 
paralleler Geraden als ,,Transversalen“ im Kneserschen Sinne gehért. 

Eine leichte Rechnung ergibt, daB die hinreichende und notwendige 
Bedingung dafiir, daB eine Geometrie der vorstehend gekennzeichneten 


Art vorliegt, die ist, dab w von seinem zweiten Argument unabhingig 


Ou ou ‘ = . . 
und daB 5 -* -- 6 Konstanten sind. (Wir lassen hier einmal zu, 


da8 das starke Monodromieaxiom nicht erfiillt ist.) 
Das Lingenelement hat also jetzt die Form: 


o 


dl = f sin (@—r) w(t) dt + a cos # + B sin o} ds, 


° 


und die Linge der Strecke 12 ist gleich 


o 


12=5 {_f sin (#—rt) w(t) dt + a cos # + Bsin o| . 
9% 

Die MaSbestimmung ist also auf jeder Geraden proportional der gewéhn- 
lichen Euklidschen MaSbestimmung und von jeder Parallelverschiebung 
unabhingig. 

Das heiBt aber: 

Die einzige Geometrie unserer Art, bei der zu parallelen Geraden 
wieder parallele Geraden als Transversalen gehiren, ist die Minkowskische 


27° 











252 e Grore Hamet. 


Geometrie (siehe Einleitung); denn diese ist durch die eben genannten 
Eigenschaften charakterisiert. 
Die , Aichkurve* stellt sich in den Polarkoordinaten r, @ dar durch 


> 
1 -r-| f sin (@—r) w(t) dt + acos#+ 6 sin 9 | 
%, 
Daraus folgt: 


2 (41 
d (-) 1 


“er tem 


Da aber w(#) der einzigen Bedingung unterworfen war, stets positiv 
a (-) 

r 
da? 
gleich dem Kriimmungsradius der Kurve ist, so erhalten wir fiir die 
Aichkurve die einzige Bedingung, daB sie eine iiberall konvexe 
Kurve um den Nullpunkt darstellt. 

DaB sie den Nullpunkt wirklich umgibt, driickt sich darin aus, daB 





: , Ss . ™ 
za sein, und andererseits += bis auf einen stets positiven Faktor 


1 fiir alle @ einen endlichen Wert besitzt, falls wir annehmen, daB alle 


Punkte regular sind. 

Ferner ist klar, daB die Forderung des starken Monodromieaxioms 
darauf hinausliuft, daB die Aichkurve eine zum Anfangspunkt symmetrische 
Kurve sein mub. 

Il) Herr Hilbert hat in einem an Herrn Klein gerichteten Briefe 
(siehe Einleitung) eine Geometrie aufgestellt, in der ebenfalls die 
Gerade Kiirzeste ist. 

Betrachten wir in der «y-Ebene eine konvexe, geschlossene Kurve 
und definieren fiir das Innere derselben die Entfernung zweier Punkte 
durch den Logarithmus des Doppelverhiltnisses, das diese beiden Punkte 
mit den Schnittpunkten der durch sie festgelegten Geraden auf der ge- 
nannten Kurve bilden, so erhalten wir die fragliche MaBbestimmung. 

Sei H(x,y) = 0 die Gleichung der bestimmenden Kurve, y = px + b 
eine Gerade, so ergeben sich die Werte der Abscissen der Schnittpunkte 
der Geralen mit der konvexen Kurve durch die Gleichung H(a, px + b) = 0. 
Entweder hat diese Gleichung fiir 7 zwei reelle Wurzeln, oder eine mehr- 
fache Wurzel, oder gar keine reelle Wurzel. 

Seien die Wurzeln, falls sie existieren, v,(p,b) und v,(p, b), so erhiilt 
man mit leichter Miihe fiir den Ausdruck W(p,y—pa) den Wert 





, a2 _— 
W (p,y — px) = oO “9 
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wobei fiir v, die gréBere oder kleinere der beiden Wurzeln zu nehmen ist, 
je nachdem + = <t< ss oder — oe <t< - ist. 
Es zeigt sich dann, daB die Funktion 


1 


w= — ‘ 
. cos? & 


ein stets positives Vorzeichen besitzt, wenn die Kurve H(x, y) = 0 iiberall 
konvex ist. Ferner ist w definiert fiir alle Punkte im Innern der Kurve 
H — 0. 

Il) Man kann nun offenbar eine weit allgemeinere Geometrie unserer 


Art erzeugen, wenn man 
Ww . 07 (0) 9 gad 1) 
og P. a | 
4=1 


setzt, wo die v, Kurven H, = 0 entsprechen. 

Ob man aber durch solche Ubereinanderlagerung Hilbertscher 
Geometrieen die allgemeine Geometrie unserer Art erhalten kann, habe 
ich noch nicht klarstellen kénnen. 


§ 6. 
Uber den Einflu8 von Unstetigkeiten der Funktion w. 


Es sei mir gestattet, aus den in der Uberschrift dieses Paragraphen 
angedeuteten Untersuchungen hier nur einen Satz herauszuheben; im iibrigen 
sei auf meine Dissertation verwiesen (§ 5—8). 

Der betreffende Satz lautet: 

Hat die Funktion w Singularitiaten der Art, daB fal auch lings einer 
iiber solche Stellen hinweg gehenden Geraden einen bestimmten endlichen 
Wert besitzt — also die betreffenden Punkte, fiir welche die Singularititen 
eintreten, noch als erreichbare Punkte zu bezeichnen sind — so zeigt die 
zu w gehérige Geometrie keinerlei Abweichungen von der Archimedischen 
Forderung, falls nur w auBerhalb der betreffenden Stellen iiberall positiv 
bleibt. Die gerade Strecke bleibt also die kiirzeste Verbindung ihrer 
Endpunkte. 


§ 7. 
Verallgemeinerung des Begriffes ,,Aichkurve“. 
Angenommen, w sei lings eines Stiickes der y-Achse regulir, eine 
Annahme, die keine Beschrinkung bedeutet. 


Bilden wir jetzt in Polarkoordinaten r, @ fiir jeden Punkt x = 0, 
y=b als Anfangspunkt die Kurve 
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+ 


1 = r| sin (@—r1) w(t, b)dt + (5*) _ cos a+ (F),_,sin o| : 


o 


so fallt diese fiir den Fall, daB w von b unabhingig ist, mit der 
Minkowskischen Aichkurve zusammen. 
Fiir unsere Kurve gilt die Differentialgleichung 


1 
ad? | — 
(1) (7) + + ‘a w(4, b). 
Soweit w willkiirlich ist, ist die Kurve auch willkiirlich, denn (5 ) = 
und (5*) = sind natiirlich willkiirliche Funktionen von y resp. b. 


Ist das schwache Monodromieaxiom erfiillt, so hei®t das offenbar, 
daB zu jedem # + 2ka dasselbe r gehért wie zu @ (k eine ganze Zahl), 
daB die Kurve also geschlossen ist. Ist das starke Monodromieaxiom 
erfiillt, so gehért zu jedem #-+ ka dasselbe r wie zu #, die Kurve ist 
also in bezug auf 2 = 0, y = b symmetrisch. 

Da aber, wie wir schon friiher sahen 


a? : 


r 1 
dt? 7 r 


bis auf einen positiven Faktor gleich der Kriimmung der Kurve ist, so 
sagt w>O aus, daB die Kurve stets konvex ist. 

Damit haben wir das Resultat: 

Man erhilt die allgemeinste ebene Geometrie, in der die Gerade 
Kiirzeste ist, in folgender Weise: 

Um jeden Punkt einer Geraden, die wir zur y-Achse machen, beschreibe 
man eine konvexe Kurve. Man setze dann die Gleichung dieser Kurve 
in Polarkoordinaten 7, # um den Punkt der Geraden in der Form an, die 
stets zu erhalten ist: 

1 = rg(#, b) 
oder 


l=r Jin (#—r) w(t, b)dr + (S*) cos a+ (Sf) _ sin o} . 


wobei } der Parameter ist, der den Punkt auf der Geraden markiert, und 
u(x,b) noch in mannigfacher Weise gewahlt werden kann, nur so, daB 


) wt fo durch g gegebene Funktionen von b sind. w aber ist 
Cx, r=0 ob r=0 g g 


vollstindig durch g bestimmt, nach Gleichung (1). 
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Dann ist das Lingenelement der gesuchten Geometrie gleich 
54 
ds Join (@—r) w(t, y—atgr) dr + = cos & + ot sin ol 


die Lange also bis auf eine bloBe Funktion des Ortes (unabhingig von 
dem Verbindungswege der Endpunkte) bestimmt. 

Ist die gewihlte Kurve symmetrisch, so kann das starke Monodromie- 
axiom erfiillt werden durch passende Wahl von uw, das dann ebenfalls 
vollig bestimmt ist*). 

Ist die Kurve nach einem Umlaufe geschlossen, so ist das schwache 
Monodromieaxiom erfiillt, wie sonst auch u — aber in Ubereinstimmung 
mit dem oben Gesagten — gewihlt werden mag. 

Diese, die Geometrie also wesentlich bestimmenden Kurven mégen 
»Aichkurven“ heiBen. 


Kapitel II. 
Die Geometrieen im Raume. 


§ 8. 
Der Aufbau der postulierten Geometrieen. 


Wenn wir jetzt zum Raume iibergehen, so stehen der Verallgemeinerung 
der Uberlegungen des § 1 keinerlei Schwierigkeiten im Wege; wir kénnen 
also jedem Punkte auBerhalb der Normalebene ein Zahlentripel 2, y, z 
zuordnen; die Gerade ist dann dargestellt durch die Gleichungen: 

y=px+u, 

2=qzr+, 
oder durch die Differentialgleichungen 
ax d*y d®z 


wes gant 


i =0, (ds=+ Vda?+ dy + dz). 


Was nun die Untersuchungen des § 2 angeht, so haben unsere Axiome 
jetzt ganz analoge Resultate wie damals: es laiBt sich die Lange einer 
geradlinigen Strecke im allgemeinen darstellen durch das Integral: 


ei 
Se sles — ’ dz 
ful y ey, ede. (v= 9, “= 55) 


*) Siehe § 3. 
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und immer durch 
dz dy da , 
fil (2, Y, 2, ds’ a> 4.) a; 


wobei f in den drei letzten Variabeln homogen von der ersten Dimension ist. 

Fiir andere Kurven definieren wir dann die Lange eines Abschnittes 
durch obiges Integral, das wir lings der betreffenden Kurve erstrecken. 

4) Die Archimedische Forderung, daB die Gerade die kiirzeste 
Verbindung zwischen zwei gegebenen Punkten sein soll, zerfillt 
wieder in zwei andere: 

4a) Es miissen die beiden partiellen Differentialgleichungen erfiillt 
sein, die durch Vergleichung der Differentialgleichungen der Geraden mit 
den Lagrangeschen des Variationsproblems entstehen, naimlich 


(1) 0= ae 8 





~ Opox + gop + 50h: ~ by? 
38 - 3 (p=y,q=2) 
g a9 g 
(2) laa 0q bx + Sq by? + 5o$e4 ~ Os 


Daraus erhalt man zunichst als notwendige Bedingung, dab ae 
2 2 
toy? os je eine Funktion von p, q, u=y—pa, v=z—qex allein 
sein miissen. 
Setzt man dementsprechend: 


a = U(p, 4,4, »), 
é 
oe V(p, q,U, v), 
a? 
ri eas W(p, q,U, v), 


so liefert die Bedingung fiir die Vereinbarkeit dieser drei Gleichungen 
die Relationen: 


ds) au_aV. av_aw. av_av, aV_aw 
oq = Op” =aq Op? dv dw’ dv ou?’ 


woraus wieder folgt, daB U, V, W je der partiellen Differentialgleichung 
geniigen miissen: 


O*h Oh ' 
(1b) dudq  dvop (h = U, V, W) 





Beriicksichtigt man alles dies, so erhilt man als notwendigen Ansatz 
fiir das Langenelement den folgenden: 
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"9 P.a Pd 
(1) dl=gdz= ax f {ap fans Vdq) + aq-{ (Vap+Waa)} 
Pos % Po» Vo Pos % 


+ dt(a, y, 2), 


wobei ¢ eine willkiirliche Funktion von x,y,2 bedeutet, po, q, irgend 
welche Konstanten. 
DaB die hingeschriebenen Kurvenintegrale einen nur von den Grenzen 
abhiingigen Wert haben, ist an die Erfiillung der Relationen (I) gebunden. 
Erstrecken wir die inneren Integrale stets iiber dieselbe Kurve wie 
das auBere, so kénnen wir auch schreiben 


Pa 
. 


(Ila) dl=gdrz= dx | | (Uap dp +2Vdpdq+Wedqdq) + di(a, y, z). 


Po Po 


Und daB der so bestimmte Ausdruck fiir g auch die Differential- 
gleichungen (1) und (2) befriedigt, wenn nur U, V, W den Be- 
dingungen (I) geniigen, ist leicht nachzuweisen. 

4b) Damit wirklich ein Minimum eintritt, mu8 ate WeierstraB- 
sche E-Funktion stets negativ sein. 

Sind p, J die Werte von p,q auf irgend einer die Endpunkte der 
ins Auge gefaften Strecke verbindenden Kurve C, p,q die Werte auf 
den in C einmiindenden Extremalen (Geraden), welche von dem einen Ende 
der Strecke ausgeben, so lautet die E-Funktion: 


ti "= aq(p, d 
E=(g9(p,9) — 9(¥,@) + (B—P) ooh + G@—q ) Soe 0). <5"): 
Mit Hiilfe von (II) erhalt man nun leicht 
RB» q Prd 
E= -#f ([(Wapap+2V apaq+ Wagag). 
PP, P@ 


Damit aber dieser Ausdruck stets negativ sei, ist notwendig und _ hin- 
reichend, daB an jeder Stelle des fiinfdimensionalen Raumes », q, x, y, 2 
und fiir jedes dp, dq 


42 (Udpdp +2V dpdq+Waqdq) >0 


sei, woraus wieder folgt: 





*) Vergleiche Noble 1. c. p. 65. Der Faktor = muB notwendig hinzugenommen 


werden, wenn wir nicht voraussetzen, daB y und z lings C eindeutige Funktionen 
von a sind, was hier eine wesentliche Beschrankung bilden wiirde. 
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» 
d Ty 
(II) UW-V?>0 wud ~U>0, 
was wir auch schreiben kénnen: 
0*9 07g 0*g \2 dx 0*g 
(Ila) op 3° (Gpoq) > ae ape O- 


Wir kénnen somit folgendes Resultat aussprechen: 

Erfiillen die im iibrigen willkiirlichen Funktionen U, V, W der vier 
Argumente p,q,u=y—axp, v=2— qa die Bedingungen (1) und (IID), 
so liefert der durch (Il) gegebene Ausdruck des Liingenelementes dl die all- 
gemeinste MaBbestimmung, die den in der Einleitung erwihnten Axiomen 
entspricht. (Abgesehen vom starken Monodromieaxiom.) 

Machen wir die nicht wesentliche Annahme, dab U, V, W an der 
Stelle p= 0, q=0 regular seien, so kénnen wir p, = 0, gq, = 0 setzen. 





Werde weiterhin eine GréBe « durch die Gleichung : = ctg « bestimmt, 


so kénnen wir als speziellen Integrationsweg «= const. wiahlen, falls 
U, V, W auf diesem ganzen Wege regular sind. 

Setzen wir dementsprechend p=rcose, q=rsiné, so lautet der 
Ausdruck fiir das Langenelement 


dl = ax far fw cos? ¢+ 2 V cos é sin €+ W sin’ ¢) dr + di(a, y, 2) 
° % 


Fiihren wir endlich als neue Variabele # durch die Transformation 


r=tg? 
ein, so bekommen wir 
> 
(IIb) al = ds {sin (#—1r)wdr + dt(a, y, 2), 
0 
wo 
w= =i; (U cos® e+ 2V cos « sin e + W sin? «) 


gesetzt ist. 

Die Bedingungen, welche w erfiillen muB, lassen sich daraufhin 
gemaB (I) und (III) leicht angeben; speziell mag erwahnt werden, daB 
die zweite Bedingung (III) einfach lautet 





(IIIb) w> 0. 








ae 
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§ 9. 
Die Monodromieaxiome. 


T) Wenn das schwache Monodromieaxiom erfiillt sein soll, d. h. wenn 
der Strecke AB iiberhaupt eine eindeutig bestimmte Linge zukommen 
soll, so miissen folgende Bedingungen erfiillt sein: 

1) Es diirfen U, V, W nur solche Singularititen besitzen, dab 

a) die in g vorkommenden Integrale in den unabhingigen 
Variabeln p,q vom Wege unabhingig bleiben, solange in der pq- 
Ebene die unendlich ferne Gerade nicht iiberschritten wird. 

b) daB dasselbe noch der Fall ist nach Einfiihrung der Variabeln 
0, statt p,q und zwar fiir alle Werte von # und ¢, fiir die iiber- 
haupt U,V, W definiert sind. 

2) Es miissen w und damit auch U, V, W als Funktionen von rt 
und ¢ je die Periode 22 besitzen. 

3) Es miissen die Gleichungen 


a 22 
2 


{ sin twdr=0 und cos twdr = 0 


a 


eto 


e 


erfiillt sein. Die Funktion ¢ bleibt ganz beliebig, abgesehen natiirlich 
davon, daB sie eindeutig sein muB. Die Bedingungen 1), 2),3) sind auch 
hinreichend fiir die Erfiillung des schwachen Monodromieaxioms. 

Il) Wenn das starke Monodromieaxiom befriedigt sein soll, 
d. h., wenn die Linge der Strecke AB stets der von BA gleich sein 
soll, so miissen abgesehen von der Bedingung I, 1) noch die folgenden 
Bedingungen erfiillt sein: 

2) w muB eine eindeutige Funktion von tgrcose und tgrsine, 
d. h. von p und g sein. 

3) Die Funktion ¢ muB so angenommen werden, dab 

= =— bf sin (@—1r) wdt 


0 
wird. 


DaB diese Bestimmung von ¢ méglich ist, lat sich mit Benutzung 
der Voraussetzungen I, 1) leicht zeigen. 

Die Erfiillung der Bedingungen 1), 2), 3) ist auch hinreichend dafiir, 
daB das starke Monodromieaxiom erfiillt ist; das Léingenelement selbst 
erscheint dann unter der Form: 

> 


dl= 7 fsm(e—9 w(x) ar. 


na 
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§ 10. 
Beispiele. 


I) Nehmen wir U, V,W als von u,v unabhingig an, wodurch die 


Bedingungen (Ib) von selbst erfiillt sind, = = Gt, 5 = #, ot vy, wo 


«, B, y Konstanten sind, so wird 


+ 


ai=ds{ fsin(9—z) w(e,t)dr + acos#+ Bsin # cose + y sin # sin e| : 
0 


Diese MaBbestimmung ist unter den andern dadurch eindeutig hervor- 
gehoben, daB sie auf parallelen Geraden dieselbe ist, d. h. nur von der 
Richtung @, ¢ des Linienelementes abhiingt, nicht aber von dem Orte 
(x, y, 2) desselben. Wir erhalten so offenkundig die Minkowskische 
Geometrie im Raume (siehe Einleitung). 

Die ,,Aichfliche“, die vom Koordinatenanfangspunkt iiberall die 
Entfernung 1 hat, stellt sich in Polarkoordinaten r, #,¢ so dar: 


+ 


doers sin (9—1) w(x, 6) de + «cos # + Bsin # cose + 7 sin # sin e} 
0 


Die einzige Bedingung, der diese Flaiche unterworfen ist, ist die, 
daB sie eine den Nullpunkt umgebende, iiberall konvexe Fliche sein muB. 
Im iibrigen kann sie ganz beliebig gewahlt werden. 

Ist sie einfach geschlossen, d. h. ist r eine eindeutige Funktion der 
Richtung #, «(0<@< qa, |e] <a), so ist das schwache Monodromieaxiom 
erfiillt; ist aber die Flache zu dem Anfangspunkt symmetrisch, so ist das 
starke Monodromieaxiom befriedigt. 

If) Man erhalt die Hilbertsche Geometrie fiir den Raum in 
folgender Weise: 

Man nehme eine geschlossene konvexe Fliche H(z, y,z)=0. Dann 
existieren fiir alle p, g, uw, v, deren Geraden: 


y= pxe+u, 
Z2=qr+v 
durch das Innere der genannten Fliche gehen, zwei reelle Wurzeln a, 
und , der Gleichung 
H(o, op+u, op+v)=0. 
Setzt man alsdann 














t- 
r 
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O*(@, — 
oo or 1) 
_ (@, — o,) 
V~——juo0? 
w- Ho), (0,>0,, falls — + <a< > sonst @, <0,) 


so sind die Bedingungen (I) und (II) samtlich erfillt. Ist H =O eine 
einfach geschlossene Fiche, so ist das starke Monodromieaxiom befriedigt, 
falls man noch ¢ richtig bestimmt, und zwar erhalt man fiir die Linge 
der Strecke 12 im Innern von H = 0: 


8 > 
J sin (@—1) wdr=lg 1S 
0 v-—n 


(®_ — @,) (%, — wg) i 


Dabei sind in @, und @, die Werte von p, q, u, v einzusetzen, die der 
durch die Strecke 12 bestimmten Geraden angehéren. 

Damit ist die von Herrn Hilbert gegebene Form erreicht: 

Die Entfernung ist gleich dem Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, 
das von folgenden vier Punkten gebildet wird: den Endpunkten der zu 
messenden Strecke und den Schnittpunkten der durch sie bestimmten 
Geraden mit der zugrunde gelegten konvexen Fliche. — 

Die Geometrie existiert nur im Innern der genannten Fiche. 


$ 11. 


Uber die Differentialgleichung: 
i 
dudq Ovéep 

Es leuchtet nach § 8 ein, daB die wirkliche Bestimmung aller raum- 
lichen Geometrieen unserer Art auf die Integration dieser Differential- 
gleichung hinausfiihrt. 

Abgesehen von den bekannten Existenztheoremen iiber partielle Dif- 
ferentialgleichungen, mégen noch die folgenden fiir uns wichtigen Sitze 
kurz genannt werden, die ich iiber sie bis jetzt habe aufstellen kénnen: 

1) Gegeben sei h lings u=0 als Funktion U(p, q,v) und lings q=0 
als Funktion Q(p, u, v) der eingeschlossenen Grifen. Diese Anfangswerte 
U, Q seien in p, v analytisch, aber nicht notwendigerweise in q resp. u; in 
diesen Variabeln jedoch stetig wnd zweimal differentiierbar. Dann gibt es 
eine Funktion h(p, q, u, v), die in einem gewissen Gebiete um u= 0, gq = 0 
regulir ist, die in Rede stehende Differentialgleichung erfiillt und die vor- 
geschriebenen Anfangswerte annimmt. 

(Natiirlich muB U(p, 0, v) = Q(p, 0, v) sein!) 
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Und zwar lautet das Integral, wenn man 
hy — U+ Q r (U), <0 
setzt und unter f “ein n-faches Integral versteht, folgendermaBen: 


= y , Qn 
. . o h, 
h= > fap" sree 
Dafiir léBt sich auch der folgende geschlossene Ausdruck finden: 


Cpev 


. 4 a 
h(u, q, v, p) = hy(u, gq, ¥, p) + fae f ap oa d@, 
0 0 0 


hy 


v2 
cr als Funktion folgender Argumente anzusehen ist: 


a, B,v —V(u—a)(q—B)e*, = p—V(u—a) GQ—A) er. 

Fiir den Fall, da®B h, in p,v nicht analytisch ist, habe ich den 
Existenzbeweis noch nicht fiihren kénnen. 

2) Es existiere eine Funktion h, die der partiellen Differentialgleichung 
oa = a geniigt und fiir u = 0 gleich U(p, q, v) und fiir ¢ =0 gleich 
Q(», u, v) ist. Dann ist diese Funktion h in einem gewissen Bereiche wm 
die Stelle u=0, q=0, p, v auch die einzige Funktion, die alle diese 
Bedingungen befriedigt, vorausgesetzt, dab h eine stetige, bis zur zweiten 
Ordnung differentiierbare Funktion ist, die aber keineswegs analytisch zu 
sein braucht. 

Der in Rede stehende Bereich kann a priori, unabhingig von den 
Werten der Funktionen U und Q angegeben werden. 


wobei 





§ 12. 


Uber die geometrische Deutung der Resultate. Erweiterung des 
Begriffes ,, Aichfliiche. 


Nachdem wir in den $$ 8—11 die analytischen Bedingungen formuliert 
haben, die das Lingenelement d/ auf Grund unserer Axiome erfiillen muB, 
soll jetzt eine geometrisch anschauliche Erliuterung derselben folgen. 

Die eigentiimliche Form von U, V, W weist zuniichst darauf hin, 
daB wir g im wesentlichen iiberall kennen, wenn es auf der yz-Ebene 
allein gegeben ist fiir jeden Punkt in allen Richtungen. 

Das im vorigen Paragraphen genannte Existenztheorem sagt dann — 
allerdings einstweilen nur unter Beschrinkung auf den analytischen Charakter 
gewisser Funktionen — aus, daB es hinreicht, g allein zu kennen fiir 




















nemrne ma 
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die z-Achse in allen Richtungen (w=0); auBerdem aber noch in allen 
Punkten der yz-Ebene, jedoch nur fiir g=0, dh. in den Richtungen, 
die der xy-Ebene parallel sind. 

Denken wir uns jetzt um jeden Punkt x, y, z eine Flache konstruiert 


der Art, daB 
1=~rcos #g 


die Gleichung derselben in den Polarkoordinaten r, , ¢ ist, bezogen auf 
den Punkt z, y, ¢. 

Dann sagen, ebenso wie in dem speziellen Beispiel der Minkowski- 
schen Geometrie die Ungleichheitsbedingungen (III), (§ 8) nichts anderes 
aus, als da® die so konstruierte Fliche iiberall gegen den festen Punkt 
x, y, 2 konkay ist. 

Aus der Geometrie selber kann man sich die Fliche in folgender 
Weise entstanden denken: 

Konstruieren wir die Fliche, die in der betreffenden Geometrie von 
dem gewahlten Punkte wz, y, z einen bestimmten konstanten Abstand 
a<1 hat, vergréBern sie aber im Sinne der Namengebung dadurch, dab 
wir jeden Radiusvektor durch a dividieren. Alsdann lasse man a gegen 
Null konvergieren. Es gibt dann eine Grenzfliche, die, in Polarkoordinaten 
dargestellt, lautet 

1=~rg cos @. 
Diese Filache soll allgemein ,,Aichfliche“ heiBen. 

Mit Hiilfe solcher Aichflichen kann man sich nun die allgemeinste 
Geometrie, die unsern Axiomen Geniige leistet, folgendermaBen verschaffen : 

Man konstruiere um jeden Punkt einer Geraden, die wir zur z-Achse 
machen, eine konvexe Fliiche, und um jeden Punkt einer durch die 
z-Achse gehenden Ebene, die wir zur yz-Ebene machen, in den Ebenen 
z= const. je eine konvexe Kurve. 

Diese Flachen und Kurven mégen im allgemeinen stetig in einander 
greifen. Schreibt man sie mittels Polarkoordinaten r, 0, ¢ in bezug auf 
den zugehérigen Punkt in der Form 1 =rcos#@-g, so bestimmen die 


Werte von 29, 9 a9 *) (p=tg @cose, g=tg sine), soweit sie 
Op?’ Opoq’ oq? p gs ? q g ? 


sich bilden lassen, zusammen mit der Differentialgleichung 
ah ath 
dudq Ovdp 
und den Relationen Ia des § 8 die drei Funktionen U, V, W vollstindig. 
Setzen wir dann 


(u=y, v=2) 





*) Wir setzen von unseren Gebilden voraus, daB diese Differentialquotienten 
existieren. 
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ae 
~ cos? 


und bilden die Funktion 


w (cos* e U+ 2 cos ¢ sin e V+ sin® « W) 


> 
= 1 ° 
7 = aig,{ sin (9-2) w0(p, a, u, 0) de + a(y, 2) + BY #)” + r(d2)4, 
0 
so sind «, B, y vollstindig bestimmt, wenn wir verlangen, daB g mit g 
in den Definitionsbereichen des letzteren iibereinstimmen und gleichzeitig 
dy Op 
dy ~ be sein soll. 
Endlich leiten wir aus g die Funktion g dadurch ab, daB wir setzen 
A 
1 . 
9= aa sin (@—t) w(p, 9, y—“p, <—xq) dt + 


0 


ot ot ot 
wobei ¢ noch in mannigfaltiger Weise so gewahlt werden kann, daB 


(2), #2 (%)._.— 804s (#),_- 7) 
wird. 
dl=gdz 
stellt dann das Liingenelement der gesuchten Geometrie dar. 

Dieselbe existiert so weit, als die Funktion g existiert, und befriedigt 
die Archimedische Forderung, solange w und a a — (5) positiv 
bleiben. In gewisser Nahe der Anfangswerte (w=0, g=0) ist diese 
letzte Bedingung aus Stetigkeitsriicksichten sicher erfiillt. 

Das Einzige, was nach Wahl der angegebenen Aichfliichen noch un- 
bestimmt bleibt, ist zum Teil die Funktion ¢ Diese Unbestimmtheit 
fallt aber auch fort, sowie wir die Erfiillung des starken Monodromieaxioms 
fordern. In diesem Falle ist die Geometrie durch die angenommenen Aich- 
fltichen und Aichkurven villig festgelegt. 

Eine notwendige Bedingung fiir den Eintritt des starken Monodromie- 
axioms ist jedenfalls die, daB die urspriinglichen Aichfliichen und Aich- 
kurven symmetrisch waren; ob diese Bedingung auch hinreichend ist, 
kénnte erst eine eingehendere Untersuchung der im vorigen Paragraphen 
besprochenen Differentialgleichung ergeben. 
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Einleitung. 


Der Satz des Herrn Hilbert iiber die Endlichkeit der Invarianten- 
systeme*) laBt sich als Spezialfall eines erheblich umfassenderen Satzes 
betrachten. Es ist dies der Satz: 

Alle ganzen rationalen Funktionen der Variabeln x, x, - --x,, die durch 
eine kontinuierliche lineare Gruppe G in sich selbst transformiert werden — 
die ,ganzen Invarianten der Gruppe G“ — lassen sich als ganze rationale 
Funktion einer endlichen Anzahl derselben darstellen. 

Auch dieser Satz ist noch einer Erweiterung fihig. 

Nehmen wir an, die Variabeln x seien nicht von einander unabhingig, 
sondern einem System algebraischer Gleichungen 


(F) F.-—0F,=0... 


unterworfen. Beziiglich dieses Gleichungssystems setzen wir nun voraus, 
daB es der Gruppe G gegeniiber invariant ist. 

Die Gesamtheit der Funktionen, die bei Beriicksichtigung der Glei- 
chungen (F’) durch die Gruppe G in sich selbst transformiert werden, bilden 
ein ,spezielles Invariantensystem“ der Gruppe G. Auch die in diesem 
speziellen Invariantensystem enthaltenen ganzen Funktionen lassen sich als 
ganze Funktionen einer endlichen Anzahl derselben darstellen. 

Die Liesche Gruppentheorie erlaubt dem ausgesprochenen Satz noch 
eine andere Fassung zu geben. 

Die Gruppe G wird durch eine gewisse Anzahl r von infinitesimalen 
Transformationen der Form , 


n n 


1(f @,. of 
Cf) => Oy Fax eo=1,2,---r 
A=1 w=!1 
erzeugt. 
Damit ein Gleichungssystem 
(F) F,=0 Fj, =0--- 


der Gruppe G gegeniiber invariant ist, ist erforderlich und hinreichend, 
daB eine jede der Gleichungen 
C,(F,) = 0 C,(F,) = 0 eo = 1,2,---r 
eine Folge der Gleichungen F, = 0 F, = 0--- ist. 
Man bezeichnet in diesem Fall das Gleichungssystem (F) auch als 
invariant gegeniiber den inf. Transf. C,(/). 


*) Ueber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen Bd. 36 8S. 473. 
Vgl. auch die einleitenden Bemerkungen in der Abhandlung ,,Ueber die vollen In- 
variantensysteme“, Math. Annalen Bd. 42, 8. 313. 

















Uber die Endlichkeit der Invariantensysteme. 2967 


Das ,,allgemeine Invariantensystem“ der Gruppe G umfaBt alle die 

Funktionen, die den Differentialgleichungen 

C,.(f) = 0 eo =1,2,---r 
bei unbeschriinkter Variabilitét der GréBen x geniigen; ein _,,spezielles 
Invariantensystem“ umfaBt alle die Funktionen, die diesen Differential- 
gleichungen bei Beriicksichtigung der Gleichungen (F) geniigen. 

Unser Satz liBt sich nun in der Form aussprechen: 

Alle ganzen rationalen Funktionen die den Differentialgleichungen 
C.(f) = 0 bei unbeschrinkter Variabilitit der GréBen x geniigen, lassen 
sich als ganze Funktionen einer endlichen Anzahl derselben darstellen. 
Ebenso lassen sich alle ganzen rationalen Funktionen, die diesen Dif- 
ferentialgleichungen bei Berticksichtigung des Gleichungssystems (F) ge- 
niigen, als ganze Funktionen einer endlichen Anzahl desselben darstellen, 
vorausgesetzt, daB dieses Gleichungssystem den inf. Transf. C,(f) gegeniiber 
invariant ist. 

Eine knappe Darstellung eines Beweises fiir diesen Satz habe ich in 
den Sitzungsberichten der Miinchener Akademie veréffentlicht (1899 8. 147); 


im folgenden gebe ich eine ausfiihrlichere Darstellung dieses Beweises. 


I. Satze tiber lineare infinitesimale Transformationen. 
§ 1. 
Regulire infinitesimale Transformationen und 
Differentialgleichungen.*) 
Es sei eine inf. Transf. 
“WF a 
C(f) 22 Cru Lu Oa, 


vorgelegt. Ich bezeichne dieselbe als reguliir, wenn die _,,charakteristische 
Determinante der inf. Transf.“ 


D(@) = 





an —(‘)o| Aju =1,2,---4r 


entweder = (-—-@)" ist, oder wenn sie nur fiir ganzzahlige Werte von @ 
verschwindet und auferdem nur Elementarteiler erster Ordnung besitzt. 
Je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, nenne ich C(/) reguliir 
von der ersten oder von der zweiten Art. Tritt keiner von beiden Fallen 
ein, so heiBt C(f) irregular. 


*) Beziiglich der Entwicklungen der §§ 1 u. 2 vergl. meine Abhandlung Miinchener 
Berichte 1888, 8. 103, 


18* 
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Diese Bezeichnungen iibertrage ich auch auf die Differentialgleichung 
C(f) =0. 

Jede irreguliire inf. Transf. liBt sich als homogene lineare Funktion 
einer Anzahl regulirer inf. Transf. darstellen. 

Man gelangt zu dieser Darstellung auf folgendem Weg: 

Ich bezeichne die verschiedenen Wurzeln der Gleichung D(w)—=0O 
mit @, @,---@,. Die Exponenten der Elementarteiler, die zur Wurzel 
@, gehdren, seien e” e . 


verschwindender Determinante 


[gh1}, [gh2], [gh3)---[ghn], 
g=1,2,---&; h=1,2,---m; v=1,2,---n’ 
der Art bestimmen, daB 
> eau[thay = @,[lhu},, 
Aa=1 
(1) 


> ciulgha) = o[ghul + (g—1) [y—1 hu}, 


A=1 


e, Man kann nun »? GréBen mit nicht 
v 


u=1,2,---n; g=2,3,---&”; h=1,2,---m; v=1,2,---m. 


h? 
Man kann das erste dieser Gleichungssysteme unter die iibrigen sub- 
summiren, indem man Gréfen 
[Oh1}, [Oh2],---[Ohn], 


einfiihrt, auf deren Werte es nicht weiter ankommt, weil sie aus den 
Gleichungen wegfallen. 

Sofern die Wurzeln w, nicht selbst ganze Zahlen sind, kann man eine 
gewisse Anzahl i von GréBen g, 0, --- 0; der Art wihlen, daf erstens 


(2) @y = 101 + %sQ2+---+a%iQ v=1,2,---n 
WO @,1@,2--- ganze Zahlen bedeuten, und daB® zweitens die GréBen 
0, 0,:-- kemer Relation 

b 1 + bre, +--> + digi = 0 
mit ganzzahligen Koeffizienten 6,6, --- geniigen. 


Wir bestimmen nun die GréBen kD durch die Gleichungen 


n 


(3) > Ain (ghale = (9—1) [ghul, 


4=1 


und die GréBen _ (6 =1,2,---7) durch die Gleichungen 












St 


We eee 








—_—SS et 
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(4) a Kn [gha] = a o[ghuly 


w=1,2,---n; pre h=1,2,---m; y=1,2,---n' 


v 


Es ist nun ersichtlich, daB die inf. Transf. 


KN-> > ket Ie 


=1 «=1 


regular von der ersten Art ist und daB jede der inf. Transf. 


K(N=> Sis 2, Fe a= 1,2,---i 


4=1 w=1 


regulaér von der zweiten Art ist. 
Bemerkt man, daB die m? GréBen ¢,, durch die Gleichungen (1) 
vollkommen bestimmt sind, so erkennt man, daf 


Cay = AN, + @, ki + @, ke) = ele Q, oy A,u=1,2,--- 


Denn die setae (1) bleiben in Geltung, wenn man die GréBen ¢ , 
durch die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen ersetzt. Es ist somit 


C(f) = K(f) + a K(f) + K(f) +--+ eKil(f). 


§ 2. 
Uber rationale Funktionen, die irreguliiren Differentialgleichungen 
geniigen. 


Die Zusammensetzung einer irreguliren inf. Transf. aus reguliren 
Transf. ist fiir die hier zu entwickelnde Theorie von grundlegender Be- 
deutung; es gilt niaimlich der Satz: 

Geniigt eine rationale Function f der irregularen Differentialgleichung 
C(f) = 0, so geniigt f auch den reguliren Differentialgleichungen 


Ky (f) = 0 K(f) =0 --- Ki(f) =0. 


Um diesen Satz zu beweisen, fiihren wir an Stelle der Variabeln x 
neue Variable ein durch die Substitution 


(1) X) => [ghul a, 


ul 


g=1,2,---&”; h=1,2,---m,; vy =1,2,--- mW’ 


a? 
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Es ergibt sich bei Beriicksichtigung der Gleichungen (1) des vorigen 
Paragraphen 


n of ») My 


C(f) SSS Yetoe + [g—lhe)) 2% 5x5 


a=1 g=1 A=1 v=1 





also 


m v 


‘ Y ’ of ’ ") of 
(2) C (f) =-> > cE x” —<T. ax) + (c v x}? + x”) tn 
, = 


Azz] vanil WU 
*) 1 oy) éf 
> (o Xs, + 2X3) ax” - 
Bh 
() (r) (») ef 
- (9, Xi) + (4, —1) Xs axe 
h AG , 


Dementsprechend folgt aus den Gleichungen (3) und (4) des vorigen 
Paragraphen 


3 K oe x) ef 9x” ef 
( ) o(f) bea Po 1h 6x$) + zh ax{) - 


A=1 v=1 
(r) (r) of 
e 4- (¢ —1) = ax”) ; 











¥) 
e, h 





om, 
KN-S>D «.X thy 


g=1 A=1 v=1 


Jede Funktion, die der Differentialgleichung C(f) = 0 geniigt, wird 
durch eine eingliedrige lineare Gruppe in sich selbst transformiert. Die 
allgemeine Substitution dieser Gruppe, deren Koeffizienten von einem 
variabeln Parameter p abhiangen, ist bestimmt durch die Differential- 
gleichungen 


a Y) 


. (v) 

1h 7(v) g = 2,3,---e 

(4) dp =o, Y,,; ike h 
; h =1,2,---m, 

a Y") @) ew 4 

g 7\v fooled , 

ae o, Y? i vy=1,2,---n 


und die Anfangsbedingungen 


(v) (v) ee 
Yn =X, fir p=0. 




















Uber die Endlichkeit der Invariantensysteme. 271 
Die Integration ergibt 
(5) YO) ae? xX”) 


1h? 


v a, v v 1 —2 v 
YO) = e%? [X + (g—1)pX +e ~~ 2) pt x 


g—1h g—1h 





—1 —2 3 Y - v 
+4. (g Kg Ke— ) p x” « +. +o yp? x? 
Umgekehrt ‘geniigt jede Funktion, die durch die eingliedrige Gruppe (5) 
in sich selbst transformiert sind, der Differentialgleichung (2). 

In den Gleichungen (5) fiihren wir an Stelle von w, den Ausdruck 


Oy1 O1 + Qy2 Q2 + loading + Qyi Qi 

ein (§ 1 Nr. 2) und setzen ¢°” = q,. 

Die Variabeln a sind rationale Funktionen der GréBen p q, q.-+- qi. 
Zwischen diesen GréBen besteht keine algebraische Beziehung. Daraus folgt: 

Wird eine rationale Funktion f durch die einfach unendlich vielen 
Substitutionen (5) in sich selbst transformiert, so wird sie auch durch die 
i+ 1-fach unendlich vielen Substitutionen in sich selbst transformiert, die 
sich ergeben, wenn man in (5) die GréBen pq, q.---q; als unabhingig 
variabel betrachtet. Setzt man von diesen i-+ 1 GrdBen das eine Mal 
alle auBer p gleich Null, das andere Mal alle auBer g, gleich Null, so 
ergeben sich die Substitutionen 


yo — x® 


1h 1h? 


v v v — 1) ( 2 v v 
Y) — x” +(g— 1px, +93 a 2x” +-- 4p! tx” 





und 
(*)_ ae (r) 
Fa =4q,"° Xin . 


Jede dieser Substitutionen transformiert f in sich selbst. Daraus folgt, 
daB f den Differentialgleichungen (3) 


K(f) =9 K(f) =0--- K(f) =0 
geniigt. 
Aus dem vorangehenden ergibt sich iiberdies: 
Eine regulire inf. Transf. erzeugt eine Gruppe linearer Substitutionen, 
deren Koeffizienten sich als rationale Funktionen eines Parameters dar- 
stellen lassen. 
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§ 3. 
Verhalten ganzer Funktionen gegeniiber reguliren infinitesimalen 
Transformationen. 


Ganze rationale Funktionen zeigen gegeniiber den reguliren inf. Transf. 
erster und zweiter Art ein durchaus verschiedenes Verhalten. 

Ist die inf. Transf. C(f) regular von der ersten Art, so kann man 
fiir jede ganze Funktion f eine Zahl vy der Art bestimmen, dab C’(f’) = 0 
wihrend C’—'(f) von Null verschieden ist.*) 

Solange die Variabeln x als unter einander unabhingig betrachtet 
werden, verschwinden mit dem Ausdruck C’(f) selbstverstindlich auch 
die Ausdriicke C’+'(f) C’+?(f) u. s. w. Dies gilt aber auch in dem 
Fall, daB zwischen den Variabeln Relationen bestehen, die den inf. Transf. 
C(f) gegeniiber invariant sind. Denn alsdann besteht gleichzeitig mit der 
Gleichung F' = 0 auch die Gleichung C(F’) = 0. 

Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, transformieren wir die 
inf. Transf. durch die Substitution (1) des vorigen Paragraphen. 

Im vorliegenden Fall hat man n’—1 und o,—O zu setzen; der 
Index v kann als iiberfliissig unterdriickt werden. 

Es ergibt sich (Nr. 2 des vorigen Paragraphen) 


m 


# ¢ ‘ @ ‘ C 
(1) Of = DI Xu gee + Xa gy + 8 Xue + 


A=1 
of 
+ (e%—1) Xe, —14 7x, | 


enh 











Inf. Transf. dieser Form sind aus der Theorie der Binirformen be- 
kannt.**) Man bezeichnet in dieser Theorie bekanntlich als Gewicht eines 
Produktes 


*) Ich setze zur Abkiirzung in iiblicher Weise 
CC(f) = C*(f) CCC(f) = Cf) u. s. w. 
Es ist zweckmiiBig iiberdies festzusetzen C°(f) = f. 
*) Die Differentialgleichung C(f) = 0 ist identisch mit der Aronholdschen Dif- 
ferentialgleichung 
D(A + DRA) +--+ DYN =o, 
die sich auf das System der Biniirformen 


2 (— 1) (@,— 2) 


x, f° *+¢—02,0"" e+ as 


i-2 X;, 8" q+-:-+2,0° 
h=1,2,---m 


1 


bezieht. Es geniigen derselben bekanntlich die leitenden Koeffizienten der Kovarian- 
ten — die Semiinvarianten — des Formensystems. 
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m &, 


P= TTT] % 


A=1 g=1 
wo die A,, ganze nicht negative Zahlen sind, die Summe 


m 


P= D> [ert Qasr t+ Bde +--+ (O— Day]. 


h=1 


Das Gewicht des Ausdrucks C(P) ist mindestens um eine Einheit kleiner 


als das Gewicht von P, es ist daher sicher C?+'(P) =O und hieraus 
ergibt sich die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

Aus dem eben bewiesenen Satz folgt: 

Eine ganze Funktion f kann keiner Gleichung der Form 


Yol + uC f) + r2C7(f) +--+ mC" (f) = 9 
geniigen, wo die y Konstante bedeuten. ; 

Ist nimlich C’(f) = 0 aber C’—1(f) von Null verschieden, so ergibt 
sich durch Anwendung der Operation C’—'(f) y= 0; die Operation 
C’—*(f) ergibt y, =O u.s. w. 

Die bisherigen Ausfiihrungen gelten gleichviel, ob die Variabeln x 
von einander unabhiingig sind, oder ob sie einem Gleichungssystem ge- 
niigen, das der inf. Transf. C(f) gegeniiber invariant ist. Sind die 
Variabeln x von einander unabhiangig, so gilt der weitere Satz: 

Geniigt das Produkt oder der Quotient zweier relativ primer ganzer 
Funktionen der Differentialgleichung C(f) = 0, so geniigt jede der beiden 
Funktionen selbst dieser Differentialgleichung. 

Aus 

C(py) = Cv) = ¥C(y) = 0 


Cy)=re C)=—r¥ 

wo y eine Konstante ist. Aber diese Relationen erfordern y = 0. 

Nehmen wir nunmehr an, die inf. Transf. C(f) sei regular von der 
zweiten Art. In diesem Fall gelten die beiden Sitze: 

Erstens: Geniigt eine ganze Funktion f der Differentialgleichung 
C(f) = kf, so muB & eine ganze Zahl sein. 

Ich bezeichne eine ganze Funktion dieser Art als ausgezeichnete 
Funktion und nenne & ihren Index. 

Zweitens: Zwei ganze Funktionen f und f’ kénnen — sofern f’ nicht 
verschwindet — nicht Differentialgleichungen der Form 


CA=kf+f Cf)=kf 


folgt namlich 


geniigen. 
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Zum Beweise wenden wir wieder die Transformation (1) des vorigen 
Paragraphen an. Im vorliegenden Fall sind die Gréfen w, ganze Zahlen, 


die Zahlen é) sind simtlich gleich eins, man kann daher den Index g 
als iiberfliissig unterdriicken. 
Die Gleichung (2) des § 2 ergibt 


‘ sata (») of . 


y=1 hk=1 





Nehmen wir zuniichst an, die Variabeln x seien unter einander unabhiangig. 
In diesem Fall ist ohne weiteres klar, daB die ganze Funktion f dann 
und nur dann ausgezeichnete Funktion ist, wenn fiir alle Glieder 


ie 

Avi save ym 

Constans <| | x” pa we 
v=] 


aus denen sie sich zusammensetzt, die Summe 


Zz (Ava +- Aye + 7 oh Aym,) Gy 
v=1 
einen und denselben Wert k hat, der notwendig eine ganze Zahl ist. 
Es ist ferner klar, daB sich jede ganze Funktion als Summe einer 
Anzahl von ausgezeichneten Funktionen darstellen laBt. 
Nehmen wir nun einen Augenblick an, es sei 


CA=kf+f Chy=kf 


C%(f) — 2kC(f) + Bf = 0 
Auch in diesem Fall kann f nur solche Glieder 


also 


* 
Ava Ror} sAnm, 
Constans <] / = x” _ 


My 
v=1 


enthalten, fiir die 
> (an a Ave + ea aa Aym,) — k. 
v=1 
Ist aber diese Bedingung erfiillt, so ist 
Ci) —kf wad f’=0 
entgegen der gemachten Voraussetzung. 
Nehmen wir nunmehr an, die Variabeln x, und also auch die 
Variabeln Py geniigen einem Gleichungssystem, das der inf. Transf. C(/) 
gegeniiber invariant ist. 

















ee 
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Wir gehen von der eben gemachten Bemerkung aus, daB sich jede 
ganze Function f als Summe einer Anzahl von ganzen Funktionen 
P; Po *** Po darstellen 1éBt, von denen jede bei unbeschrinkter Varia- 
bilitét der GréBen X*? einer Differentialgleichung der Form 


C(Qa) = ko Pa 6=1,2,---@ 


geniigt. Man kann die Funktionen gm, so wihlen, daB unter den Indizes 
k, keine zwei einander gleich sind und daB keine der Funktionen g, 
infolge der Relationen zwischen den Variabeln verschwindet. Unter dieser 
Voraussetzung kénnen die Funktionen g, keiner linearen Relation 


F = 1,9, + ¥2P2 +-°* + 7% = 9 


mit konstanten Koeffizienten y, geniigen. Denn mit / —0 bestehen 
auch die Gleichungen 


o=1 


@ @ 
C(F) = Shoroga=0 CF) => 2 yo = 0 u. s. w. 
o=1 


und diese erfordern unter den gemachten Voraussetzungen, daB alle Kon- 
stanten y, verschwinden. Nun ist 


@ 
Cf) —kf= > (ko—k) a, 
o=1 


und 


O7(f) — 2kO(f) + Bf = >’ ko—h)* go. 
o=1 
Es ist sonach ersichtlich: 
Die Gleichung C(f) = if erfordert 9 = 1 f= gq, k=k,. 
Die Forderung 


CH(f)—2kC() + RF=0 — C(f) — kf +0 
fiihrt zu einem Widerspruch. 

Aus dem Vorangehenden folgt, daB sich jede ganze Funktion, die 
der Gleichung C(f) = 0 bei Beriicksichtigung der invarianten Relationen 
zwischen den Variabeln geniigt, als ganze Funktion darstellen laBt, die 
derselben Differentialgleichung auch bei unbeschrinkter Variabilitat der 
GréBen x geniigt. 
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§ 4. ( 
Uber vertauschbare irregulire infinitesimale Transformationen. 


Es seien zwei inf. Transf. 


B(f) = = Yo, 2 Qa, und C(f)= > Sam 2 Ox, 


=1 «=! 4=1 «=! 


vorgelegt. Diese inf. Transf. seien mit einander vertauschbar; es sei also 
identisch 


BC(f) — CB(f)=9 


oder explizit geschrieben 


() a (avery — Cay dy) = 0 A,u=1,2,---,n 


v=1 


Ich nehme an, die inf. Transf. C(f) sei irregular und setze — die 
in § 1 eingefiihrten Bezeichnungen beibehaltend — 


CA) = KP) +aK(f) +---+eKilf) 
wo K,(f) K,(f)--- Ki(f) regulire Transformationen bedeuten. Ob die 


inf. Transf. B(f) regulir ist oder nicht, kommt fiir das Folgende nicht 
in Betracht. 


Es gilt nun der Satz: 
Die inf. Transf. B(f) ist vertauschbar mit einer jeden der reguliren 


inf. Transf. 
Ky (f), K(f) --- K(f), 


aus denen C(f) zusammengesetzt ist. 
Zum Beweis bemerken wir zunichst: Die Gleichungen (1) werden 
volistindig vertreten durch die Gleichungen (s. § 1, Nr. 1) 


> > (Dix Cn — Cax den) [Ghd], = 0 





=1 x=1 
oder 
Po a (> bix[ghal, ) -«> ben [gh]. + (9 — >> Den{g—1hx] . 
e=1 A=1 x=1 


Setzen wir zur Abkiirzung 


> bixlgha} = [ghub, 
A=1 


so erhalten diese Gleichungen die Form 
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2) > eulghx}’ = o[9—1hul’ + —1) [g—1hep, 
4=1 


u=1,2,---,n; g=1,2,---,¢ ee h=1,2,--,m,; v=1,2,---m 
Weil die » Wertsysteme 


[gh1),, [gh2],--- [ghr), 


unter einander linear unabhingig sind, so kann man Gleichungen der 
Form ansetzen 


n' mo 
(3) [gha},’ =2 2 [8% [jah + ™ Ale + B%,1354}, + 
g + p @ [e j jA)e|, 


ese; 


A=1,2,---,m; g=1,2,--- < 


a 


Hieraus ergibt sich 


n 


(4) > culghal’ — 0, [ghul’ 


x=1 
er 


me 
~ a 2 {( ((@,—@,) BY}, + BE).) [Li ele 
e=1 j=1 
+ ((@—0,) 8, +289) [2jule+-- 
+ (@,—0,) BY? [6 iule}- 


oJe;* 


Fiir g = 1 verschwindet wegen (2) die linke Seite; da die Determinante 
der [ghu), nicht verschwindet, so folgt: 


f ) 
(@, —@,) Bry, + Boj2=9, (@,—@,) Boje + 280}, = 0, -- +, 


(@, —@,) Bo = 0. 
Wenn 9 +» also auch @, + @, ist, so ist demnach 
Boo =(Q fir g=—1,2,--, o; j=1,2,--, Mm. 
Fir g = 2 ergeben die Gleichungen (4) bei Beriicksichtigung der 
Gleichungen (2) 


2 eislieh+ Bale + +BY ole iul} 


ve me 
=2 2 ( ewe 6°.) [jul + ((o,—@,) Be), +280,) [25 e+ 


iin i (a, —o,) Bose ole aj u)}. 
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Die eben angewendete SchluBweise zeigt, dab 

BS, =0 wenn 0+». 
Indem man sodann in den Gleichungen (4) g=3 setzt, erkennt man daf 
iat i ed =0 wenn o0+yvY ws. Ww. 

f. =(0 wenn 0+». 


Die Gleichungen (3) erhalten aise die vereinfachte Form 


ee es 


j=1 s=1 
Nun folgt aus § 1 Nr. 4 fir 6 =1,2,---: 
(¥) 
My °j 


D> He tonay = >) > 82 «, sie, = «Lhe 


4=1 j=1 s=1 
Folglich ist 
6 (oe o , , 

> >| (b,, RO. —R2D,,) [gha], = SRO [ghx],’ —«, , [ghul,’ =0 

4=1 x=1 x=1 
fir w= 1,2,---,n; g=—1,2,---, él: h=1,2,---,m,; v=1,2,---,n’; 
o=1,2,---,4 
Da die Determinante der GréBen [ghd], nicht verschwindet, so folgt 
hieraus 


> (6,42 k2d,,) = 0 Ajw=1,2,---,m; 6=1,2,---i 

x=1 
d. h. die inf. Transf. B(f) ist mit einer jeden der inf. Transf. XK, (f) 
K,(f) --- K:(f) vertauschbar. Da B(f) mit 

CH=KN + eK +. + eK) 
vertauschbar ist, so ist B(f) auch mit K,(f) vertauschbar. 

Damit ist der aufgestellte Satz bewiesen. 

Ich méchte eine Folgerung hervorheben, die sich unmittelbar aus 
demselben ergibt: 

Sind zwei irreguliire inf. Transf. B(f) und C(f) mit einander ver- 
tauschbar, so ist eime jede der reguliren inf. Transf., aus denen sich 
B(f) zasammensetzen liBt, mit einer jeden der inf. Transf., aus denen 
sich C(f) zusammensetzen liBt, vertauschbar. 

Setzt man insbesondere B(f) = C(f), so ergibt sich: 


Je zwei der inf. Transf. K,(f) K,(f)--- K(f) sind mit einander 
vertauschbar. 
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§ 5. 
Uber die Relation BC(/) — CB(/) = 7B(f)"*). 
Es seien zwei inf. Transf. 
n n of - n n 3 
B(f) => > Dan Lu iy und C(f) => P Crp Lp ie 
i 4=1 w=!1 4=1 «=1 
vorgelegt. Zwischen denselben bestehe die Beziehung 
(1) BC(f) — CB(f) = 7B) 
und die hier rechts auftretende GréBe 4 sei von Null verschieden. 
Dann gilt der Satz: 
Entweder verschwindet die inf. Transf. B(f) identisch oder y ist die 


Differenz zweier der Werte, fiir die die charakteristische Determinante 


D(@) der inf. Transf. C(f) 
| 
D(@) a hea a 





A ‘ 
AC A,u=1,2,---,” 





verschwindet und es ist auBerdem die inf. Transf. B(f) reguliir von der 
ersten Art. 
Die durch (1) ausgedriickten Bedingungen lauten explizit geschrieben 


(2) > axle — Can den) = Mdaye A,u=1,2,---,m 
x=1 

Halten wir an den in Nr. 1 des § 1 eingefiihrten Bezeichnungen fest und 

setzen wir wieder 


> baulghay = [ghuly. 


A=1 
Die Gleichungen (2) werden vollstindig durch die Gleichungen vertreten 


n 


> anlghay’ = (a+) [ghul’ + (9 —1) [9 —1 hel’ 
Aa=1 
(v) 


_— ¢ ‘ — iis : =] 9.....%’ 
w=1,2,---,m; g=1,2,---,6°; h=1,2,---,m,; v=—1,2,---,m. 


(v) 


Indem man g der Reihe nach = 1,2,---,e” setzt, erkennt man, daB 


h 
[gha]’ =0 fir g = 1, 2,---, a, wenn nicht w,-+ 4 Wurzel der 
Gleichung D(@) =O ist. Ist also » nicht gleich der Differenz zweier 
Wurzeln dieser Gleichung, so ist [ghA],/ =O fiir alle Werte der Indizes 


und es verschwinden somit alle Koeffizienten b,,.. 


*) Beziiglich der §§ 5 u. 6 vergl, meine Abhandlung Miinchener Berichte 1894, 
S. 297. 
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Aus der Gleichung (1) ergibt sich ferner 
B*C(f) — CB*(f) = B(BC— CB) (f) + (BC— CB) B(f) = 24 Bf), 
B°C(f) — CB*(f) = B(B*C— CB?) (f)+ (BC — CB) BY(f) = 34 BY(f) 


und allgemein 


B* O(f) — CB*(f) = xn B*(f). 


Wahlit man die Zahl x so groB, daB xy nicht gleich der Differenz 
zweier Wurzeln der Gleichung D(w)=—0 ist, so mu die inf. Transf. 
B*(f) identisch verschwinden. Damit das identische Verschwinden von 
B*(f) nicht das identische Verschwinden von B(f) nach sich zieht, ist 
erforderlich, daB B(f) regulir von der ersten Art ist. 

Wenn die inf. Transf. C(f) reguliir von der zweiten Art ist, so ist 
n eime ganze Zahl. 


§ 6. 
Hilfssiitze, die reguliren infinitesimalen Transformationen zweiter 
Art betreffend. 


Wir beweisen im folgenden drei Hilfssiitze, die Beziehungen be- 
treffend, die zwischen einer reguliiren inf. Transf. zweiter Art und anderen 
inf. Transf. bestehen kénnen. 

Der erste derselben lautet: 

Wenn die inf. Transf. A(f) regulir von der zweiten Art ist, so 
kénnen die Identititen 


AC(f) — CA) = 9 C(f), 
AB(f) — BA(f) = 4 Bf) + Cf) 
nur bestehen, wenn die inf. Transf. C(/) identisch verschwindet. 

Zum Beweis nehmen wir an, f sei eine ganze Funktion, die der 
inf. Transf. A(f) gegeniiber ausgezeichnet ist und & sei ihr Index. Es 
ist also A(f) = kf. 

Sei ferner zur Abkiirzung C(f)=— 9, B(f)=v. 

Aus den obigen Identititen ergibt sich 


Ag)=th)y, AM=Uathotg@. 
Diese Gleichungen erfordern nach § 3 
gy = C(f) = 9. 
Der Ausdruck C(f) verschwindet also, wenn fiir f irgend eine ausgezeichnete 


Funktion gesetzt wird, folglich auch, wenn fiir f eine beliebige ganze 
Funktion gesetzt wird; C(f) verschwindet also identisch. 





rr .?° N 
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Hieraus kénnen wir den Schlu8 ziehen: 
Bestehen zwischen der reguliiren inf. Transf. zweiter Art C,(f) und 
den inf. Transf. C,(f), C,(f)---C,(f) die Beziehungen 


CON—-E.6,N=> & CN,  e=1,2,-57 
v=1 


so besitzt die Determinante 


o,v=1,2,---,9r 





? —|8lo 
y v 





nur Elementarteiler erster Ordnung. 

Der zweite Hilfssatz betrifft die Beziehungen, die zwischen vertausch- 
baren reguliiren Transf. zweiter Art statt haben. 

Nehmen wir an, die beiden reguliiren inf. Transf. zweiter Art C,(/) 
und C,(f) seien vertauschbar. Wir wollen der Einfachheit wegen voraus- 
setzen C,(f) sei in der Normalform 


on=-> de, x,” eo 


y==a1 h=1 





vorgelegt, die in § 3, Nr. 2 eingefiihrt worden ist. Es sei sodann 


a= TS Sox te 


v==l x=1 h=1 g=1 
Aus (,C,(f) — G,¢,(f) =0 folgt, wie man sich leicht iiberzeugt, 


oc” x) — 


a wenn x + ». 


Es ist daher 


my 


» (f) ae Oxo _ of 

Of) >> Cnn FXo" 
y=1 A=1 g=1 g 

Die charakteristische Determinante der inf. Transf. C,(/) ist das Produkt 

der »’ Determinanten 


PPP cies 
— 








{|o| g,h=1,2,---,m, 


Alle diese Determinanten diirfen nur Elementarteiler erster Ordnung 
besitzen und nur fiir ganzzahlige Werte von  verschwinden, weil dies 
fiir ihr Produkt gilt. 

Eine lineare Substitution, die an Stelle der Variabeln 


&%) yy (¥) 
x, xX; oe Xn, 


die Variabeln 
7(¥) y7(») (rv) 
ee oe 


my 


Mathematische Annalen. LVI. 
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einfiihrt, transformiert die inf. Transf. 


= (@) Of 
o, > X, ax” 


A=l 
in sich selbst und sie kann der Art gewahlt werden, daf sie die inf. Transf. 


my 


Sse % 


g=1 h=1 





in die Normalform 


my 
4, » a 
a, Y, ay,” 
h=1 
transformiert. Es ergibt sich somit 
n’ my f n' my , 
’ (v) _ of | a 4 (v) of 
N= Tao N se 4N=D Da se 
y=1 h=1 A v1 h=1 A 


Unter den GréBen w,, kénnen beliebig viele einander gleiche vorkommen. 
Auf Grund des eben Bewiesenen iiberzeugt man sich leicht von der 
Richtigkeit des Satzes: 
s regulire inf. Transf. zweiter Art C,(f), C,(f)---C,(f), die paar- 
weise vertauschbar sind, lassen sich stets der Art transformieren, dab 


2. = . 
(1) Cf) =>) > 0? xe 6=1,2,---,8 


() 
y=1 h=1 0X, 





Die hier auftretende Zahl p ist durch die Bedingung charakterisiert, daB 
nicht gleichzeitig die Gleichungen 


o” =o, ® . 
¥ x 


te . of =o 
v x y 


¥ x 


bestehen diirfen, wo v, x zwei Zahlen aus der Reihe 1,2, ---, p sind. 

Um nun den dritten Hilfssatz abzuleiten, gehen wir von der An- 
nahme aus, es seien s regulire inf. Transf. zweiter Art C,(f), C,(f)---C,(f) 
und » —s regulire inf. Transf. erster Art C,.,(f), Crto(f)--- Cu(f) 
vorgelegt. Diese r inf. Transf. seien unter einander linear unabhingig, 
es bestehe also keine Relation der Form 


AGAN+wrGA+::-+trG(f)=9, 
wo die Koeffizienten y,y,--- Konstante sind. 
Die inf. Transf. zweiter Art C,(f), C.(f)--- C,(f) seien unter ein- 
ander und mit den inf. Transf. erster Art C,+4:(f), Cs4o(f)--- Ci(f) 
vertauschbar. Endlich nehmen wir an, es bestehen Relationen der Form 
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(2) C, 2, (f) — ©, C,(f) => aC), A,u==s+1,8s+2,--,7 


e=1 
wo die en Konstante bedeuten. 
Ich behaupte nun: es ist notwendig 


ip ap Au 08 ow ‘. 
a =0, °° =0---e&"°=0 fir Aju=—s+1,s+42,---,2 
Zum Beweis diirfen wir voraussetzen, die s reguliren inf. Transf. zweiter 


Art C,(f), C.(f) --- G.(f) seien in der Normalform (1) vorgelegt. Fiir 


die reguliren inf. Transf. erster Art C,+1(f), C,42(f)---Cu(f) gelten alsdann 
Ausdriicke der Form 


(3) Cf) ->> Sa xe of eg . A=s+1,s+2,--,u 


v=zl g=1 A=1 


Die charakteristische Determinante der inf. Transf. C,(f) ist das Produkt 
der p Determinanten 


c on — i jo | g,h=1,2,---,q 
Keine dieser Determinanten darf fiir einen von Null verschiedenen Wert 
von @ verschwinden, weil dies fiir ihr Produkt gilt. Indem man zum 
Ausdruck bringt, daB fiir jede dieser Determinanten der Koeffizient der 
zweithéchsten Potenz von w, die auftritt, verschwindet, erhilt man die 
Gleichungen 


(4) >4- y=1,2,--+p; A=s+1,s+2,--5r 


Nun folgt aus den Gleichungen (2) bei Beriicksichtigung von (1) und (3): 
dy r 
(Av) (ur) ot! ¥) co ”) i Pola (¢) Au c®” 
Ps (cf Gin “95 Gn )=|f | >¢ °, a fo “yh? 
h=1 g=s-+1 
9,h4=1,2,--4q; v=1,2,- ih A,u=s+l1,s+2,- 
Setzen wir hier gh und summiren nach h von 1 bis q,, so ver- 


schwindet die linke Seite der entstehenden Gleichungen; auf der rechten 
fallen wegen (4) die letzten » — s Summen weg und es ergibt sich 


Au (1) Au . (2) Au (8) 
& ao +8 oo +--+ 8 ao =0. y=1,2,---,p 


Da nach Voraussetzung die s inf. Transf. C,(f), C,(f) --- C,(f) unter 
einander linear unabhingig sind, so folgt aus den vorstehenden Gleichungen 
die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung. 

19* 
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Unter Beniitzung der Terminologie, die in der Lieschen Gruppen- 
theorie iiblich ist (vergl. § 9), kénnen wir diesen Hiilfssatz in der Form 
aussprechen: 

Erzeugen die s reguliren inf. Transf. zweiter Art C,(f), C,(f), ---, G.(f) 
und die r—s reguliren inf. Transf. erster Art C,+1(f), C.42(f),---, C-(f) 
zusammengenommen eine Gruppe der Ordnung r, und ist iiberdies eine 
jede der s ersteren Transf. mit einer jeden der »—s iibrigen Transf. 
vertauschbar, so erzeugen die »—~s inf. Transf. erster Art C,,(f), 

,42(f) --- €.(f) eine Gruppe der Ordnung r — s. 


§ 7. 
Uber Tripelsysteme. 


Es seien 3 inf. Transf. A(/), B(f), C(f) vorgelegt, zwischen denen 
die Identitaiten bestehen 


(1) AB(f) — BA(f) = — 2B(f), 
AC(f)—CAf)= 20C(f), 
CB(f) —BCf)= Ajf). 


Kin derartiges System von 3 inf. Transf. bezeichne ich als Tripel*). 
Die inf. Transf. B(f) und C(f) sind notwendig regulir von der ersten 
Art (§ 5); es laBt sich unschwer beweisen, daB A(f) regulir von der 
zweiten Art ist, doch gehe ich hierauf nicht ein, weil dies fiir das 
folgende nicht nothwendig ist**). Dagegen muB hervorgehoben werden, 
daB jede regulire inf. Transf. erster Art C(f) durch Hinzufiigung einer 
reguliren inf. Transf. erster Art B(f) und einer reguliren inf. Transf. 
zweiter Art A(f) zu einem Tripel erginzt werden kann. Um dies zu 
beweisen, gehen wir aus von der in § 3, Nr. 1 beniitzten Normalform 
O17) >| Ku sil + 2X gel 1) Xn gee | 


Fes Sh enh 








Man iiberzeugt sich leicht, daB die Identitiiten erfiillt sind, wenn man 
setzt 


*) Ein derartiges Tripel bilden die in der Theorie der Biniirformen auftretenden 
Differentialgleichungen 


> [phn-Den], DS ovo, > ovo. 
A=1 


h=1 h=1 


*™) Vergl. meine Abhandlung Miinchener Berichte 1899, S. 168. 
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B= >| (o— 1) Xagg—t(a— 2) Xerzy— oe + Xongx ret) 

m Z of 7 
A(f= >| @—)Xugy, x, + (4 —8) Kaige — —i D Xa ax | 

h=1 h 
Es sei nun f eine ganze Funktion, die der partiellen Differentialgleichung 
A(f)=kf geniigt. Da die inf. Transf. B(f) und C(f) regular von der 
ersten Art sind, so gibt es Zahlen A, w der Art, dab B*(f)=0, 
Ce(f) =0, wihrend 

Bf), Bf)-.-B-*(f) und C(f), C*(f)--- C#—*(f) 
nicht verschwinden. 


Aus (1) folgt: 


(2) AB(f) = (k—2) Bf),  AC(f) = (K+ 2) Cf). 
Es gelten ferner die beiden folgenden Formeln: 
(3) C’ B(f) — BC’ (f) = v(v+k—1) C’-(f) 


und fir »>x 
(4) Cr B* (f) a Bz C’(f) => Yo (v, x, k) Br-4 G+), 
o=1 


wo 
Yo(v, x, k) = (6!)? (v)o (x)o (v—x +k). 
Die Forme! (3) fallt fiir » 1 wegen A(f)—kf mit der letzten der 
Formeln (1) zusammen. Ihre allgemeine Giltigkeit beweisen wir durch 
den SchluB von » auf »-++1. Angenommen es sei bereits bewiesen, dab 
C—* Bf) — BO" (f) = (»— 1) @+k—2) C'-*(f)- 
Wir lassen an Stelle von f C(f) treten und haben dann wegen (2) 
gleichzeitig * durch k + 2 zu ersetzen. Es ergibt sich 
C1 BO(f) — BO" (f) = (w—1) @ +H O-1(f). 
Nun ist 
C’ B(f) — BC" (f) = C'-"(CB— BO) (f) + C BC(f) — BOr(f) 
=O TAP) +e—-IOTHO "GP . 
= vv +k—1) O-1(f), 
w. z. b. w. 
Die Formel (4) fallt fiir « = 1 mit der Formel (3) zusammen. 
Thre allgemeine Giltigkeit beweisen wir wieder durch den Schlu8 von n 
auf n+ 1. Angenommen es sei bereits bewiesen, daB 


x—1 


Or B-*(f) — Be 0*(f) = DI yo(v, x—1, ky) Be-*-# Of). 


o=1 
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Wir lassen an Stelle von f B(f) treten und haben dann wegen (2) 


gleichzeitig k durch kK —2 zu ersetzen. Es ergibt sich bei Bertick- 
sichtigung von (3) 


x—1 


C* B*(f) — BC" B(f) = > yo(v, x — 1, k—2) B*-'—* Cr-9(f) 
=> yo(v, x1, k—2) [B-*-9(0- B— BO—"(f) + B01) 


=D ne x—1, k—2) [(v—e) (v—o + k—1) Be-!—*0—9-1(f) 


+ Be" 0r-e(f)] 
=n (%, x—1, k—2) Be 0-1(f) 


+ >" [yo(v, x—1, k—2) + (v—6 +1) (v +k —6) yo—1(v,x—1, k—2)] 
2 B—90'—9(f) + y4—1(v,x—1,k—2)(v—u 1) (v + h—x) O-*(f). 
Nun ist 
C B«(f) — B*0*(f) 
= [Cr Br(f) — B+ C B(f)| + Br-'[C B— BO (f) 


= [y,(v, x—1, k—2) + (v-+k—1)] Be CED tle x—1, k—2) 


+ (v—0-+1)(v+-k—6) 75 -1(0,x—1,k—2)] Be—-°0"-“(f) 
+ (v—x+1)(v-+k—x) y,-1(v,x—1,k—2) C'—*(f). 


Es ergeben sich also zur Bestimmung der Koeffizienten y die Rekursions- 
formeln 


71 (, x, k) = y,(v, x—1, kK—2) + v(v+k—1), 

Yo(v, x, k) = yo(v,x—1, k—2)+(v—o+1)(v-+-k—o) yoi(v, x—1,k —2), 
6=2,3,---,x—1 

(0, #, B) = (v—"-$1) (+ k—2) po_1(v, x—1, k—2). 


Man iiberzeugt sich leicht, daB die unter (4) angegebenen Werte des 
Koeffizienten y diesen Rekursionsformeln geniigen. Damit ist auch die 
Formel (4) bewiesen. 

Wir machen nunmehr die Annahme, die Variabeln 2,2, --- x, seien 
entweder unter einander unabhiingig, oder die Relationen, denen sie ge- 
niigen, seien der inf. Transf. C(f) gegeniiber invariant. Dann bestehen 
gleichzeitig mit der nach Voraussetzung geltenden Gleichung C(f) = 0 
die Gleichungen. 


Cut+i(f) = 0, CHt+2(f)=0, Cet3(f)=0 us. w. 















Uber die Endlichkeit der Invariantensysteme. 287 


Setzen wir nun in der Formel (4) x=A und v=A+u—1, so ver- 
schwinden die beiden Glieder links und die 4 —1 ersten Glieder rechts. 
Da nach Voraussetzung C“—1(f) +0, so ist 


ya(A+u—1,A,k) = (al? (A+e—1In(e—l+ky=0. 


Es muB also eine der Zahlen 


Ba ltkh, w—2+k---w—Aat+k 
gleich Null sein; es ist also 


l<u+k<a. 
Demnach ist 
u+tk+0. 
§ 8. 
Uber das Verhalten ganzer rationaler Funktionen gegeniiber einem 
Tripelsystem. 


Auf den Entwicklungen des vorigen Paragraphen beruht der Beweis 
zweier Hilfssiitze, die fiir den beabsichtigten Endlichkeitsbeweis von 
Wichtigkeit sind. ' 

Halten wir an der Annahme fest, daB die Variabeln x entweder 
unter einander unabhingig sind oder nur Relationen geniigen, die den 
inf. Transf. C(f) gegeniiber invariant sind. Halten wir ferner an der 
Annahme fest, die ganze Function f geniige den Differentialgleichungen 
A(f)=kf und C#(f)=0, dagegen sei C“—'(f) + 0. 

Setzen wir iiberdies voraus, es sei u > 1. 

Unter diesen Annahmen geniigt die Funktion f’ = BC(f) ebenfalls 
den Differentialgleichungen 


A(f’)}=kf’ wid C#(f’)=0 
und es ist ebenfalls 
Cu—*(f’) + 0. 
Es ist namlich zunichst 
A(f’) = (AB— BA) C(f) + B(AC— CA) (f) + BCA(f) 
= —2BC(f) + 2BC(f) + kBC) = kf’. 

Ersetzt man sodann in der Gleichung (3) des vorigen Paragraphen / 
durch C(f) und dementsprechend k durch i + 2, so ergibt sich 


OC’ BC(f) —s BOC'+*(f) == v(v +k+ 1) C’(f), 


v=w gibt 


C" BC(f) = CH(f’) = w(u tk +1) On(f) =0, 
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vy=pu—1 gibt 
Cu? BC(f) = C#—*(f’) = (w—1) @ +8) CH—*(f), 
also Cr-1(f’) + 0, 
(vergl. den SchluB des vorigen Paragraphen). 
Wir wollen nunmehr annehmen, die Variabeln 2 seien entweder 
unter einander unabhaingig oder sie geniigen nur Relationen, die den 


3 inf. Transf. A(f), B(f), C(f) gegeniiber invariant sind. Wir nehmen 
ferner an, f geniige den 3 Differentialgleichungen 


Af)=kf, BOP)=0, CH(f)=9, 
B-1(f) 0 und Cr-1(f) +0. 


Unter diesen Voraussetzungen kann man die Beziehung zwischen den 
Zahlen 4, wu, k noch genauer bestimmen, als dies am Schlu8 des vorigen 
Paragraphen geschehen ist. 

Zu diesem Zweck bemerken wir, daB die Identititen (1) des vorigen 
Paragraphen bestehen bleiben, wenn man B(f) und C(f) vertauscht und 
A(f) durch — A(f) ersetat. Gleichzeitig hat man natiirlich auch 4 
und w zu vertauschen und & durch — k zu ersetzen. Aus den Un- 
gleichungen 


dagegen sei 


1<utksa 
ergeben sich bei den angegebenen Vertauschungen die Ungleichungen 
1<aA—k<w oder 14+koA<pw+k. 
Der Vergleich beider Ungleichungen ergibt 
A=ut+k. 


Von besonderer Wichtigkeit ist ein Spezialfall. 
Angenommen die ganze Funktion geniige zweien der 3 Differential- 


gleichungen 
Af)=0, BY)=9, CH/)=—9, 


es sei also entweder 4 = uw = 1 oder k =O und eine der beiden Zahlen 
A, w gleich eins. Dann ist im ersten Fall notwendig k—0, im zweiten 
Fall sind beide Zahlen A, mw gleich eins, d. h. geniigt eine ganze 
Funktion zwei Differentialgleichungen eines Tripels, so geniigt sie auch 
der dritten. 
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Il. Satze aus der Theorie der kontinuierlichen Gruppen. 


§ 9. 
Regulire Gruppen. *) 


Es seien r lineare inf. Transf. 


() of 
GN=T Se eater 


4=1 w~=1 
vorgelegt. Wir setzen voraus: 


1) Die r inf. Transf. C,(f) sind linear unabhingig, d. h. sie geniigen 
keiner Relation der Form 


24D +2G(A) +:---+7-6(f) =0 
mit konstanten Koeffizienten y. 

Dagegen bleibt die Méglichkeit offen, daB lineare Relationen bestehen, 
bei denen als Koeffizienten Funktionen der Variabeln x auftreten. In diesem 
Fall ist eine Anzahl, etwa r—v’, der Differentialgleichungen C,(f) =0 
eine Folge der iibrigen. Wir nehmen an es sei 7’ <n. 

Wir setzen ferner voraus, daB nicht alle rationalen Funktionen, die 
den r Differentialgleichungen C, (/) = 0 geniigen, noch weiteren Differential- 
gleichungen derselben Form geniigen. 

Da jede Funktion, die den beiden Differentialgleichungen C,(f) = 0 
und C,(f) = 0 geniigt, auch der Differentialgleichung 


7 7 (c AO) (0) (0) of 
C.C.(f) — CC Jo(f) -y>>>( ‘ay Cu — cf) oW) X73 Ox, = @ 
A=1 w=1 v=1 


geniigt, so ist hierzu erforderlich: 
2) Zwischen den inf. Transf. C,(f) bestehen Relationen der Form 


Cy Co(f) — Co Ce(f) =>) 88° C,(f) 6 = 1, 2-4 


t==1 
wo die &€ ° Konstante bedeuten. 


Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, so erzeugen die r inf. Transf. 
C,(f) eine continuierliche lineare Gruppe G, die als r-gliedrig oder als 


*) Beziiglich der in den §§ 9 und 10 benutzten Siitze aus der Theorie der end- 
lichen kontinuierlichen Gruppen s. Lie-Engel, Theorie der Transformations-Gruppen 
Bd. 1, Kap. 4,9, 12, 13,15, 20. Vergl. auch meine schon genannte Abhandlung in 
den Miinchener Berichten 1888. 








290 L. Mavner. 


Gruppe der Ordnung r bezeichnet wird. Die Gruppe ,,enthialt“ jede inf. 


Transf. 
4Q(N+aG,(f) +---+4¢6-(f) 
Wo ¢€, €,---é, irgend welche Konstante bedeuten. 

Aus unseren Voraussetzungen ergibt sich ferner: 

3) Enthialt die Gruppe G eine irregulire inf. Transf., so enthilt sie 
auch alle die reguliren inf. Transf., aus denen sich dieselbe zusammen- 
setzen laBt (s. § 1). 

Denn ware das nicht der Fall, so miisste eine jede rationale Funktion, 
die den r partiellen Differentialgleichungen C,(f) = 0 geniigt, noch weiteren 
Differentialgleichungen derselben Form geniigen (§ 2). 

Aus (3) folgt: Indem man nétigenfalls die inf. Transf. C,(f) durch 
geeignet gewihlte lineare Kombinationen derselben ersetzt, kann man 
bewirken, daB eine jede der erzeugenden inf. Transf. regulir ist. 

Zwischen drei inf. Transf. C,(f) C.(f) C,(f) besteht die Jacobische 
Identitaét. Sie laBt sich bei Kinfiihrung der abkiirzenden Bezeichnung 
C.Ca(f) — Ca Co(f) = (C,Ca) in der Form darstellen 

(Co (Ca C)) + (Ca(Ce€,)) ++ (Cx(CgCa)) = 0. 
Aus denselben ergibt sich die Beriicksichtigung von (1) 
(4) > (a ef + a” f° + a7" &’) = 0 
v=1 
fiir 9, 6,t,4 = 1,2,---r. 
Es ist ferner offenbar 


e&*—0 und &*=—sé 


Ist die Bedingung (3) erfiillt, so lassen sich die Koeffiizenten der 
allgemeinen Substitution A der Gruppe G als rationale Funktionen von 
yr Parametern darstellen. 

Kine jede inf. Transf. C,(f) erzeugt nimlich eine eingliedrige Gruppe 
und da im gegebenen Fall C,(f) als regular vorausgesetzt werden darf, 
so lassen sich die Koeffizienten der allgemeinen Substitution S, dieser 
Gruppe als rationale Funktionen eines Parameters darstellen (§ 2). 

Die allgemeine Substitution A der Gruppe G laBt sich als Produkt 
der r Substitutionen S, S,---S, darstellen. 

Eine lineare Gruppe, der die Eigenschaft (3) zukommt, bezeichne ich 
als regular. 

Jede Funktion, die durch die allgemeine Substitution der Gruppe G 
in sich selbst transformiert wird, wird als Invariante der Gruppe G be- 
zeichnet. Jede Invariante geniigt den r partiellen Differentialgleichungen 
C,(f) = 0 und vice versa. 

















wi? 
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Wenn sich simtliche Invarianten einer linearen continuierlichen 
Gruppe als Funktionen einer gewissen Anzahl rationaler Invarianten dar- 
stellen lassen, so ist die Gruppe regulir. 

Umgekehrt gilt der Satz: 

Wenn eine lineare continuierliche Gruppe durch algebraische Relationen 
zwischen den Substitutionskoeffizienten charakterisiert ist, so lassen sich 
alle Invarianten der Gruppe als Funktionen einer gewissen Anzahl rationaler 
Invarianten darstellen. 

Sei niamlich die allgemeine Substitution der Gruppe G definiert durch 
die Gleichungen 


(A) YR = > aint i= 1, 2,-+-m. 
u=l 


Die Substitutionskoeffizienten a,, geniigen einem System algebraischer 
Gleichungen 
(F) F,=0 Fy =0.--.. 
Die Bedingungsgleichungen zwischen den GréBen x und y, zu denen man 
durch Elimination der GréBen a,, aus den Gleichungen (A) und (F) 
gelangt, lassen sich — wie Christoffel nachgewiesen hat*) — vollstandig 
durch ein System von Gleichungen der Form 

THY, Yo ++ Yn) = TT(@, y+ +» Xn) 
ausdriicken, wo TT eine rationale Funktion der angezeigten Argumente ist. 
Jede dieser Funktionen TT ist offenbar Invariante, und es kann keine von 
diesen Funktionen unabhiangige Invariante geben. 


§ 10. 
Untergruppen. 


s linear unabhangige in der Gruppe G enthaltene inf. Transf. 


K(f) =>) ¢or Co(f) eutienws 
e=1 


erzeugen eine Untergruppe [ der Gruppe G, wenn Relationen der Form 


(K, K.) =>) 6°" K,(f) 6,r=1,2,---8 


v==1 


bestehen. 
Die Untergruppe fF ist in der Gesamtgruppe G ausgezeichnet, wenn 
ausserdem Relationen der Form 


*) Math. Annalen Bd. 19, S. 280. 
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(C,Ka) =>’ 08’ K,(f) @=1,2,---r; 6=1,2,---s 
v=1 


bestehen. 

Sofern sich nicht jede in der Gruppe enthaltene inf. Transf. als lineare 
Funktion der inf. Transf. (C,C,) (e, 6 =1,2,---r) darstellen laBt, erzeugen 
diese eine ausgezeichnete Untergruppe — die Hauptuntergruppe. 

Die allgemeine Substitution 7 der ausgezeichneten Untergruppe [ wird 
durch die allgemeine Substitution A der Gruppe G in eine Substitution 
T’ transformiert, die ebenfalls der Untergruppe [ angehért. Die Substi- 
tutionen 7’ und 7” sind im allgemeinen verschieden: sie entsprechen ver- 
schiedenen Wertsystemen der verfiigbaren Parameter. 7’ wird nur dann 
durch A in sich selbst transformiert, wenn alle Konstanten #°° verschwin- 
den, wenn also 

(C*K,)=0 fir 90 =1,2,---r; 6=1,2,---s. 

In diesem Fall heiBt die Untergruppe [ mit der Hauptgruppe G 
vertauschbar. 

Die Gruppe G@ heiBt zusammengesetzt oder einfach, je nachdem sie 
eine ausgezeichnete Untergruppe besitzt oder nicht. 

Jede in der Gruppe enthaltene inf. Transf. K(f) léBt sich in der Form 


K(f) +46(/) +46,(f) +---+46,-(f) 
darstellen. Die inf. Transf., die eine Untergruppe [ der Ordnung s erzeugen, 
kann man daher auch durch ein System von » —s unter einander unab- 
hangigen linearen Gleichungen 


Uz = a1 &; + Waeez +--+ + me, = 0 A=1,2,---r—s 
definieren. Nehmen wir insbesondere an, die Untergruppe [ sei aus- 
gezeichnet, dann gehért mit K(f) auch die inf. Transf. 


(C,K) -> ¢, (C, C,) -> > ek C(f) ea LQ 


o=1 o=1 k=1 
der Untergruppe [ an. Die Gleichungen U; = 0 miissen also in Geltung 
bleiben, wenn man fiir k = 1, 2,---r e durch ps ef’ e, ersetzt. Fiihren 


o=1 
wir die x inf. Transf. ein 





*) Die inf. Transf. E(f) erzeugen die adjungierte Gruppe, s. Lie-Engel, Trans- 
formationsgruppen Bd. 1, Kap. 16. 
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so kénnen wir das Resultat der in U; auszufiihrenden Substitution mit 
E,(U;) bezeichnen. Da die Gleichungen E,(U,) = 0 eine Folge der 
Gleichungen U,; = 0 sind, so bestehen Gleichungen der Form 


E,(U,) = > boas Ue o=1,2,---7; A=1,2,---r—s 
x=1 
wo die b,,; Konstante bedeuten. 
Umgekehrt definieren die Gleichungen U,; = 0 eine ausgezeichnete 
Untergruppe, wenn ein derartiges Gleichungssystem besteht. 


$ 11. 


Fine regulire zusammengesetzte Gruppe besitzt stets reguliire 
ausgezeichnete Untergruppen. 


In dem Fall, daB die inf. Transf. C,(/), C,(f),---C,(f), die die 
Gruppe G erzeugen, paarweise vertauschbar sind, ist der Satz einleuchtend. 
Denn alsdann erzeugen irgend welche s in der Gruppe enthaltene regulire 
inf. Transf. eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung s. 

Nehmen wir nunmehr an, die erzeugenden inf. Transf. der Gruppe G 
seien zwar nicht alle unter einander vertauschbar, es seien aber genau s 
unter einander linear unabhiingige inf. Transf. in der Gruppe enthalten, 
die mit allen inf. Transf. der Gruppe vertauschbar sind. Dieselben erzeugen 
eine ausgezcichnete Untergruppe [ der Ordnung s. 

Wenn eine dieser inf. Transf. nicht reguliir ist, so gehéren die regu- 
laren inf. Transf., aus denen sie sich zusammensetzen lit, der Gruppe G 
an, weil diese regular ist (§ 9, Nr. 3). Sie gehéren aber auch der Unter- 
gruppe [ an, weil sie ebenfalls mit allen inf. Transf. der Hauptgruppe 
vertauschbar sind (§ 4) und weil [ nach Voraussetzung alle derartigen 
inf. Transf. umfaBt. Also kann man [ durch reguliire inf. Transf. 
erzeugen. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, da8 die Untergruppe [ Sub- 
stitutionen enthilt, die nicht mit der allgemeinen Substitution der Haupt- 
gruppe vertauschbar sind. 

Es sei 7’ eine derartige Substitution. 

Damit die Parameter u, u,---u, in Evidenz treten, von denen die 
Koeffizienten der allgemeinen Substitution der Hauptgruppe abhingen, 
mége dieselbe mit A(w) bezeichnet werden. 

Das System der Substitutionen 


(2) P(u) = A-"(u) TA(w) 


das durch Transformation aus 7 hervorgeht, hat folgende Eigenschaften: 
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1) Jede Substitution des Systems gehért der Untergruppe [ an. 

2) Transformiert man eine Substitution des Systems (2) durch eine 
beliebige Substitution der Gruppe G, so gehért die Transformierte wieder 
dem System (2) an. Dieses System ist also in der Gesamtgruppe G 
ausgezeichnet. 

3) Das System (2) ist durch ein irreduzibles System algebraischer 
Gleichungen bestimmt, denen die Koeffizienten der Substitution P(u) 
geniigen. 

Man gelangt zu diesen Gleichungen durch Elimination der rational 
auftretenden Parameter uw. 

Bilden die Substitutionen des Systems (2) eine Gruppe — was in 
dem Fall, dass die Untergruppe [ eingliedrig ist, notwendig eintritt — 
so haben wir in (2) eine regulare ausgezeichnete Untergruppe von G. 
Ist dies nicht der Fall, so setzen wir zwei allgemeine Substitutionen von (2) 
P(u) und P(v), die zwei verschiedenen Systemen variabler Parameter ent- 
sprechen, zu einer Substitution 


Q(u|v) = P(u) PO) 

zusammen. Auch das System (2) der Substitutionen Q(u|v) besitzt die 
oben genannten drei charakteristischen Eigenschaften. Die Anzahl der 
Koeffizienten der Substitution Q(u|v), tiber die durch geeignete Bestim- 
mung der Parameter wu, u, --- U, U,V, -+- 0, verfiigt werden kann, ist 
mindestens um eins gréfer als die Anzahl der verfiigbaren Koeffizienten 
von P(u). Hat das System (2”) Gruppencharakter, so ist (2’) eine 
regulare ausgezeichnete Untergruppe von G. Andernfalls bilden wir das 
System (2”), dass die Substitutionen 


R(u|v|w|t) = Q(ulv) Q(w| t) 

umfaBt u.s.w. Auf diesem Weg fortschreitend, miissen wir schlieBlich 
zu einer reguliren ausgezeichneten Untergruppe gelangen. 

Die Hauptuntergruppe (s. § 9) einer reguliiren Gruppe ist reguliir. 

Es folgt das aus der Bemerkung Killing’s*), dass sich die allgemeine 
Substitution der Hauptuntergruppe in der Form 

A-—' (uw) A—!(v) A(u) A(v) 

darstellen laBt. 


*) Zur Theorie der Lie’schen Transformationsgruppen. Braunsberger Programm 
1886. 
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§ 12. 
Die charakteristische Determinante der Gruppe. 


Eine genauere Untersuchung der Zusammensetzung der Gruppe G 
kniipft an die Bestimmung der zweigliedrigen Untergruppen an.*) 
Zwei in der Gruppe G enthaltene inf. Transf. 
K(f) = Sef) md K(f) => eQ(f) 
e=1 e=1 


erzeugen eine zweigliedrige Untergruppe, wenn 


(1) (KK’) = wK'(f). 
Nun ist 
AK) = TS 6O-—S STON. 
e=1 o=1 e=1 o=1 A=1 


Aus (1) folgt; 
pe [>> f° e0, — o«,| C,(f) =0 
Aa=1 -9=1 o=1 


also, weil die inf. Transf. linear unabhingig sind 


S Dag —04—0 A=1,2,---9r. 


e=1 o=1 
Die Elimination von ¢; ¢---e¢ ergibt, wenn zur Abkiirzung 
r 


oo on 
&) © at 


em 


gesetzt wird. 
A(@) = 





yor —(3) | =0 6,A=1,2,---r 


A(@) heiBt die charakteristische Determinante, A(@) =O die charakte- 
ristische Gleichung der Gruppe. 
Sei nach Potenzen von w entwickelt 


(—1yA(@) = & — ¥,@ a" + a"? +++» + (—1Y“* 1 @o. 


*) Die im folgenden benutzten Siitze iiber die Zusammensetzung der Trans- 
formationsgruppen verdankt _— Killing (Zusammensetzung der Transformations- 
gruppen Math. Annalen Bd. 31, 8. 252, Bd. 33, 8.1, Bd. 34, 8. 57, Bd. 36, S. 161) 
vergl. auch Cartan: Sur la aes des groupes de twensformations finis et continus 
Thése Paris 1894. 
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Das absolute Glied verschwindet, weil wegen «7° = — «f° 
Pure > da'ee,=0 
o=1 o=1 e=1 
also 
A(o) = 
Die Ausdriicke » sind ganze Funktionen der GréBen e, e, ---e¢,. Ins- 
besondere ist 
%, (e) => Yoo, 
o=1 
r r 1 r r 
Wo (e) => Ps YeeYao — 2 > bs Yeo Yoo ° 
= o=1 e=1 o==1 


Die charakteristische Determinante A(o) ist fiir beliebige Werte von @ 


den inf. Transf. 
Ce ee 


o=1 x=1 
gegeniiber invariant. Es sind daher auch die Funktionen y, y, - -- diesen 
inf. Transf. gegeniiber invariant. 
Zam Beweis bemerken wir zuniichst: es ist 


Sate Pe 
o (Yan) ou 


o=1 x=1 


Nun ist (§ 9 Nr, 4) 


r 


wf .e0 xa Gh xo Ao xo 
>) [el ei + ef? eft + eft eh?] = 0 


also sa ; : 
E, (P24) — “2 ed eS e+ ap a .| 
=D [etn — er): 
Folglich ist “ ° 
E,(d) = > > iy, Bean) 
A=1 w=1 


--S > S[en ttn #] 


4=1 w=1 x=1 
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Nun ist 





aA fp aa 
~=—=(")A 
Pt OV an (¢) + ™ O%en” 


é A oA 
2 Orin 7 (ya +a OMe 
Folglich E,(A) = 0 w. z. b. w. 

Die Anzahl derjenigen unter den Funktionen 7, (e) y,(e)--- die unter 
einander unabhiingig sind, bezeichnet Killing als ,,Rang“ der Gruppe. Die 
Gruppe ist also vom Rang Null, wenn alle Funktionen w identisch ver- 
schwinden. 

Eine Gruppe, die nur reguliire inf. Transf. erster Art enthialt, hat den 
Rang Null. Denn wenn K(/) reguliir von der ersten Art ist, so erfordert 
die Gleichung 





(KK’) = oK’(f) 
a = 0 (§ 5). 


§ 13. 
Gruppen vom Rang Null. 
Die inf. Transf. C,(f) C.(f)---C,(f), die eine Gruppe G vom Rang 


Null erzeugen, kénnen so gewahlt werden, da8 zwischen ihnen Relationen 
folgender Formen bestehen*): 
o—1 
(1) (C,€,) =>) 8° C,(f) — @=1,2,---6— 1; 6 = 2,3,---7 
v=1 
Diese Gleichungen zeigen, daB die inf. Transf. C,(f) C,(f)--- G(f) 
(t= 1,2,---r—1) eine ausgezeichnete Untergruppe der Gruppe G erzeugen. 
Insbesondere ist ersichtlich: es gibt mindestens eine inf. Transf., die mit 
allen inf. Transf. der Gruppe vertauschbar ist. 
Der ausgesprochene Satz gilt sicher fiir r—2, denn alsdann ist 
(C, C,)=0. Falls r>2 ist, nehmen wir an, es lassen sich s in der Gruppe 
enthaltene inf. Transf. — sie mégen mit C,(f) C,(f)---C,(f) bezeichnet 
werden — der Art wihlen, daB die Gleichungen (1) fiir e=1,2,---o—1 
und 6 = 2,3,---s bestehen. Die Untergruppe, die von diesen s inf. 
Transf. erzeugt wird, bezeichne ich mit [. 
Die gemachte Annahme ist fiir s = 2 jedenfalls zulissig, denn eine 
jede Gruppe, deren Ordnung groBer als 2 ist, enthialt zweigliedrige Unter- 


*) Umlauf, iiber die Zusammensetzung der endlichen kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen. Dissertation, Leipzig 1891, 8S. 35. Der im Text gegebene Beweis 
ist einfacher. 
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gruppen. Da die Gruppe G den Rang Null hat, so miissen die beiden 
inf. Transf., die eine zweigliedrige Untergruppe erzeugen, mit einander 
vertauschbar sein. 

Um unsern Satz zu beweisen, hat man nur nétig zu zeigen: Man 
kann eine inf. Transf. C,,,(f), die der Gruppe G aber nicht der Unter- 
gruppe [ angehért, der Art wihlen, daB die Gleichungen (1) auch noch 
fir o—s+1; 9 =—1,2,---s gelten. 

Nehmen wir nun an, es gebe m unter einander lineare unabhingige 


inf. Transf. 


F==G@ 


Ky (f) = >) eur G4s(f) w= 1,2,---m 


v=1 
die Gleichungen der folgenden Form geniigen 
(2) (Co Ku) = tur Gif) + ue Ca(f) +» + Mus GaP) 
+ Bur Ka (f) + Bus Ke(f) + +--+ BumKn(f)- 
Zu diesen Gleichungen fiigen wir die Gleichungen hinzu 
(C, C,) = 1° C,(f) + 8° C,(f) +--+ + f° O(f) 


Hier ist «°° = 0 zu setzen, wenn v> der gréBeren der beiden Zahlen 


9 =1,2,---s. 














o, 6 ist. Die Determinante 

o1 ol ol a o1 

é @ &, & é, 

a2 of a2 o2 

1 & @ é5 8 

a3 o3 a3 o3 

& &, & —@-:°s 

os os os os 

D(@) =} &, és se: 
O11 O12 O13 G15 “By —@ Bis Bis Bim 
Gy Go G9 "+ Os ++ By By2—@ Bos “++ Bam 
Os, G39 Gs "°° OSs *++ Bgy Bs By3 —@ «+ Bsm 
ry 
Omi Ame ns ***Oms *=+ Bt Bne Bs ++ Bnm—@ 


kann fiir keinen von Null verschiedenen Wert von w verschwinden. 
Denn andernfalls kinnte man eine inf. Transf. 


L(f) = u, C,(f) + u,C,(f) +---+ u0,(f) 


+», K(f) + K(f) + +++ + tm K(f) 








- 69 
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der Art bestimmen, 
(C,L)=oL(f) und wo+0. 


Aber dies ist unméglich, da die Gruppe G den Rang Null hat. 
Da die Determinante D(@) die Determinante 





Bru —(t)o| A,u =1,2,---m 
; u 

als Faktor enthilt, so kann auch diese fiir keinen von Null verschiedenen 
Wert von @ verschwinden. Es gibt daher m GréBen v, v, --- Um, die 


nicht alle gleich Null sind, und die den Gleichungen geniigen 


01 Bur + V2 Buz + +++ + UnBum = O uw = 1,2,---m. 
Die inf. Transf. 


L(f) = 0, K(f) + Ky (f) + +++ + Om Kn (f) 
hat nun die EKigenschaft, daB die aus C,(f) und L(f) abgeleitete inf. 
Transf. (C,Z) der Untergruppe [ angehért. 
Aus der eben durchgefiihrten Betrachtung schlieBen wir zunichst, 
indem wir 6=1 m—r— s setzen: 
Es gibt mindestens eine inf. Transf. 
K(f) = & Gs(f) + Gte(f) +>: a G(f) 
die die Eigenschaft hat, daB die abgeleitete inf. Transf. (C,K) der 


Untergruppe [ angehért. Nehmen wir nun an, es gebe genau m unter 
einander linear unabhiingige inf. Transf. 


Ku (f) =>) ur Coty (f) 
v=1 
von der Art, daB jede der abgeleiteten inf. Transf. 

(C, Ky) o=1,2---6—1; w=—1,2,---m 
der Untergruppe [ angehért; jede weitere inf. Transf. der Gruppe G, der 
dieselbe Eigenschaft zukommt, lasse sich als lineare Funktion von 

Cf) O:(f)--- GCA) K(f) (Pf) ++ Km (Pf) 
darstellen. Bilden wir die Jacobische Identitat 

(Co (Co Ku)) + (Co (Ku Cp) ++ (Ku (Cp Co) = 0 

o=1,2---6—1; w=—1,2,---m. 
Die inf. Transf. (K,C,) gehért der Untergruppe [ an, folglich auch die 
inf. Transf. (C,(K, C,)). Die inf. Transf. (C, C,) li®t sich als lineare 
Funktion der inf. Transf. C,(f) C,(f)--- Co—1(f) darstellen; es geht 
dies aus den Gleichungen (1) hervor, die nach Voraussetzung fiir 6 > s 
gelten. Folglich gehért auch die inf. Transf. (X,,(C,C,)) der Untergruppe 
20* 
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an. Daraus folgt: Auch die aus den inf. Transf. C,(f) (@ =1,2,---6—1) 
und (C,K,) (u=1, 2, --- m) abgeleitete inf. Transf. (C,(C, K,)) gehirt der 
Untergruppe [ an. Folglich gelten fiir die inf. Transf. (C, K,,) Gleichungen 
der Form (2). Hieraus schlieBen wir: 

Es gibt mindestens eine inf. Transf. 


L(f) = 0, K(f) + % K(f) +--+ + mKn(f) 
die die Eigenschaft hat, daB nicht nur die inf. Transf. (C, Z) (C, L)---(C,-:L) 
sondern auch noch die inf. Transf. (C,Z) der Untergruppe [ angehdrt. 
Indem wir 6 der Reihe nach = 2,3,---s setzen, zelangen wir offenbar 
zu einer nicht der Untergruppe [ angehérenden inf. Transf. der Gruppe G — 


wir wollen sie mit C,4:(f) bezeichnen — fiir die Gleichungen der Form 
(6,410) = >t? (/) 6=1,2,---s 
v=1 
bestehen. 
§ 14. 


Gruppen, deren Rang gréBer als Null ist. 


Nehmen wir nun an, die Gruppe G sei regulir und ihr Rang sei 
gréBer als Null. Aus der SchluBbemerkung des § 12 ergibt sich, dab 
G mindestens eine regulire Transf. zweiter Art enthalten muB. Es sei 


C,(f) eine solche. 
12 ‘Ad 
—(®e 


Die Determinante 
besitzt nur Elementarteiler erster Ordnung und verschwindet nur fiir 
ganzzahlige Werte von w ($5 und $6). Die Wurzeln der Gleichung 


* a a ---@”. Unter diesen migen i 
P 


unter einander verschiedene vorkommen. ; 
Die Wurzel o =O mége m,-fach, die iibrigen Wurzeln mégen 
m,-fach m,-fach - - - m;-fach auftreten. 
Ich setze zur Abkiirzung 
m,=h,, m,-+-m,=h,, m,-+-m,-+-m,=h,---m, +m. + -- -m; —1 =r —m; =hy_; 
m, + my + --- + m=—r=—h;. 
Die Bezeichnung der Wurzeln sei der Art gewihlt, dab 


4,(@) = A, uw =1,2,---4 








A, (@) = 0 bezeichne ich mit @ 


(1) — kt il ess ce a 
@, == @, = @, — — bad ? 
(1) _— — ass: ame 
[mee "ee OO 
a anal an---an ge” 


Ayytt “hj +2 Ag_ats po 
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Man kann nun r linear unabhingige Wertsysteme 


u®? ul... 4 o=1,2,---r 
der Art bestimmen, daB 
r 
> ey” ue) = o ue 4,o = 1,2,---r 
v=1 
Es ist offenbar zulassig uv” = 1, uo) = u ---u = 0 anzunehmen. Setzen 


wir nun 

K(f) = uP 0,(f) + uP, (A) +--+ UPC) e=12,---7 
— also insbesondere K,(f) = C,(f) — so bestehen die Gleichungen 

(C,K,) = of K, o(f) =1,2,- 

Im folgenden wollen wir, um die ouidnen des § 12 unveriindert 
beibehalten zu kénnen, statt K,(f) K,(f)---K,(f) wieder C,(f) C, (f)---C,(f) 
schreiben, also annehmen, die inf. Transf. C,(f) seien von hudling al so 
gewahlt, daB 
(1) (C, C,) =o” C, (f) g@=1,2,---r 


Diejenigen unter den inf. Transf. C,(f), die zu einer von Null verschiedenen 
Wurzel gehéren, sind regulir von der ersten Art (§ 5). Auch die inf. 
Transf. C,(f) C,(f)--- Cm, (f), die zur Wurzel w = 0 gehéren, kann man 
so wahlen, daB sie regular sind. Wire nimlich etwa C,(f) nicht regulir, 
so miiBten die reguliren inf. Transf. K,(f), aus denen sich C,(f) zusam- 
mensetzen laBt, siimtlich der Gruppe G angehéren. Da aber (C,C,) = 0 
so ist auch (C,K,) = 0 (§ 4), folglich muB sich eine jede der inf. Transf. 
K,(f) als lineare Funktion von C,(f) C,(f)--- Cn,(f) darstellen lassen 
und wir kénnen C,(f) durch eine der reguliren inf. Transf. K,(f) 
ersetzen. 
Es seien 


C.(f) G(f)- > Gf) 


regulir von der zweiten Art, 


Cita (f) Cite (f) «++ Om, (Ff) 
seien reguliir von der ersten Art. 
Es kann der Fall eintreten, daB 7 =m, ist, daB also unter der 
zur Wurzel 0 gehérigen inf. Transf. keine von der ersten Art auftritt. 
Wir diirfen annehmen, da8 in dem System 


U, Cia(f) + Uy C42 (f) + +++ tn, —1 Om, (Ff) 
keine regulire inf. Transf. zweiter Art enthalten sei. Denn andernfalls 
kénnten wir auch noch C,4:(f) durch eine regulare Transf. zweiter Art 
ersetzen. 
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Wir bilden nun die Jacobische Identitat 


(C, (Cy Cz) + (Cp (CoC,)) + (C.(C, C,)) = 0. 
Es ist 
(C,0,) =— oe) C,(f) und (6,0) =o? C,(f) 
also 


(0, (C, €,)) = (a? + 0!) (€, €,). 


Daraus folgt: (C,C,) = 0 wenn a + o nicht Wurzel der Gleichung 
A, (@) = 0 ist. Ist dagegen a + oo gleich einer Wurzel oo dieser 
Gleichung, so lift sich die inf. Transf. (C,C,) als lineare Funktion der 
zu dieser Wurzel gehérigen inf. Transf. darstellen. 

Gehéren C,(f) und C,(f) zur Wurzel @ = 0, so gilt dasselbe fiir 
(C,C,); die zur Wurzel 0 gehGrigen inf. Transf. erzeugen also eine Unter- 
gruppe [,. Sind ao” und 


o 


positiv, so gilt dasselbe fiir ihre Summe; 
die zu positiven Wurzeln gehérigen inf. Transf. erzeugen also eine Unter- 


gruppe [,. Ebenso erzeugen die zu negativen Wurzeln gehdrigen inf. 
Transf. eine Untergruppe [_. 

Ist ao =0 ao +0 so ist o =o. Die inf. Transf., die zu 
Wurzel 0 und die zu positiven Wurzeln gehéren, erzeugen daher eine 
Untergruppe H,, die die Untergruppen [, und [+ umfaBt. Ebenso setzen 
sich die Untergruppen [, und [_ zu einer Untergruppe H, zusammen. 

Beziiglich der inf. Transf. C,(f) haben wir bis jetzt nur vorausgesetzt, 
daB sie regulir von der zweiten Art ist. Wir nehmen nunmehr, um 
Weitlaufigkeiten zu vermeiden, iiberdies an, C,(f) sei so gewihlt, dab 
die Zahl i der verschiedenen Wurzeln der Gleichung A,(@) = 0 méglichst 
groB ist. Unter dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen 


’ a ‘ ¢ 
(2) (C,€,) = a C,(f) @=1,2,---r; A=1,2,---1 
und es ist 

, en ee ory 

On 4 = Og y=1,2,---i—1. 


Nehmen wir einen Augenblick an, die aufgestellte Behauptung sei 
unrichtig. Da die inf. Transf. C,(f) zur Wurzel 0 und die inf. Transf. 
Ci+u(f) (w=1,2,---m,) zur Wurzel w,,,, gehdren, so gelten jeden- 
falls Gleichungen der Form 


My 


(3) (CC, +n) =D) tue Crytn(f) wed, 2+ my. 
x=1 
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Die Determinante 





tux — (Ho MU, *=1,2,--- m, 


besitzt, weil C,(f) reguliér von der zweiten Art ist, nur Elementarteiler 
erster Ordnung (§ 6). Die Werte von a, fiir die sie verschwindet, seien 


® 6® 2. @® 


M41 Parte bya 


Indem wir an Stelle der m, inf. Transf. C,,+,.(f) geeignet gewihlte 
lineare Kombinationen derselben K;,+,,(f) einfiihren, kinnen wir bewirken, 
daB an Stelle der Gleichungen (3) die Gleichungen 

(6, Biin) = gs Byau(f) Ho 120+, 
treten. Die gleiche Betrachtung kénnen wir fiir die inf. Transf., die zu 
einer jeden der verschiedenen Wurzeln der Gleichung A,(@) = 0 gehéren, 
anstellen. Wir gelangen zu einem Gleichungssystem 

(K, K,) = of K, (f) 9 =1,2,---r 
und hier darf — aus Griinden, die bei der Herleitung der Gleichungen 
(1) auseinander gesetzt sind — K,(f)—C,(f) gesetzt werden. Da 
(C,C,)(f) = 0 ist, so darf iiberdies K,(f) = C,(f) angenommen werden. 

Wir haben eine jede in den Gleichungen (1) auftretende inf. Transf. 
C,(f) durch eine lineare Kombination von inf. Transf. ersetzt, die zur 
selben Wurzel der Gleichung A,(@) =O gehéren. Daraus folgt, daB 
bei den angewendeten Substitutionen die Form der Gleichungen (1) un- 
geiindert bleibt, d. h. es gelten die Gleichungen 


(K, K,) =o) K, (f) o> 1, 2,- eo 
Da die inf. Transf. zweiter Art C,(f) und C,(f) vertauschbar sind, so ist 
auch L(f)=wuC,(f) + vC,(f) eine regulire inf. Transf. zweiter Art, 


sofern « und v ganze Zahlen sind (vergl. § 6 Hilfssatz 2). Fiir diese 
inf. Transf. bestehen die Gleichungen 

(LK) = (ueo,” a vor) K, (f) o=1,2,---r. 
Man kann nun die ganzen Zahlen w und v so wihlen, dab 

u ot pe vay” + uo + vo” 0,6=1,2,---r 
auBer wenn 

a = o und of = a”), 
Da nach Voraussetzung die inf. Transf. C,(f) so gewahlt ist, daB die 
Anzahl der verschiedenen Wurzeln der Gleichung A,(@) = 0 méglichst 
® — 6 so oft wo” (1) 


groB ist, so ist jedesmal a 4 , =e, ist. Wegen 
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K,(f)=G(f) Ki(f) = G(f) und (G0;) =0 


ist a = 0 also auch 


at) = a” om ++) ome 0 == (). 

Auf Grund des eben Bewiesenen kann man offenbar K,(f) = C,(f) 
setzen. Damit ist die Richtigkeit der Gleichungen (2) und der zugehérigen 
Zusitze bewiesen. 

Die oben gemachte Bemerkung, daB (C,C,) =0 wenn nicht 
of +o = einer Wurzel a der Gleichung A,(@) = 0 ist, laBt sich 
nun dahin ausdehnen, daB (C,C,) = 0, wenn nicht gleichzeitig die Glei- 
chungen a” + ao” = a”) fiir 4 = 1, 2,---2 bestehen. 

Die inf. Transf. C,(f) C,(f) --- Ca(f) sind paarweise vertauschbar, 
sie erzeugen eine Untergruppe [,. 

Die m, inf. Transf. C,(f) C,(f)---Cn,(f) erzeugen die Untergruppe [,. 
Die / ersten inf. Transf. sind regulir von der zweiten Art; dieselben sind 
mit allen inf. Transf. von [, vertauschbar. Daraus folgt: die m, — 1 inf. 
Transf. C,4:(f) Ci4e(f)--- Cn,(f), die simtlich regulir von der ersten 
Art sind, erzeugen eine Untergruppe [,” der Ordnung m, —/.*) Diese 
Untergruppe ist regulir, weil sie von regularen inf. Transf. erzeugt wird, 
und sie hat den Rang Null, weil sie keine reguliire inf. Transf. zweiter 
Art enthiilt. 

Bilden wir — unter ¢+1 €:+42°--@m, verfiigbare Parameter verstehend — 
die allgemeine inf. Transf. der Gruppe [,” 


K(f) = e141 Craa(f) + e142 Cr4e(f) + +++ + em, Cn, (Ff). 
Ist w eine Zahl aus der Reihe h, + 1, hy + 2---hy41, 80 ist 


my, m hy 4y 
(KC)— > (6)—- > > s*a6.(0. 
asi A=I+1 x=h,+1 


Wir bestimmen nun die inf. Transf. 


hy 44 
K'(f) = Sm. (f) 
w=hy+1 
der Art, dab (KK’)=@ K’'(f). 
Die GréBe w ist durch die Bedingung bestimmt, daB die aus den 
Elementen 





*) § 6 Hilfssatz 3. 
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ra — (8) o= > ei e,— (2) © Qo hy + Lhe + 2+ Ig 
ast+1 

gebildete Determinante D(@) verschwindet (vergl. § 12). 

Da nun K(f) regulir von der ersten Art ist, so kann die Glei- 
chung (KK’) =o K’(f) nur bestehen, wenn o = 0 (§ 5). 

Die Gleichung D(w)—=0O kann also keine von Null verschiedene 
Wurzel besitzen. Es ist daher fiir beliebige Werte der Parameter e der 
Koeffizient von (—@)"”—* 


hy+my hy-+my, 
> %a0=0 also > &° = 0 fir A=1+1,1+2,---m,. 
o=h,+1 o=h,+1 


Dies gilt auch fiir m,—=1. Ist m,>2, so ist ferner de Koeffizient 


lil 
my—2 


von (—@) 


hy+m, hy+m, hy-m, hy+m, m, m 
1 ’ , 1 Ao ma 
—= > > Yeo Vogp=— 5 > > > > ee & e, =. 
C=h +1 o=h,41 Q=h, 1 omy At p=i4+1 
Folglich 
hy tm, hy +m, 


= > aff = 0 fiir Aju =1+1,142,---m,. 
O=h,+1 o=h,+1 
Endlich ist, weil die Unterdeterminante [,” den Rang Null besitzt 
ee ef = 0 fir A= 1+ 1,142,---m,, 
e=i+1 o=i41 


§ 15. 
Einfache Gruppen. 


Wir nehmen nunmehr an, die regulire Gruppe G sei einfach.*) Thr 
Rang ist dann jedenfalls gréfer als Null, da ja jede Gruppe vom Rang 
Null zusammengesetzt ist (§ 13). Es diirfen ferner, wenn 4 eine Zahl 





*) Ich méchte beiliufig bemerken: jede lineare Gruppe, die einfach ist, ist auch 
regulir. Es beruht dies auf dem Satz: enthiilt eine lineare Gruppe iiberhaupt regu- 
lire inf. Transf., so erzeugt die Gesamtheit derselben entweder die Gruppen selbst 
oder eine ausgezeichnete Untergruppe derselben. Jede Gruppe, deren Rang gréBer 
als Null ist, enthilt sicher reguliire inf. Transf., denn sie enthilt zweigliedrige Unter- 
gruppen, zwischen deren erzeugenden inf. Transf, K(f) K’ (if) die Beziehung besteht 

(KK’) =o K'(f) wo o+0 
und hier ist K’(f) regulir von der ersten Art. 
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aus der Reihe 1,2,---J bezeichnet, nicht gleichzeitig die GréBen 


ao” a ves o® verschwinden, denn andernfalls wire die inf. Transf. 


Ci(f) mit allen inf. Transf. der Gruppe vertauschbar, erzeugte also eine 
ausgezeichnete Untergruppe. Aus derselben ergibt sich, daB nicht alle 
aus der Matrix ’ 


(1) _ (1) (1) 
a, @, eos a, P 
(2) (2) (2) 
a, @, a ea a, ° 
© ® 

a, a, coe a, 


gebildeten Determinanten der Ordnung / verschwinden diirfen. 
Betrachten wir die charakteristische Determinante der Gruppe 
(—1Y4(@) = a” — ¥,(¢)@’"—* + ¥,(e)0"—? — 


Die lineare Form y,(e) ist den inf. Transf. 


nN=>> £76, FL eo =1,2,---r 


o=1 x=1 
gegeniiber invariant (§ 12). Wenn also diese Linearform nicht identisch 
verschwindet, so bestimmt die Gleichung 7,(e) = 0 eine ausgezeichnete 
Untergruppe (§ 10). Da die Gruppe G einfach ist, so verschwindet dem- 
nach y,(e) identisch. 
Auch die quadratische Form y,(e) ist den inf. Transf. E,(f) gegenitiber 
invariant.*) Aus der Gleichung E,(¥2) 0 folgt durch Differentiation 


nach e: 
st) 3? 7 = 
E, (52 ye @ 4m 1,2,---9 


x=1 
Das Gleichungssystem = oe =0 (A=1,2,---r) ist also den inf. Transf. 


E,(f) gegeniiber invariant, thle also — sofern es Lésungen besitzt — 
eine ausgezeichnete Untergruppe. 

Es folgt: die quadratische Form y,(e) muB entweder vollstindig sein 
oder identisch verschwinden. Es wird sofort nachgewiesen werden, dab 
die letztere Alternative auszuschlieBen ist. 

Da y,(e) verschwindet, ist (§ 12) 


¥%,()=—— Fs > Pie Vag WO Yoo Se ey ey 


e=1 0= A=1 


*) Beziiglich der im folgenden durchgefiihrten Untersuchung der Form 4», (e) 
vergl. Cartan a. a. O. Cap. IV. 
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Setzen wir 


¥,(€) => Pru lp 


hy, "= > pyr aa Au =1,2,---9 


e=1 o=1 


also 


Nun ist <4? = 0 auBer wenn o) = a +o? fiir r= 1,2,---1. Damit 
pa» von Null verschieden ist, ist also erforderlich 


a _(s) (7) (©) _. fe) (2) 
ao, =o, +o, und o =o, +, 


a” +4 ol? 
Ist w”, also 4 eine Zahl aus der Reihe 1, 2,---a,, so ist P,, = 9 
wenn nicht die Zahl w derselben Reihe angehért. 
Die quadratische Form y,(e) ist demnach die Summe zweier quadra- 
tischer Formen y,'(e) und y,"(e); die erste derselben enthalt nur die 


Variabeln e, @ +--+ €»,, die zweite nur die r — m, iibrigen Variabeln. 
Wahlen wir fiir 4, u Zahlen der Reihe 1,2,---J1, so ist, da 


de _ (@\ hoa ) (u) 
é, ( °) @, und & ( 6)? 


Da a” aw) an o” ganze Zahlen bedeuten, die nicht alle gleich Null 
sind, so ist jeder der Koeffizienten p,, von Null verschieden. Die quadra- 
tische Form 7,(e) verschwindet also nicht identisch. 

Geben wir unter der Voraussetzung m,>J1 A einen der Werte 
1, 2,---7; w einen der Werte 7+ 1,1-+ 2,---m 


Es ergibt sich 
Q) 
Yip = > ©, ar 


e=1 
Wegen 
ee 
0; = @, = =O. = (), 
o” @ —— ome — 
a el vy =1,2,---—1 


kénnen wir diese Gleichung auch in der Form schreiben 


i—1 hy 
ae (4) Me 
m=) S| 


vesl e=hy+1 





308 L. Maurer. 


Demnach ist p,, = 0 fiir A= 1,2,---1; w=1+4+ 1,14 2,---m,.*) 

Es seien nun 4 wed w Zahlen aus der Reihe / + 1,1-+ 2,---m,. 
Alsdann ist «“° — 0, wenn @ eine Zahl aus der Reihe 1,2,---1 ist. Ist 
@ eine Zahl aus der Reihe 7+ 1, 1+ 2,---m, oder eine Zahl aus der 
Reihe h, +1, h,+2,---hy41 (v=1,2,---i—1) so ist, damit <° 
nicht verschwindet, erforderlich, daB die Zahl o jedesmal derselben Zahl- 
reihe angehért. Demnach ist 


m, m i—1 Aya hy 4a 
re. 20 mo 4o mo 
rm Bete 2 att: 
e=!+1 o=!+1 v1 ge=h,y+1 o=h,+1 


Die Betrachtung am SchluB| des vorigen Paragraphen zeigt, daB p,,, = 0. 
Damit ist unter der Voraussetzung m, > 1 bewiesen: p,, = 0, wenn eine 
der Zahlen 4, uw der Reihe 1+ 1,/-+2,---m, angehért. Da y,(e) eine 
volistandige quadratische Form ist, so folgt m,—/. Die im vorigen 
Paragraphen mit I,” bezeichnete Untergruppe reduziert sich auf die identische 
Substitution. 

Nehmen wir nunmehr an, die beiden Zahlen A, w seien gréBer als m,. 
Damit p,, von Null verschieden ist, ist erforderlich 


of + a —0 (cx =1,2,---1). 


Es gehért also zu jeder Wurzel a” eine ihr entgegengesetzt gleiche 


© ——,. Da (C,C,) mr Wurzel 0 gehért, so ist 


Mu 
(2) (Cr Cu) = &€, (1) + 2G (f) +--+ a G(f). 
Es handelt sich nun darum zu untersuchen, ob alle / Konstanten e 


gleichzeitig verschwinden kénnen. 
Nehmen wir an in der Reihe der GréSen 


@ 


o® —@ o@ —20” o” — 30... 
¢ ¢ ¢ 


sei o yoy die letzte, die Wurzel der Gleichung A,(@) = 0 ist. 


In der Reihe der GréBen 


(1) (1) (1) @) _ (1) (1) 
@, @,°, + 2@,", @, + 30," --- 

- (1) (1) : . . . 
a el die letzte, die Wurzel der Gleichung A,(w) = 0 ist. 


Ks sei ferner die Bezeichnung der Wurzeln so gewiahlt, daB 
(1) —_ ee. (1) ae (1) (i) (A) 
a, +o, = @,, 9, +a, = OO, +a, = Oar: 





*) Vergl. den SchluB des vorigen Paragraphen. 
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In dem Fall, daB etwa wo! + (x—1)o;” =0 hat man os durch 


Null zu ersetzen. Fiir die folgenden Uberlegungen macht das keinen 
Unterschied. 


Es ist nun 
Ay 4 
(3) (GG)=> eh C(f) fir 6b +1, bya + 2,---h, 
— — ws 
(C,C,)=90 fir oho +1, he +2,--- hors 
Ferner ist wegen a =— a 
Aya 
(4) (Cur) =>) &°C.(f) fir 6 = Iga tly Inga +2,--- tgs 
x=hy+1 


y=1,2---a—], 
(C,Cs)=90 fir oh, +1, h, +2,---hy. 
Wir bilden nun die Jacobischen Identititen 
(5) (Cu(CxC,)) + (Cx(Cu Cad) + (Cu(Cu Cr) = 0. 
Es ist 


t i 
(Co(CaC.)) = > ee(Co Cx) = — >? oP? ex Ca (1). 
1 x=1 


«= 


Ferner ist, wenn @" = ao fir vy = 2,3,---a 
bd v+1 


hy hy hy 4a 
(CaCuCo)) => (Al) = > >! kl OP). 
xu=hy +1 xshyytl ¢=hA,+1 


Fir @! = @) wird (C,C,) = 0 also auch 


(Ca(CuCo)) = 0. 


Fir o = oF ist weiter (v = 1, 2,---«— 1) 
hy t2 hy +9 yt 
(Cu(CoCd) =— >) eh" (C.C)=— DS) DS! eel O(f). 
x=hypy+l x=hyy yl t=hy+1 


Hierzu kommt 
(C,(Co C,)) = 0 
wenn 
(1) (1) 
oo = Oras 
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Wir fiihren die ausgerechneten Werte in die Gleichung (5) ein, setzen 
den Koeffizienten von C,(f) gleich Null und geben, wenn 


mo a 
._=- hy+1 


ist, o der Reihe nach die Werte 


h, +1, hy +2, -- +, Ryo 
und addieren. Wir erhalten: 


i ha hy 
a / 
(6) m, yo? e, = — > > ex", 
2 
x=1 o=h+1 x=—h,+1 
oa” =< oo” 
6 hy 
I yt hy Iya hy te 
(x) eer uo ax Ao x 
My +1 of = > > ae, > > at ag 
x=1 o=h,+1 x=h,_j+1 o=h,+1 x=hy yt 
ao” _— ao” 
sd hy ty 
¢ 
ous %,8;:-,0—1 
i Ihett he 
= (x) — > > MO Ax oe 
Ma+-1 ad eS he é, é, ®, ate, 
x=1 o=h,+1 x=he +1 


Vertauscht man in den rechts an erster Stelle stehenden Doppelsummen 
die Summationsbuchstaben x und 6, so erkennt man daf eine jede dieser 
Doppelsummen gleich der in der vorhergehenden Gleichung an zweiter 
Stelle stehenden Doppelsumme ist. 

Nehmen wir an, daB die in (2) auftretenden GréBen e, e, ---¢ alle 
verschwinden, dann ergibt sich 

hy 41 hye 

(7) e ef? * (0) fiir aa - v=1,2,--,¢ 


x “o hy+1 
o=h,+1 x=hyy tl 


Kehren wir nun zu dem in y,(e) auftretenden Koeffizienten 


a) ru De 

o=1 x=1 
zuriick. Wir fassen alle die Glieder von p,, zusammen, die der Bedingung 
geniigen, daB @” einen festen Wert hat. 


De at,,. Es ist dann e? —0, wenn nicht x einen 
o vt x ? 


der Werte hi4i+ 1, hai +2,---+, dy42 hat. Demnach ist die 
Summe der in Rede stehenden Glieder von p,, gleich der linken Seite 
der Gleichung (7) also gleich Null. 


Sei etwa 








n 


— 
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Demnach ist p,, = 0, wenn (C,C,) = 0. 


Unter den inf. Transf, die zur Wurzel o° = — ow gehiren, mub 
? “ a g ? 


es folglich mindestens eine geben — etwa C,(f) — fiir die (C,C,) nicht 
verschwindet, denn sonst kiime e, in der quadratischen Form ¥y, (e) 
nicht vor. 

Wir setzen nunmehr voraus, daB in den Gleichungen (2) die GréBen 
€,@ +++ nicht gleichzeitig verschwinden und ziehen aus der Gleichungen 
(6) noch eine weitere Folgerung. 

Wir haben diese Gleichungen unter der Voraussetzung abgeleitet, 
dass oy a= a” nicht Wurzel der Gleichung A,(@) = 0 ist. Lassen 
wir diese Voraussetzung fallen, so kann man die erste der Gleichungen 
(6) nicht mehr beweisen, aber die iibrigen bleiben in Geltung. 

Nehmen wir nun an es sei 


(x) (x) - 
o =a, fir «=—1,2,---,], 


demnach auch 
(*) o” -_ o” 


a, + ad _— hy * 


Zu den in Geltung gebliebenen Gleichungen (6) tritt nun noch die 
on 


ae I he hs 
(x) mie MO an AG ux (1) a” 
My, ; @,. é, => > > & &§% é&, &% a @,.° 
x=1 o=h,+1 x=1 6=h+1 x=hg+1 


Addieren wir diese simtlichen Gleichungen, so ergibt sich: 


I I 
ao” uo Ax 
Fda kee S ere 
: v=al x=1 6=h+1 x=1 
Nun ist 
(*) (x) gla (x) wa 
oO, 4,= oy, (x = 1,2,---,)), ~~ (4) oe, & =—s) 
folgl. 
a t 
o” aa () 
> > vm, , 6 = : @, é, 
y==1 x=] x=1 
oder 
a 
v=1 x=1 


Man iiberzeugt sich leicht, dab 


l 
n= > af 6, +0. 


x=1 
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Setzen wir nimlich 
i 


K(f) = > «6 (f); 


x=1 


so bestehen die Gleichungen 
(KG)=1G(f), (KC.)=—aG.(f), (GC.) = K(f). 


Aus dem Hilfssatz (3) des § 6 ergibt sich, daB diese Gleichungen nicht 
bestehen kénnen, wenn y = 0 ist. 
Demnach ist 


a 
Zz Ym, +1 = 1 
v=1 


folgl. a=1, m=—1. 


Die Gleichung A,(@)—0O hat also, abgesehen von der A-fachen 
Wuarzel o =0, nur einfache Wurzeln. 

Die Anzahl i—1 der von Null verschiedenen Wurzeln ist gerade, 
weil mit a auch — oo Wurzel ist. Sei i=2k+1 also r=1+2k+1. 


Ich denke mir die Bezeichnung der Wurzeln nunmehr so gewahlt, dab 


I ® _  &) 
o =a, = =a, =0 und 492 = — Mi ea-1 
fiir A=1,2,---,k; «x=—1,2,---,l, 


(1) (1) 

i++ 2a— M423 
Es bestehen nun Gleichungen der Form 
t 


(Ci422-1 i422) = (f= > arG(N, 4=1,2,--5% 


x=1 


und zwar mége @ , positiv, negativ sein. 


(Ka CQi422—1) = mCizeai(f), Ka Gi4e2) = — mCizaa(f). 


Die hier auftretenden GréBen 


ss . (x) 
_ Zz 1e 424-1 


sind simtlich von Null verschieden. Indem man die inf. Transf. 
Ci422—1(f), Cizpa(f) mit passenden Konstanten multipliziert, kann man 
erreichen, daB diese Konstanten y, simtlich den Wert 2 erhalten. 

Die 3 inf. Transf. Ki (f), Cize2.—1(f), Cizer(f) bilden ein Tripel 
(§ 7). Jede ganze Funktion, die zweien dieser 3 inf. Transf. gegeniiber 
invariant ist, ist auch gegeniiber der dritten invariant (§ 8). 

Daraus folgt: Jede ganze Funktion, die gegeniiber den C +k inf. 
Transf. 


(8) Cf), C,(f) | Cf), C41 (f), Ci+3 (f) sets Ci42x—1 (f) 
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invariant ist, ist auch den inf. Transf. 
Ci42(f), Gia(f) >>> Cee (f) 
gegeniiber invariant. 
Nun erzeugen die inf. Transf. (8) eine Untergruppe H,, die sich aus 
den Untergruppen [, und f, zusammensetzt (s. den vorigen Paragraphen). 
Jede ganze Funktion, die der Untergruppe H, gegeniiber invariant 
ist, ist auch der Gesamtgruppe G gegeniiber invariant. 


Tiibingen, den 30. Januar 1900. 
(Fortsetzung folgt.) 


Mathematische Annalen. LVLI. 21 











Uber Zerlegung von Rechtecken in Rechtecke. 
Von 
M. Dexn in Minster i./W. 


Im folgenden soll ein einfaches und doch recht allgemeines Problem 
der Geometrie eine erste Behandlung erfahren. Zu der Fragestellung leitet 
uns folgende Uberlegung: Jedes ebene Polygon laBt sich, wie leicht ersicht- 
lich, aus rechtwinkligen Dreiecken zusammensetzen, also aus Gliedern 
einer zweigliedrigen Schar von Polygonen. Es entsteht die Frage: 
gibt es eine eingliedrige Schar von Figuren, etwa Dreiecken, aus deren 
Gliedern sich jedes Polygon zusammensetzen liBt? Diese Frage ist héchst 
wahrscheinlich zu verneinen. Im folgenden soll nun ein besonderer Fall 
erledigt werden, der uns den Satz liefert: Aus den Gliedern einer ein- 
gliedrigen Schar von Rechtecken liBt sich nicht jedes Rechteck zusam- 
mensetzen (genauer: lift sich wieder nur eine eingliedrige Schar von 
Rechtecken zusammensetzen). Wir werden spezielle Fille, in denen die 
Giiltigkeit dieses Satzes sich ziemlich leicht ergibt, und die doch andrer- 
seits die Methode zur Erledigung des allgemeineren Falles zuginglicher 
machen, vorausschicken. 


1. 
Analytische Formulierung. 


Wir gehen von der Bemerkung aus, daB sich jedes Rechteck nur so 
in Rechtecke zerlegen laBt, daB die Seiten der Teilrechtecke je der einen 
oder anderen Seite des groBen Rechtecks parallel sind. Dies ergibt sich 
sofort, wenn man mit der Zusammensetzung in einer Ecke des groBen 
Rechtecks beginnt. Durch die ,,Ausfillung“ einer Ecke durch ein Recht- 
eck hinterbleibt ein noch auszufiillendes Polygon mit nur solchen Winkeln, 
deren Schenkel den Seiten des groBen Rechtecks parallel sind. Durch 
Ausfiillung einer Ecke dieser Figur durch ein Rechteck entsteht eine neue 
Figur von derselben Beschaffenheit usw., so daB die Richtigkeit der Be- 
merkung einleuchtet. 
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Sei nun eine Zerlegung des Rechtecks mit den Seiten 2 und y, in 
Rechtecke mit den Seiten x, und y,, 2, und y,---, 2, und y, vor- 
gelegt, wobei die Seiten 2, der Seite x, die Seiten y, der Seite y, parallel 
sind. Seien 

U(X, 2, +++ X,) =O (Yor M1 °** Yn) = 9 


(4%, X, +++ %,) =O und S, B(Yo» %°°°Y,) =O 





8, 


diejenigen homogenen, linearen, ganzzahligen und von einander unabhiingigen 
Beziehungen, die zwischen #,, 7,---%, und zwischen yp, y,---y, bestehen. 
Es befriedigen diese GréBen ferner nach Voraussetzung die Gleichung 


(I) LoYo = Ly + Leo +++ + LpYy- 

Aus der speziellen Eigenschaft aber der GréBenpaare 2,, y,;---%,,¥,, daB 
die aus ihnen gebildeten Rechtecke das Rechteck 2, y, einfach und 
liickenlos tiberdecken kénnen, folgt nun: 

Satz 1. Jedes System von Werten 2, Yo; 2, %13° °°! ay Yn» Gas 
die Gleichungen 8S, und S, befriedigt, erfillt auch die Glei- 
chung (I). 

Zum Beweise lassen wir zwei Seiten des in die Rechtecke 2,, y,;--- 
zerlegten Rechtecks 2), yy) zusammenfallen mit den positiven Achsen eines 
Koordinatensystems und zwar die Seite von der Liinge y, mit der y-Achse. 
Dann ist jedem der Eckpunkte jedes Rechtecks x;, y, ¢in Koordinatenpaar 
zugeordnet, das wir je nach der Wahl des Eckpunkts mit x; 4, 9; 9; %,1, Yi,03 
Xo, Yi, und %,,,Y;,, bezeichnen, wo 

Ley = Lot Xs Vir = Vio t+ M1 
ist. Jede der GréBen «,, und 2, kann, wie leicht ersichtlich, auf mannig- 
fache Weise als Summe von GréBen 2,, 7,,---, jede der GréBen y,, und 
y;, ebenso als Summe von GréSen y,, y,,--- dargestellt werden. 

Fiihren wir nun zuniichst statt des gegebenen GréBensystems 2), 7, - ++, 
Yo. Yi" eim neues Z, Z,---, Yo ¥y*** ein, in dem wir, wie schon die Be- 
zeichnung andeutet, nur die GréBen x,--- abgeaindert haben und zwar 
so, daB auch die abgeiinderten GréBen Z,--- die Gleichungen S,, befriedigen. 
Wir wollen ferner diese Verinderung als so klein annehmen, da wie 
die GréBen 2,--- so auch die GréBen Z,--- simtlich positiv sind. Wir 
ordnen nun den Punkten 2; 9,93 V1) Yio} Vio» Yi13 Tir» Yi SOlche neue’ 
Abscissen Z,5,Z,, zu, wie sie sich durch Kinsetzung der neuen Gréfen 
&,--- in die Darstellung der alten Abscissen durch die alten GréBen 
%,--- ergeben. Zunichst ist diese Zuordnung eindeutig. Denn war 
vorher etwa: 


Lig = yh +h te = +H te: 


21* 
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so wird jetzt: 
Ei9 =F, +8, ++:-=F +%,4+--- 

weil die GréBen %,, Z,,---, Z,,%,,--- nach Voraussetzung die simtlichen 
ganzzahligen linearen Beziehungen, die zwischen den 2 , %,, ++, %,, %,5°*° 
bestehen, ebenfalls erfiillen. Es ergibt sich ferner, daB 
: Ly = Zio + &; 
ist. Denn war 

Lig=XhtUt-::; 
so ergibt sich fir z,, die Darstellung: 

Ly = yt X+-+-+%;. 
Also fiir die neuen Werte: 

Zig = Xt U+--:; 


ee B= E,+8,+---+%,. 
I araus: 


Vir — To = Ue 
Aus den Rechtecken mit den Seiten x, und y, werden demgem&8 Recht- 
ecke mit den Seiten Z, und y;, welche gegen die friiheren lediglich nach 
rechts oder links verschoben und in ihrer Breite abgeindert sind. Sie 
sind aber weder nach unten oder oben verschoben noch in ihrer Hohe 
verandert. Daraus ergibt sich unmittelbar: Fielen die Basen (zu der Seite x, 
parallelen Seiten) zweier Rechtecke vor der Abianderung in eine Gerade, so 
liegen sie auch nach dieser in einer Geraden. Aber wir kénnen auch leicht 
schlieBen: Fielen die Héhen zweier Rechtecke vor der Abianderung in eine 
Gerade, so liegen sie auch nachher in einer Geraden. Denn war etwa: 


0 = X,o 
und: 
Lio = %, + t**, 
Lpo=%, + %, +++ *, 
so folgt: 


Hirth te=&t+uat:-:-: 
Dann ist auch: 
Lig =X, +2, +---, 
Lro=%, + Z,+---, 


#, +@,+-:-=&,+8%,+-: 
Also auch: 


Zio i Lio 
und auch die Héhen mit den neuen Abscissen x, und 2, , liegen in einer 
Geraden. : 

Damit ist die Liickenlosigkeit der Bedeckung des Rechtecks Z,, yy 


mit den Rechtecken Z,, ¥,; Z, Y;--- gewahrleistet. Wir haben noch die 
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»Hinfachheit* dieser Bedeckung nachzuweisen. Angenommen nun, zwei 
Rechtecke mit den Ecken 2,,4,,--- und % 9% 9°: gingen durch die 
Abiinderung in die Rechtecke Z,o,y,9--- und %,5,Y,9°:- tiber, die 
iibereinandergriffen. Da die Abiinderung die Rechtecke nicht nach oben 
oder unten verschiebt, auch ihre Héhen nicht veriandert, so miissen diese 
beiden Rechtecke so liegen, da sie durch eine Verschiebung parallel zur 
a-Achse zum Ubereinandergreifen gebracht werden kénnen. Ist etwa 
%;,9 > %,;, dann muB, wenn die Abinderung die Rechtecke tibereinander- 
schieben soll, jedenfalls 7,, > Z,, sein. Es sei nun 
Ting = Uy +L, +2, +++, 

wo «,,2,:+- Grundlinien von Rechtecken zwischen den Rechtecken 2, 
und x, bedeuten. 

Es folgt: 

Zig = Xyy~ t+ Utz, +---. 
Also da nach Voraussetzung auch alle abgeainderten GréBen positiv sein 
sollen: 

Eig > %,1- 

Also ist ein Uhbereinandergreifen der abgeinderten Rechtecke Z,, Z,; 
Fi, %3 °°} Fy, wnmbglich und wir haben damit nachgewiesen, daB 
Ey, Yq Von %,,4,,-°- einfach und liickenlos iiberdeckt wird. Folglich be- 
friedigen Z,, Y%>; %,, 4,3 --- auch die Gleichung (I). 

Veriindern wir jetzt auch die GréBen y,--- und stellen die analogen 
Betrachtungen an, so ergibt sich: Jedes System von lauter positiven 
GréBen Z, Jo; Z,91;-*- das in S, und S, fiir x, yo; 2%, y,3--- eingesetat 
diese Gleichungssysteme befriedigt, erfiillt auch die Gleichung (I). Weil 
aber die Gleichungen S, und S, linear sind und die Gleichung (I) eine 
analytische ist, so kénnen wir die Voraussetzung der Positivitaét (die wir 
zur Erleichterung der geometrischen Betrachtung eingefiihrt haben) fallen 
lassen. Wir lassen jetzt die Striche iiber den 7), ¥, weg, indem wir uns 
die zunichst fest gegebenen GréBen 2, y, variabel denken und erhalten 
den Satz 1. - 

Man kann diesen Satz auch geometrisch deuten: Die lineare 
Mannigfaltigkeit, welche im Raume der 2, Y%, %1,%,°°*) Lay Yn 
durch die linearen Gleichungssysteme S, und S, bestimmt wird, 
liegt auf der quadratischen Mannigfaltigkeit, die durch (I) ge- 
geben ist. 

Soll es also méglich sein, aus den Rechtecken mit den Seiten 
45443 °°*} yy, ein Rechteck zusammenzusetzen, so miissen zwischen 
diesen GréBen gewisse lineare ganzzahlige Beziehungen bestehen, welche 
von der Art sind, wie sie aus S, und S, durch Elimination von 2 und y, 
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entstehen. Wir wollen nun im folgenden besondere Klassen von Rechtecken 
betrachten. Aus ihnen werden durch jene Bedingungen gewisse Unter- 
klassen ausgeschieden, deren Glieder imstande sind mit einander Recht- 
ecke zusammenzusetzen. Diese werden hiaufig wieder derselben Unter- 
klasse angehdren. 


2. 
Die einfachsten Beispiele. 
a) Rechtecke mit kommensurabelen Seiten. 
Sei etwa: 
Y%. = 11%) Ya = 1p %qy °° °r Yn = 14%: 

Setzen wir diese Werte von y,---y, in die Gleichungssysteme S, und S, 
sowie in die Gleichung (I) ein, so ergibt sich: 

Soll es méglich sein aus den Rechtecken y,, 2,;---; y,, 2, ein Recht- 


eck, etwa mit den Seiten z und y,, zusammenzusetzen, so muB jedes 
Wertesystem x, %,,--+,%,, welches 


l, (ao, Yor Xy> %qy***y Ly) boi 0, 


Fj ly(%p, Yor Hy, Xqy***, Ly) 7 0, 


das System aller ganzzahligen Beziehungen zwischen 2, yo, %,,+--,%,) be- 
friedigt, auch die Gleichung: 


(1) LyYo = 1, %,7 + rya_? +---+ 7,22 
erfiillen. Setzen wir in (1) 2 = — y, so ergibt sich, 
Ty = Yo =X — 1, =--- = 4,=0 


als einziges reelles Wertesystem, das diese Gleichung erfiillt. Dieses 
Wertesystem ist demnach auch das einzige, welches die Gleichungen S und 
die Gleichung x) = — y gleichzeitig befriedigt. Daraus folgt aber, dab 
S aus n+ 1 Gleichungen bestehen muB. Denn aus weniger als » + 2 
linearen Gleichungen zwischen »+ 2 Variabeln kann niemals das identische 
Verschwinden aller Variabeln gefolgert werden. Da nun der Fall, daB 
eine der GréBen 2, Yo, %,,-- +, x, verschwindet auszuschlieBen ist, so folgt, 
daB diese GréBen alle zu einander in rationalen Verhiltnissen stehen. 
Wir haben also den Satz: 

LaBt sich aus einer Anzahl von Rechtecken ein Rechteck 
zusammensetzen und stehen die Seiten jedes einzelnen der Teil- 
Rechtecke in rationalem Verhialtnis zu einander, so stehen die 
Seiten simtlicher Teil-Rechtecke untereinander und mit den 
Seiten des zusammengesetztenRechtecksinrationalem Verhiltnis. 
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Als Spezialfille von diesem Satz wollen wir folgende erwihnen: 

Ein Quadrat laBt sich nur in Quadrate mit kommensurabeln 
Seiten zerlegen. Legt man also in eine Ecke eines Quadrates ein 
Quadrat, dessen Seite nicht kommensurabel ist mit der Seite des groBen 
Quadrates, so liBt sich der iibrig bleibende Teil des groBen Quadrates 
auf keine Weise in Quadrate zerlegen. 

Ein Rechteck mit nicht kommensurabelen Seiten laBt sich 
nicht in Quadrate zerlegen. 


b) Rechtecke mit Seiten, die in vorgegebenem Verhiltnis zu 
einander stehen. 
Sei 
Yr = UX, Yo = Mg%q,°* *> Yn = Ay, 

WO 44, M,,°+-*, a, irgend welche positive Zahlen sind. Setzen wir diese 
Werte von y,---y, in S,, S, und (I) ein, so ergibt sich: 

Angenommen, es lift sich aus den Rechtecken mit den Seiten «, 
und y,, % und y,-+--, #, und y, ein Rechteck, etwa mit den Seiten 2, 
und ¥), zusammensetzen und sei: 


1, (a) Yor Uy, Uys ***, Z_) =O, . 
S Is(%o; Yor My» %gy***y Ip) = 0, 


das System aller solcher linearen homogenen Gleichungen zwischen 2, y%, 
X,°**,%_,, in denen die Koeffizienten von 2%, y¥, 2, +--+, 7, beziehungs- 
weise von der Form: 


Tor Gor "1H O14, Me F Oey +> Te + MnOn 

sind, WO 1, Qo) 71> Qi) °° "> “ny Qn Yationale Zahlen sind. Dann muB jedes 
Wertesystem 2), Y%,%,,+**,%,, das S befriedigt, auch die Gleichung 

Ly Yo = 4,2, + aya? +--+ + 4,07 
befriedigen. Setzen wir jetzt wieder 7 = — yo, so erhalten wir aus dieser 
Gleichung 

y= Yo = 1, = %,=--- = 4, =0- 
Folglich mu8 S wieder aus »+ 1 Gleichungen bestehen und es ergibt sich: 

Yo = AyXo} Ty = hy Xy, Ly = hyXy, ++, X, = hyp. 

Zu jedem Werte x, gehért also nur ein einziges Wertesystem 2), 2,,--:, 2,3 
Yoo Yiy***y Yq» Ferner ist bemerkenswert, daB die GréBen ay; k,, ky,---,k, 
rationale Ausdriicke in a,,---,a, mit rationalen Koeffizienten sind. Die 
so erhaltenen Resultate kénnen wir in folgende Formen bringen: 
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1) Sei ein Rechteck x,y, vorgelegt, das in die Rechtecke 
Ly Ys Ver Yeh ** 3 %qy Y, Geteilt ist. Dann ist: 


%  R(% % .., % 
Yo fe — n)> 


wo R eine rationale Funktion der Argumente mit rationalen 
Koeffizienten bedeutet. 

2) Betrachten wir die unendliche Reihe von Scharen von 
Rechtecken, deren Seitenverhaltnisse vorgegebene Werte 


My, Mg, °**y Myy°> 


haben. Dann laBt sich a) aus den Rechtecken dieser Scharen 


nicht jedes Rechteck zusammensetzen, vielmehr muB das Seiten- 
verhiltnis dieses Rechtecks sich rational mit rationalen Koeffizienten durch 
eine endliche Anzahl von GréBen aus der Reihe a,, a.,---,a,,-++ aus- 
driicken lassen. Es gibt also wieder nur eine abzahlbar unendliche An- 
zahl von Scharen von Rechtecken, die sich so zusammensetzen lassen. 
b) Zu einem bestimmten Rechteck einer jener Scharen mit nicht 
verschwindenden Seiten gehéren nur je eine abzahlbar unend- 
liche Anzahl von Rechtecken jeder der Scharen, die mit dem 
vorgegebenen Rechtecke zusamenzusetzen fahig sind. 

3) Vorgelegt sei ein Rechteck 2,, y,. irgendwie zusammengesetzt aus 
den Rechtecken 2,, 4,3 2%) Ye3***} ay Y,- Wir denken uns nun die Teil- 
Rechtecke und das groBe Rechteck veranderlich und zwar mit folgenden 
Beschrankungen: 

a) Jedes einzelne Teil-Rechteck fiir sich ist nur so zu bewegen, daB 
es ein Rechteck bleibt und daB, wenn man einen Winkel festhilt, die 
gegeniiberliegende Ecke auf der zugehérigen Diagonale fortschreitet. Also 
jedes Rechteck darf nur in ihm ahnliche iibergefiihrt werden. 

b) Rechtecke, die je mit einer Seite aneinander liegen, diirfen nicht 
iibereinander geschoben werden, sondern kénnen nur aneinander hingleiten. — 
Diese Beschrinkung, die sich nach friiher Entwickeltem analytisch aus- 
driicken laBt, als stindige Erfiillung gewisser linearer ganzzahliger Rela- 
tionen zwischen den Rechtecksseiten, bewirkt, daB die veriinderten Teil- 
rechtecke wieder das groBe (ebenfalls veriinderte) Rechteck einfach und 
liickenlos bedecken. 

Halten wir endlich c) um bloBe Bewegungen des Systems auszu- 
schlieBen, einen Winkel des groBen Rechtecks fest, so ergibt sich: 

Das durch a), b), c) definierte kinematische System hat nur 
einen Freiheitsgrad: Durch die Lage einer Ecke irgend eines Recht- 
ecks (natiirlich mit Ausnahme der von vorneherein festgehaltenen Kcke) 
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des groBen Rechtecks ist die Lage jeder Ecke jedes Rechtecks bestimmt, 
und es schreitet auch die dem festen Winkel gegeniiberliegende Ecke des 
groBen Rechtecks auf einer Geraden fort, die durch den festen Scheitel hin- 
durchgeht. Die Figur des in Rechtecke eingeteilten Rechtecks kann nur in 
ihr ahnliche Figuren iibergehen. — Rechtecke die aus resp. ihnlichen 
Rechtecken homolog zusammengesetzt sind, sind ahnlich. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit bemerken, daB die Resultate dieses 
Paragraphen im wesentlichen von der Form sind, daB sie zeigen, daB nur 
die gleichsam trivialen Arten der Zerlegung méglich sind. Denn wie es 
beispielsweise trivial ist, daB sich ein Quadrat aus kommensurablen 
Quadraten zusammensetzen lift, so ist es ebenfalls selbstverstindlich, daB 
wir, bei gegebener Zerlegung eines Rechtecks in Rechtecke, mit ,,pro- 
portional“ abgeinderten Teilrechtecken wieder ein Rechteck und zwar mit 
ebenfalls proportional abgeanderten Seiten zusammensetzen kénnen. 


3. 


Ein Satz iiber lineare Mannigfaltigkeiten, die auf quadratischen 
liegen, und neue Beispiele. 


Es ist bemerkenswert, da® sich mit den bisherigen Methoden eine 
Reihe von sehr einfachen und an das friiher Behandelte sich eng an- 
schlieBenden Problemen nicht erledigen lat. Wir wollen nur das folgende 
nennen: Aus einem Rechteck mit den Seiten 2, und y, und einer Anzahl 
von Quadraten laBt sich ein Quadrat zusammensetzen: miissen x, und y, 
irgend welche Bedingungen erfiillen? Die Gleichung (I) lautet fiir diesen 
Fall: 

Uy? = X14, + 7+ 2? +---+ @. 


Wenn wir die in dem vorangehenden Paragraphen angewandten 
Methoden benutzen und 1 =0, 2, =y, setzen, so folgt: Es miissen 
zwischen den »-+ 2 Variabeln 2, 2, Y,, YZ, %,°-*, % ” lineare Glei- 
chungen bestehen. Da wir aber die Natur dieser Gleichungen gar nicht 
kennen, so kénnen wir nicht schlieBen, daB aus diesen Gleichungen eine 
Beziehung zwischen 2, und y, folgt, weil wir ja nur » Gleichungen 
zwischen » + 2 GréBen haben. Es wird sich aber im folgenden ergeben, 
daB, wie man wohl schon vermuten diirfte, x, und y, kommensurabel 
sein miissen, daB also auch hier nur der triviale Fall méglich ist. 

DaB unsere bisherigen Methoden hier versagen, liegt nun daran, dab 
wir, was auch in den vorangehenden Fiillen nicht nétig war, unsern 
Satz 1 nicht vollstindig ausgenutzt haben. Diesen haben wir namlich 
bisher immer nur in der Form angewandt, daB aus den linearen ganz- 
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zahligen Relationen zwischen 2), %,, %,-*-, Lp» Yr» Yor ***> Yn die Glei- 
chung (I): 
Ty Yo = TY, +++ + DyYq 
folge. Wir haben aber viel mehr bewiesen; nimlich, daB diese Beziehung (I) 
allein aus den linearen Beziehungen zwischen den 2, 2,,---, 2, und den- 
jenigen zwischen den 4%, y,,---, ¥, folgt. Wir wollen jetzt folgenden 
allgemeinen Satz beweisen: 
Satz 2: Sei 


IS (Xo; I++ +, %,) =O, Li (Yo, Y1y***y Yn) = 9, 
(A) Is (5 Uy," *"y Zp) Se 0, (B) 1 (Yo mea *%s Yn) _ 0, 


eine lineare Mannigfaltigkeit des (2%, yp; 71, Y13-° +} Ua) Y,)-Raumes, 
die auf der quadratischen Mannigfaltigkeit: 


(1) Oy LoYo + OY, +++- + 0,2, Y, = 0 


liegt. Dann folgt aus (A) und (B) und irgend welchen u Be- 
ziehungen unter den »+ 1 Beziehungen: 


Ay Xy + boy + % = 9, 
a,%,+by%,+4=0, 

a, X, + bn Yn + “>= 0 

die n+ 1° Beziehung. 

Dabei sind die Koeffizienten in den Gleichungen (A), (B), (C) und (1) 
sonst beliebige reelle oder komplexe GréSen und nur den (selbstverstind- 
lichen) Bedingungen unterworfen, da® keine GréBe «, gleich Null ist und 
nicht die GréBen a;, b;, gleichzeitig verschwinden, also eine der Glei- 
chungen (C) identisch erfiillt ist. Von den Gleichungen (A) und (B) 
wird nicht vorausgesetzt, daB sie homogen sind. 

Beweis: 1) Spezialfall: (A) besteht aus (mindestens) » Gleichungen. 
Sei die in (C) weggelassene Gleichung etwa: 

AyXy + doy + % = 9. 
Folgt dann aus den Gleichungen (A): 
Ly = Jos 
so ist unmittelbar die im zu beweisenden Satze geforderte Beziehung 
zwischen x, und y, vorhanden (b, = 0; a,=1; q =j,). Folgt aus den 
Gleichungen (A) aber nicht, daB «, konstant ist, so kénnen wir alle 
GréBen 2,,%,,---,x, durch 2, ausdriicken; es sei etwa: 


Wy = Ag 1% + i3 Ly = Ag. g%q + Ja5* + *5 Ly = AgnXMy + Jn 





Th 
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Setzen wir diese Werte fiir 2,,2,,--+, a, in (1) ein, so ergibt sich: 


Ty (Oy Yo + Oy Ag 1 Yy tees +O Ao, n Yn) + Oj Y + OyJgYg +++ + OnjnYn = 9- 


Diese Gleichung ist fiir alle Werte von 2, erfiillt. Setzen wir 7 =0 so 
ergibt sich: 


H4% +-+-=90 
und folglich auch: 


(2) Hy Yq + Ag Yr Hes + Odo nn = 0. 
Es sei ferner: 

a, t, + yy, +e, =9, 

(C’) le 

aX, - DaYn + Cy = 0. 

Wir kénnen also y, durch 2; linear ausdriicken, wenn nicht 
_ é. 

b,=0; 24,=—— 


uv 
a; 


ist. Ist in diesem Falle in der Gleichung 
@; = Ay 5% + J; 


d,,; nicht gleich Null, so folgt vermége einer der Gleichungen (C’). 





Se Sop 


was wieder der Behauptung entspriiche. Verschwindet aber fiir keinen 
Index i (i=1,2,---,m) b,, ohne daB 4, , verschwindet, so kann ich durch 
Kinsetzung der Werte von z;, ausgedriickt durch 2, in (C’) alle diejenigen 
y;, deren Koeffizient in (2): a, 4); nicht verschwindet, durch % aus- 
driicken und erhalte so statt (2) die Gleichung: 





- a; Ay; : 
Yo — P . (4; 49,:% + 4,5, + %) =O 


i=1 


oder: 


> a, Az! a; = et; Ao ; 
Hy Yq — X% m4 -— 2 = > “_" (a,j,+¢) = 0. 
é=1 


i='1 


Damit haben wir aber, da nach Voraussetzung der Koeffizient a von y 
nicht gleich Null ist, die in (C) weggelassene Beziehung zwischen 2, 
und y, wieder erhalten und unsere Behauptung fiir diesen speziellen Fall 
erwiesen. 
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2) Allgemeiner Fall: (A) besteht aus » — m Beziehungen zwischen 

Lo, %y,***,%,- Sei wieder: 
Ay %y + DoH + & = O 

die Beziehung, die nach der Behauptung aus (A), (B) und den iibrigen 
Gleichungen (C) folgen soll. Wieder kénnen wir den Fall, daB aus den 
Gleichungen (A) folgt, daB x, konstant ist, ausschlieBen, da dann unsere 
Behauptung unmittelbar folgen wiirde. 

Wir kénnen also durch x, und m weitere GréBen 2;, etwa 2, 1y,-°+; 2p, 
die iibrigen GréBen x,,,,,---, %, limear ausdriicken. Es sei etwa: 


Un +1 es Ao, m41 %o + As m41% + i Wane m siesas 


(D) 


Ty — don Xp + Aan a + 1m a + Ann Ln + Jn: 


Setzen wir diese Werte in (1) ein, so erhalten wir: 


24( cas tq do 1) + 4 («sm +>. Ay as) +> -* 


i=m+i1 i=m+i1 A 


n - 0- 
+a,(« mYm + Sa m, ii )+ > eis 
i=m+1 J i=m+i1 
Da nun diese Gleichung fiir jeden Wert von z, --- z,, erfiillt sein soll, so 


folgt zunichst: 


n 


> Mit =0 


e i=m+i1 
und darauf: 


Oy Yo + >) e4o,:¥; = 0, 


i=m+1 


(E) 


ln Yn Sea mi = 


i=m+1 





Nun ist ferner: 
a,%, +bhy +¢, =9, 


(C’) as 
a, 2, + by, + ¢, = 9. 


Wir kénnen y; durch 2; linear ausdriicken, wenn nicht b, gleich Null ist. 
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In diesem Falle folgt aber, wenn i< m+ 1 ist, daB zu den Gleichungen 
(D) (oder (A)) eine neue Beziehung, nimlich: 


¢; 


as ea 
t 


hinzukommt. Ist i >m, so folgt aus (D): 
a Ao MoH Ans te + Ames + dis 
also ebenfalls eine neue Beziehung zwischen den GréBen x, 2, ---, %,,; 
(da ja nach Voraussetzung aus (A) keine Beziehung zwischen 2p, «,, --:, 2, 
folgt) wenn nicht: 
Aggy ed, = 9 und ot mj 
ist. Entweder also ist der Fall von » — m Beziehungen zwischen den 
GréBen x, ---2,, auf den Fall von » — m+ 1 Beziehungen reduziert, oder 
wir kénnen durch Einsetzung der Werte von a; (¢>m), ee durch 
die GréBen x, ---2,,, in (C’) alle diejenigen y, — 2,--+,), deren Koef- 
fizienten in (E) nicht verschwinden, durch 2, --- z,, wiles Nehmen 
wir den letzteren Fall als vorliegend an, so stings wir: 


4 Soe tits ’ 
4° - > i>m 





4=-— O<icm+l. 


Setzen wir diese Werthe in (E) ein, so erhalten wir: 





Gq Yo = MQ Ly H yy Ly es + Oy Bm + Bo, 
— 0,0, ba 
— Og Uy Hy Uy eH Gy Ly B, + b,? 
(F) 3 
— &, 2, Sn 
b = On oX% a Oni % +*--$@ On m@m 4 Bn + b, 
m 





Hierbei ist: 


a; ws ‘ os it¢) 
B, = -3 ae 


gesetzt, wo die Summen zu erstrecken sind iiber alle diejenigen Indices 
i> m, fiir die b, von Null verschieden ist. 
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Verschwinden nicht alle Koeffizienten der Variabeln 2, ---,, in den 
m letzten Gleichungen von (F), so haben wir wieder nicht mehr bloB 
n—m Beziehungen zwischen 2 ---2,, sondern »—m-+1 und unser 


Fall ist wiedgum auf diesen Fall reduziert. Verschwinden dagegen alle 
Koeffizienten in den m letzten Gleichungen von (F), so erhalten wir: 


Wy Yq = Hyg Ly + Bo, 

also die gewiinschte Beziehung zwischen x, und y, die jedenfalls nicht 
identisch erfiillt ist, da ja a, nach Voraussetzung von Null verschieden 
ist. Indem wir die Betrachtung fiir den Fall von »— m Gleichungen 
zwischen 2,---2,, zusammenfassen, erkennen wir: Entweder laBt sich 
die Behauptung direkt erweisen oder aber der Beweis ist fiir den Fall 
von x — m-+ 1 Gleichungen zu erbringen. SchlieBen wir nun fiir diesen 
Fall in der obigen Weise und fahren so fort, so folgt entweder direkt, 
daB die Behauptung richtig ist, oder daB wir unsere Behauptung fiir den 
Fall von » Gleichungen zwischen 2, --- 2, zu priifen haben. Diesen Fall 
aber haben wir direkt erledigt, so daB der Satz 2) bewiesen ist. 


Beispiele. 

Mittels dieses allgemeinen Satzes laBt sich leicht eine ganze Reihe 
von Beispielen erledigen. Wir wollen nur zwei kurz behandeln: 

a) Als erstes Beispiel wihlen wir das im Eingang dieses Paragraphen 
erwahnte und beweisen den Satz: 

Ein Rechteck 1iBt sich durch Hinzufiigen von Quadraten 
nur dann zu einem Quadrate erginzen, wenn seine Seiten kom- 
mensurabel sind. 

Angenommen, ein Rechteck ,,y, wiirde durch Hinzufiigen anderer 
Rechtecke 2, ¥;---;%,,¥Y, za einem Rechteck 2, y, erginzt. Sind die 
Rechtecke 2%, Yo; %, 413 °°*} Tn» Y, Quadrate, so lautet das Gleichungs- 
system (C’): 


Ly = Y%)> 

“ a ae Yo, 
(C’) 
L,, = X,. 


GemaB Satz 2 folgt daraus vermége der Systeme S, und S, (siehe § 1), die 
an Stelle von (A) und (B) treten: 

a,%, + by, +e, =9. 
Da aber die simtlichen Gleichungen S, und S, sowie (C’) homogen sind 
und ganzzahlige Koeffizienten haben, so muss diese Gleichung von der Form: 


NX, = MY, 
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sein, wo ” und m ganze positive oder negative Zahlen und eine von 
beiden auch gleich Null sein kann. Also ist der Satz bewiesen. Wir 
wollen noch hinzufiigen, daB wir diese Gleichung auch geometrisch inter- 
pretieren, wenn m oder m negativ ist. Dies bedeutet natiirlich, daB das 
Rechteck mit den Seiten 2, und y, wegzunehmen (herauszuschneiden) ist 
aus dem Gefiige der Rechtecke 2, ¥); - ++ %,) Yn: 

b) Welche Bedingung besteht fiir die Seiten x, y, eines Rechtecks, 
damit es aus Rechtecken mit einer vorgegebenen Seite g zusammengesetzt 
werden kann? Dabei soll von einem Rechteck 2,, y,; entweder a; oder y; 
gleich g sein. Nehmen wir an, es sei 


ye Eyes a ee ae ee eS 


Dann lautet das Gleichungssystem (C): 





x, =49; 
£ = 
(C’) m —— 
Ym +1 =J9, 
Y, =9- 


Nach Satz 2 folgt aus diesen Gleichungen und den Gleichungen der 
Systeme S, und S,: 
Ay Xy + dy Yy + % = O. 
Aber da die Gleichungen (C’), wie die Gleichungen von S, und S, nur 
Beziehungen zwischen den GréBen z; allein und zwischen GréBen y, allein 
enthalten, so folgt, daB entweder a, oder by gleich Null zu setzen ist. 
Da nun ferner S, und S, ganzzahlige Koeffizienten haben, so mu8 min- 


y 
destens eine von den beiden Gleichungen: 


lay = MG; NY) = PY 
bestehen, wo /, m,»,p ganze Zahlen und m und p auch gleich Null sein 
kénnen. Wir haben deswegen den Satz: 

Ist ein Rechteck a, y, aus Rechtecken mit einer vorge- 
gebenen Seite g zusammensetzbar, so ist mindestens eine von 
den GréBen a, y, mit g kommensurabel. 

Mittels ganz analoger Betrachtungen erhalten wir ferner den Satz: 

Ist das Rechteck x,y, aus den Rechtecken 4, 4,3 +++} qa) Y, 
zusammensetzbar und teilen wir die Teilrechtecke in zwei 
Gruppen, et wa: 2,913 °°°} VnYm UNA Ly ya) Ym4i3°°°3 nr Y_ SO besteht 
von jedem der beiden Paare von homogenen linearen ganz- 
zahligen Gleichungen 
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I (%; et sali Xm) = 0, 

Ui (Yo» Ym+i9°" "> Yn) =0 
und 

lS (&q, n+) oe Ly) _ 0, 

I (Yo, WY »***» Ha) = 0 


mindestens eine Gleichung. 


Das allgemeine Problem. 


Wir wollen eine Kurve in der (x, y)-Ebene eine gewéhnliche Kurve 
nennen, wenn sie aus einer abzaihlbaren Anzahl von Punkten und ganz 
im Endlichen gelegenen Kurvenstiicken 


y= (x) oder «= y(y) 


zusammengesetzt werden kann, wo gm und w stetige Funktionen sind, die 
einen stetigen monotonen ersten Differentialquotienten besitzen. 
Satz 3: Sei 


LF (Xo; Hyy**'y z,) = 9, Wi (Yoo Yio °° *» y,) = 9, 
(A) IF (Xo, %,°° +, U) = 9, (B) I (Yo a y,) = 9, 


eine lineare Mannigfaltigkeit auf der quadratischen: 
(1) Oy LoYo + Hy X,Y, +--+ +o, %,y, = O. 


Beschrankt man dann » Punktepaare unter den »+1 Punkte- 
PAATEN Ly, Yos Ly) H15 °°} Lar Yn» CUWA 41,5 °° °; Ly, Y,, auf gewShn- 
liche Kurven der (2, y,)-,---,(&,, Y,)-E bene, so ist bei Erfiillung 
von (A) und (B) auch das »+ 1” Punktepaar a, y, auf eine ge- 
wéhnliche Kurve der (a, y)-Ebene beschrinkt. 

Hierbei sind die Koeffizienten in den Gleichungen (A), (B) und (1) 
als reell vorausgesetzt; a,---«, miissen saimtlich von Null verschie- 
den sein. 

Seien nun 2%, Y%}3 24, %13°*°} Za» Y, ein System von Wertepaaren, 
welche die Gleichungen (A) und (B) befriedigen, indem gleichzeitig 
X4,%43°°°3 Z_,y, auf den ihnen zugeordneten Kurven der (2,, y,)-,-° 
-+, (&,, y,)-Ebene liegen. Und zwar mégen die betreffenden ,,Stiicke“ 
dieser Kurve durch die Gleichungen gegeben sein: 
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% =9%,(%), 
(D) Ym = Pn (Xm) 


Cnii = Vin 41 (Yn 4-1) 





x, —_ Va(Yn)> 
WO Qi *** Pny Ymyi'** ¥, nach Voraussetzung einen stetigen ersten Dif- 


ferentialquotienten besitzen. Dann bilden wir fiir die Funktionaldetermi- 
nanten die Matrix: 





oy, ab | 

dx, ez, °° Pi | 

aly aly | 
ine O ves. O | 
Be dude » £... 

(E) 4 . n 

pane eo 2B;..... Set 

OY OYUn | 

om...8 © 1 0 | 

Ox, | 





und die entsprechenden linearen Gleichungen: 





( a1" 
; Oa, (X,— Ly) S = 0, 
W ; 
= Pe i a = 0, 
| (F) oy (Yo—% 


dg, 
ie (X,—2,) —(Y,—-y,) = 0. 





Da nach Voraussetzung 2, Yo; ---; %,,¥, die Gleichungen (A) und 
(B) befriedigen, so kénnen die ersten Gleichungen in (F) auch geschrieben 
werden: 


22 
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W(X, X,, a X,) = 0, 


('r (Los Y;, ae Y,) = 0. 
(A’) oo i eee 
Die iibrigen Gleichungen (F) sind von der Form der Gleichungen (C’) 
in Satz 2. Es ergibt sich deshalb durch Anwendung dieses Satzes, daB 
die Gleichungen (F) die Gleichung 

a, X, +b Y,+%=90 

zur Folge haben, wo a, und }, nicht beide gleich Null sind. Damit 
nun im System (F) alle GréBen X,,---, X,; Y,,---, ¥,, eliminiert werden 
kénnen, miissen gewisse Unterdeterminanten der Matrix (E) von Null 
verschieden, andere gleich Null sein. Es gibt eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Kombinationen von verschwindenden und von Null verschiedenen 
Unterdeterminanten der Matrix (E), die diese Elimination erméglichen. 
Lassen wir nun 2», Y3 Z,,Y,3-°-* 30 variieren, da sie nicht aufhéren die 
Gleichungen (A), (B) und (D) zu befriedigen, so wird zu jedem Werte- 
system eine solche Kombination von Unterdeterminanten gehéren. Da 
diese aber nach Voraussetzung stetige Funktionen sind, so wird in einem 
ganzen Intervall der Variation dieselbe Kombination von verschwindenden 
und nichtverschwindenden Unterdeterminanten bestehen bleiben. Dann 
folgt aber gemiB des Fundamentaltheorems der Elimination*), demzufolge 
die Méglichkeit der Elimination der GréBen w;,, 7, ---, y;,Y,,++- aus den 
Gleichungen (A), (B) und (D) identisch ist mit der Méglichkeit, aus den 
Gleichungen (f*) in einem ganzen Intervalle die Variabelen X,, X,,---, 
Y;, Y,,--+ zu elimimieren, daB in einem ganzen Intervalle der Variation 
zwischen x, und y, eine Beziehung von der Form 


fo (%o» Yo) = 9 
besteht, welche sich fiir das ganze Intervall auf eine von den beiden 
Formen: 
Yo = Po(%o): Ty = Yo (Yo) 

bringen laBt. Wegen der Voraussetzungen iiber die Funktionen 9g, ---,---¥,, 
muB ferner der ganze durch die Gleichungen (A), (B) und (D) definierte 
Variationsbereich der Variabelen 2,, y,;---; %,, y, auf den Kurvenstiicken 
der betreffenden Ebenen sich in eine endliche Anzahl von Bereichen zer- 
legen lassen, derart, daB in jedem von ihnen dieselbe Kombination von 
verschwindenden und nichtverschwindenden Unterdeterminanten von (E) 
existiert, welche die Elimination von 2,,---,¥,,---,y, aus (A), (B) und 
(D) erméglicht. Der Beweis hierfiir kann ohne erhebliche Schwierig- 


*) Siehe z. Bsp. C. Jordan, Cours d’Analyse, I*™® éd. Nr. 92—95. 
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keiten mit den Methoden, die in der Theorie reeller Funktionen iiblich 
sind, gefiihrt werden. 

Fiir diesen ganzen Variationsbereich ist also das Variabélnpaar 2», yo 
abgesehen von isolierten Punkten auf eine endliche Anzahl von Kurven- 
stiicken beschriinkt, die entweder von der Form 

Yo = Po(%o) 
oder von der Form 

Hy = Yo(Yo) 
sind, wo g, und wy, wieder stetige monotone erste Differentialquotienten 
besitzen. Nun gibt es aber nur eine abzahlbar-unendliche Anzahl Kombi- 
nationen, bestehend aus je einem der Kurvenstiicke, welche die vorgegebenen 
(gewohnlichen) Kurven respektive in der (7, y,)-, «++, (%,, y,)-Hbene zusam- 
mensetzen. So ist also auch der Punkt, der durch das Wertepaar 2), y, in 
der (2p, Yy)-Ebene dargestellt wird, wie zu beweisen war, gezwungen auf einer 
gewohnlichen Kurve zu verbleiben. Es liegt darin natiirlich eine Beschrinkung 
des méglichen Wertevorrates von GréBenpaaren 2, y,, weil eine gewdhn- 
liche Kurve die Ebene nirgendwo vollstiindig iiberdecken kann. 

Ks folgt nun weiter leicht der Satz: 

Liegen die Punkte 2,,y,; +--+; 2,,y, auf je einer gewéhnlichen 
Kurve der (2,,4,)-, +--+, (%,¥%,)-Ebene so kann man aus Recht- 
ecken mit den Seiten 2,,y,;---;2,,y, nur dann das Rechteck mit 
den Seiten 2, y zusammensetzen, wenn der Punkt a, y in der 
(%, Y)-Ebene auf einer bestimmten gewoéhnlichen Kurve liegt. 

Zuniichst miissen die GréBen 2, y%;---,%,,¥, nach Satz 1 auf einer 
solchen linearen Mannigfaltigkeit der quadratischeu Mannigfaltigkeit 


TyYq = LyYy +++ + LaYn 


liegen, die dargestellt werden kann durch eine Anzahl linearer homogener 
ganzzahliger Gleichungen zwischen 2%, -- +, %,3 Yo» ***)Y,- Solcher Glei- 
chungen aber gibt es nur eine abzihlbar-unendliche Anzahl, etwa L,, L,,--- 
Liegen nun 2p, Y}+**} %,) Y, auf einer bestimmten solchen linearen Mannig- 
faltigkeit, etwa L,, so folgt nach Satz 4, daB der Punkt 2, y, in der 
(%, Yo)-Ebene auf einer gewéhnlichen Kurve liegen mu8, ebenso, wenn 
Loy Yos***3 Cay Yn auf L,,--- liegen. Also muB der Punkt 2, y) in der 
(2%, Y)-Ebene auf einer abziihlbaren Anzahl von gewoéhnlichen Kurven, 
d. h. wieder auf einer gewéhnlichen Kurve liegen. 

Lassen wir jetzt » unendlich werden, so erhalten wir den 

Satz 4. Liegen die Punkte 2,,43---;%,,Y,j°°: auf je einer 
gewohnlichen Kurve der (a, 4,)-,* ++, (@nm>Ym)-) °°» -—Ebene, so kann 
man aus einer endlichen Anzahl von Rechtecken mit den Seiten 
115 413° **) Lay Yap ** nur dann das Rechteck mit den Seiten a, y% 
22* 
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zusammensetzen, wenn der Punkt a, y in der (%, y,)-Ebene auf 
einer bestimmten gewéhnlichen Kurve liegt. 

Denn es gibt nur eine abzihlbar-unendliche Anzahl von Gruppen 
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern, von denen jedes eines der 
Variabelnpaare 2%, Y3**°} Lmy Yj * ist. 

Fiir jede solche Gruppe gilt der eben bewiesene Satz, also ist auch 
der Satz 4 bewiesen. . 

Wir wollen nun kurz eine solche Schar von Rechtecken, deren Seiten 
x,y emen Punkt in der (, y)-Ebene repriisentieren, der stets auf einer 
bestimmten gewdhnlichen Kurve liegt, eine eingliedrige Schar nennen. 
Dann ergibt sich endlich als Spezialfall von Satz 4, wenn wir die Recht- 
ecke 2, %13°°*}Lm>Y%mj*** alle derselben Schar angehdren lassen, der am 
Anfang dieser Arbeit aufgestellte 

Satz 5. Aus einer endlichen Anzahl Reprisentanten einer 
eingliedrigen Schar von Rechtecken, liBt sich nur eine ein- 
gliedrige Schar von Rechtecken zusammensetzen. 

Indem wir bedenken, daB wir, nicht nur wie in den bisherigen An- 
wendungen von Satz 3 «a, gleich —1, «, =a, =---=«, =1, sondern 
beliebig a, = + 1 oder = —1 setzen kénnen, ergibt sich, daB wir dem 
Satz 5 hinzusetzen kénnen: Die ,,Zusammensetzung“ darf nicht nur 
mittels bloBem ,,Hinzufiigen zu dem Vorhandenen“ sondern auch mittels 
»Wegnehmen von dem Vorhandenen“ geschehen. 


























E. T. Wurrtaxer. On the differential equations of physics. 


On the partial differential equations of mathematical physics. 
By 


E. T. Wurrraker in Cambridge. 


§ 1. 
Introduction. 


The object of this paper is the solution of Laplace’s potential equation 
he 
dx* " dy? 62? 4 
and of the general differential equation of wave-motions 
av, eV, eV .A8V 
gat + ayt + oat oe 
and of other equations derived from these. 

In § 2, the general solution of the potential equation is found. 

In § 3, a number of results are deduced from this, chiefly relating 
to particular solutions of the equation, and expansions of the general 
solution in terms of them. 

In § 4, the general solution of the differential equation of wave- 
motions is given. 

In § 5, a number of deductions from this general solution is given, 
including a-theorem to the effect that any solution of this equation can 
be compounded from simple uniform plane waves, and an undulatory 
explanation of the propagation of gravitation. 


§ 2. 
The general solution of the potential equation. 


We shall first consider the equation 
SY... ey . eF 
dat + ay? + Ga8 — % 


which was originally given by Laplace*). 





*) Mémoire sur la theorie de Vanneau de Saturne, 1787. 
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This equation is satisfied by the potential of any distribution of 
matter which attracts according to the Newtonian Law. We shall first 
obtain a general form for potential-functions, and then shall shew that 
this form constitutes the general solution of Laplace’s equation. From 
the identity 


22 





1 1 ig du 
Vie@ —a+ y b> +G— co? ox J (2 —e) + i(a—a) cos w+ i(y —b) sin w’ 
0 


we see that the potential at any point (x,y,z) of a particle of mass m, 
situated at the point (a, b,c), is 
22 
du 
2a _} (2e+ixcos u-+iy sin u) — (e+iacos u-+ ib sinu) 
0 





which, considered as a function of x,y, 2, is an expression of the type 


[rerix cos u+iy sin uw, udu, 
9 


where f denotes some function of the two arguments 
ze+ixcosu+itysinu and uw. 
It follows that the potential of any number of particles m,, m,, ---, m,, 


situated at the points (a,b,c,), (@,b,¢,), (dsb,¢3), -- +, @,b,¢,), is an ex- 
pression of the type 


fi (2+ix cos w+iy sin u, u) + fy(2+ix cos u+iy sin u, w) 


+ f,(e+ia cos u+iy sin u, u)}du 
or 
2n 


f(e+ia cos u+iy sin u, u)du, 


0 
where f is a new function of the two arguments 
z2+ixcosu+itysinu and uw. 


In this way we see that the potential of any distribution of matter 
which attracts according to the Newtonian Law can be represented by an 
expression of the type 


freria cos u+iy sin u, u)du. 
0 
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The question now naturally suggests itself, whether the most general 
solution of Laplace’s equation can be represented by an expression of this 
type. We shall shew that the answer to this is in the affirmative. 
For let V(x, y, 2) be any solution (single-valued or many-valued) of 
the equation 
Vv... 
: da* * dy* * Os? 
Let (%), Yo, 2) be some point at which some branch of the function 
V(x, y,2) is regular. Then if we write 
T=Xy+X, y= Ht ¥, e=4Ht+Z 
it follows that for all points situated within a finite domain surrounding 
the point (%, Y, 2), this branch of the function V(a, y, 2) can be ex- 
panded in an absolutely and uniformly convergent series of the form 
V=a,+a,X+0b,Y¥+¢,2+a,X*°?+b),¥?+¢627°+d,YZ 
+¢ZX+f,X¥+a,X*+--.. 


=. 


Substituting this expansion in Laplace’s equation, which can be written 


o?V oy . ar 


o 
aetent+am—9, 


and equating to zero the coefficients of the various powers of X, Y and Z, 
we obtain an infinite number of linear relations, namely 

a, + b, + & = 0, ete. 
between the constants in the expansion. 

There are + n(n—1) of these relations between the + (n+1) (n+ 2) 
coefficients of the terms of any degree » in the expansion of V; so 
that only {= (n+) (n+2) — : n(n—1)} or (2n+1) of the coefficients 
of terms of degree » in the expansion of V are really independent. It 
follows that the terms of degree » in V must be a linear combination 
of (2n+1) linearly independent particular solutions of Laplace’s equation, 
which are of degree » in X, Y, Z. 

To find these solutions, consider the expansion of the quantity 

(Z+iX cos u+iY sin wu)” 
as a sum of sines and cosines of multiples of uw, in the form 
(Z+iX cos u+i¥ sin wu)" = g,(X, ¥, Z) + 9,(X, Y, Z) cos u 
+ 9,(X, Y, Z) cos 2u +--+ + ,(X, Y, Z) cos nu 


+ h,(X, Y, Z) sin wu + hy(X, Y, Z) sin 2u+--- 


+ h,(X, Y, Z) sin nu. 
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Now g,,(X, Y, Z) and h,,(X, Y, Z) are together characterised by the fact 
that the highest power of Z contained in them is Z"~”; moreover 
Im(X, Y,Z) is an even function of Y, whereas h,,(X, Y, Z) is an odd 
function of Y; and hence the (2m+1) quantities 
9o(X, Y, Z); 9(X, Y, Z); ieee h,(X, Y, Z) 
are linearly independent of each other; and they are clearly homogeneous 
polynomials of degree » in X, Y, Z; and each of them satisfies Laplace’s 
equation, since the quantity (Z7+iXcosu+iYsinu)" does so. They 
may therefore be taken as the (2m+1) linearly independent solutions of 
degree » of Laplace’s equation. 
Now since by Fourier’s Theorem we have the relations 


2a 


In(X, Y, Z) = fizsix cos u+7Y sin u)”" cos mudu, 
0 


2a 
h,,(X, Y, Z) = L {(a+ix cos u+7Y sin u)” sin mudu, 
0 


it follows that each of these (2x+1) solutions can be expressed in the form 
22 
frasix cos u+iY sin u, u)du 
0 
and therefore any linear combination of these (2n+1) solutions can be 
expressed in this form. That is, the terms of any degree » in the ex- 


pansion of V can be expressed in this form; and therefore V itself can 
be expressed in the form 


22 
(prasix cos u+i Ysinu,u)du, 
0 


or 
22 
F(z+ix cos u+iy sin u—4Z—ix, cosu—iy, sin u, u)du, 
0 
or 


22 
freri« cos u+iy sin u, u) du, 
0 


since the 2 +iz,cosu-+itysinw can be absorbed into the second 
argument w. 

Now V was taken to be any solution of Laplace’s equation, with no 
restriction beyond the assumption that some branch of it was at some 
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point a regular 1unction — an assumption which is always tacitly made 
in the solution of differential equations; and thus we have the result, that 
the general solution of Laplace's equation 


eve, av, av 
oa? ay? + 7a = 9 
as 


22 
=f ple+ix cos u+dy sin u, u) du, 
0 


where f is an arbitrary function of the two arguments 
z+itxcosu+iysinu and u. 

Moreover, it is clear from the proof that no generality is lost by supposing 

that f is a periodic function of w. 


This Theorem is the three-dimensional analogue of the theorem that 
the general solution of the equation 


av, av _ 
da? * Oy? 


V = f(x+iy) + g(x—ty). 


0 


§ 3. 
Deductions from the Theorem of § 2; Particular Solutions; 
Expansions of the General Solution. 


1°. Interpretation of the solution. We may give to the general solution 
just obtained a concrete interpretation, as follows. 

Since a definite integral can be regarded as the limit of a sum, we 
can regard V as the sum of an infinite number of terms, each of the type 
V, = f,(e¢+%x cos u,+iy sin u,) 

each term corresponding to some value of w,. 
But this term is a solution of the equation 
eV, #V, 
=a’ 


where 
X,= xcosu,+ysin u,, 
Y,=—«xsinu, + y cos u,, 
Z,=8, 


so that (X,, Y., Z,) represent coordinates derived from (x, y, 2) by a 
rotation of the axes through an angle u, round the axis of z. 
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Thus we see that the general solution of Laplace's equation can be 
regarded as the sum of an infinite number of elementary constituents V,, 
each constituent being the solution of an equation 

av, av, 


ax? + OZ 9, 


and the axes (X,, Y,, Z,) being derived from the axes (x, y, 2) by a 
simple rotation round the axis of z. 
2°. The particular solutions in terms of Legendre functions. It is 
interesting to see how the well-known particular solutions of Laplace’s 
equation in terms of Legendre functions can be obtained as a case of 
the solution given in § 2. 
The particular solutions in question are of the form 
 P™ (cos @)cosmp and 1” P™ (cos 6) sin mp 
(n=0,1,2,---,0o; m=O, 1, 2,---,m), 
where (r, 9, pm) are the polar coordinates corresponding to the rectangular 
coordinates (x, y, 2), and where 
P™(cos 6) = (—1)"sin™6 a" *™ (sin?"6) 
" ; 2"n! d(cos @)"*”™ 
Now the function P” (cos #) can be expressed by the integral 


22a 
P™ (cos 6) = (n-+m) as) e+8 (—1)? [oe 6+i sin @ cosy)” cos my dy, 


e 
0 





and thus we have 





r" P™(cos0)cosma =" +™ ee OED 179 f (ci VE Fy) cosv)” 
° cos my cosmg dw 


22 
ao ot. oh (— D* [erives y? cos )" cos m(w—q) dy 
° 





(n+ m) (n-+-m—1)---(n+1), = 
nas Qa —o7 





an 
fot ix cos w+ iy sin wu)" cos mu du. 
0 
We see therefore that the solution r" P™ (cos 0) cos m@ is a numerical 
multiple of 


22 


(2+ tx cos u + iy sin w)" cos mudu. 
0 











LS 


-_n_ 





<< 





om 
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Similarly the solution r" P™ (cos 6) sin mm is a numerical multiple of 


fees ix cos w+ iy sin u)" sin mudu. 
0 


From this it is clear that in order to express any solution 

2a 

f(2+ ix cos w+ iy sin u, u)du 

6 
of Lapiace’s equation, as a series of harmonic terms of the form 
r” P™ (cos 6) cos mp and r"P” (cos 6) sin mg, 
it is only necessary to expand the function f as a Taylor series with respect 
to the first argument z + ix cos u + iy sin u, and as a Fourier series with 
respect to the second argument u. 
As an example of this procedure, we shall suppose it required to 

find the potential of a prolate spheroid in the form 


[teria cos u+ iy sin u, udu, 
6 


and to expand this potential as a series of harmonics. Let 
x? + y* 


a? 


a 


hl 


oP 


be the equation of the surface of the spheroid; and suppose that it is a 
homogeneous attracting body of mass M. To find its potential, we can 
make use of the theorem that the potential at external points is the same 


as that of a rod joining the foci, of line-density - =. ="; *). that i is, it is 
4(c* — a’)? 
22 Ve—c a 


(?—a*—£%) dg 
marie i “fa ix cos u-+ iy sin u 


-Ve-a@ 





* or 


antl so B?) log Bt VES +2Vei— a? B) du, 
8x(c—a)® B—ye? 


where B is written for z+ ix cos u + ty sin wu. 


Expanding the integrand in ascending powers of we have the 


x ? 
potential in the form 


— 2 3B t + a+ Git} aw, 
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Since 
22 


1 du P,, (cos 6) 
Qn Bt yt ? 
0 


this gives the required expansion of the potential of the spheroid in Legendre 
functions, namely the series 





2 2 
3M {5 ar + eS . eae) 4 | += ‘agrees tne +}: 
This result may be extended to the case of the potential of an ellipsoid 
with three unequal axes, by using a formula for the potential of an 
ellipsoid given by Laguerre*) 
3°. The particular solutions of Laplace's equation which involve Bessel 
functions. We shall next shew how the well-known particular solutions 
of Laplace’s equation in terms of Bessel functions can be obtained as a 


ease of the general solution. The particular solutions in question are 
of the form 


*J.,(ke) cosmm and e*J, (ke) sin mg, 


m 


where k and m are constants, and z, 9, m are the cylindrical co-ordinates 
corresponding to the rectangular co-ordinates x, y, z, so that 


x= 0 cos g, y =o sin —. 
Now if in the solution 
e* J, (ke) cos mp 


we replace J,,(ko) by its value 


m 


J,,(ke) = © cos (m6 —ke sin 6) d6, 
0 


we find after a few simple transformations that 


22 
m > 


2 
eJ,,(ke) cos me = GE fentemesintn cos mudu. 
0 


The other solutions which involve sin mg, can be similarly expressed: 
we see therefore that the solutions 


&J,,(ke) cosmp and eé*J, (ko) sin mp 


*) C. R., 1878. 
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are numerical multiples of 


22 
_feterizemasinainn cos mu du 
0 


and 


an 
_fetierissores inane gin mu du 
0 
respectively. It follows from this that im order to express any solution 


22 
fre + ix cos u+ iy sin u, u) du 
0 


of Laplace’s equation as a sum of terms of the form 

J (ke) cosmp and ed, (ke) sin mg, 
it is only necessary to expand the function f in terms of exponentials of its 
first argument z+ ix cos u + iy sin u, and as a Fourier series with respect 
to its second argument u. 


As an example of the use which may be made of these results, we 
shall suppose it required to express the potential-function 


Vm Lt e*Ai(e) + ede) + Ay(Be) +> 


(where z is supposed positive) as a series of harmonic terms of the type 
involving Legendre functions: and also to find a distribution of attracting 
matter of which this in the potential. This can be done in the following 
way. We have 


Vim 1 + e*dy(o) + e-*dy(20) + dye) +> 


22 
@ 
1 . — . ‘ 
= ve { {1 + e~ $— iaccen —iysine 1. e~ 3(s+izccsn +iysine) + avai +} du 
e 
0 


22 
—— = . du 
~~ Oa eae é- @ + izcosu +iysinu) ” 
0 





But if ¢ be any variable different from zero, and such that |¢| < 2z, 
we have 


1 1 1 t t8 
9° 7 tt Seta FR 
where B,, B,, are Bernoulli’s numbers. Therefore, so long as z is positive 
and |zg+ixcosu+iysinu|< 2a ie, so long as z is positive and 
x+y? + 22°< 42° we have 
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22 
mi 1 ;. & ‘ — 
Vos f aemepipans + yt 2! (2+ iacosu +iysinu)+---} dw 
0 
or 
V= - + ~ — = r P, (cos #) — 7 r® P, (cos 6) + * r° P, (cos 6) + --- 


and this is the required expansion of V as a series of harmonics involving 
Legendre functions. 
Next, since 








aD 
1 1 1 1 1 
“toe? “a + ra +2 ait + 2—2nin’ 
a=1 
we have 
22 
al 1 1 7) 1 
hw =f lL + z+ ixcosu + iy sin u +> ; + ia cosu + iysinu-+ 2nix 
=1 
4 n 
+ || 
z+iacosu-+iysinu —2nia} |’ 
or 
-» 1 1 > 1 1 
} = of — — a ———— A -}- ——————___<_<_<<—<— | 
2 Va? + y? + 2 Vatt y*+ (@+2nin)? ) Yar?+y?+ @—2niz))’ 


a=1 


and therefore V can be regarded as the potential due to a set of attracting 
masses placed at equal imaginary imtervals 2ix along the axis of z. 


§ 4. 
. . oF FV. OT. a HV 
The differential equation sat + oy t+ on = k Ti 


We shall next consider the general differential equation of wave- 
motions, 
av, av, av 1a 
| de elle ok, 
where k is a constant. 
Writing kt for ¢, this becomes 
ev, av, av av 
da* * Oy* " ds* = Ot?” 


which we shall take for the present as the standard form of the equation. 

In order to find the general solution of this equation, we follow a 
procedure analogous to that of § 2. Let V(a,y,z,¢) be any solution 
(single-valued or many-valued) of the equation; and let (a), yp, %, t&) be a 
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place at which some branch Of the function V is regular. Then if we 
write x= a4,+ X,y=y+ Y,2=4,+2Z,t=t,+ 7, it will be possible 
to expand this branch of the function V as a power-series of the form 
V=a,+a,X+b),¥+e,2+4,T+ a, X*?+b, Y?+647°+ d,T?+¢e,XY 
+{,.XZ+9,XT+h, YZ+h, YT +1,Z77T + a, X*+---, 

which will be absolutely and uniformly convergent for a certain finite 
domain of values of X, Y, Z, T. Substituting this expansion in the 
differential equation, which may be written 

av, av, ov av 

ox* "oY?" 0Z* oT 
and equating to zero the coefficients of various powers of X, Y and Z, 
we obtain an infinite number of linear relations, namely 


a, + b, + & = dy, ete., 


between the constants in the expansion. There are = (n—1) n(n+1) of 


these relations between the : (n+1) (n+-2) (n+3) coefficients of terms 


of any degree » in the expansion of V; so that only 


~ {(n +1) (n+2) (n+3) — (n—1) n(n+1)} 
or 
(n+1)? 
of the coefticients of terms of degree m in the expansion of V are really 
independent. It follows that the terms of degree » in V must be a linear 
combination of (n+1)* linearly independent particular solutions of degree 
nin X, Y, Z, T. 
To find these solutions, consider the expansion of the quantity 


(X sin u cos v+ Ysin uw sinv+ Zcosu+T7)". 


If we first take the expansion in the form 


Jo + 9, COS V + Gg, COS 20 +---+ 4, cos NY 
+ h, sin v + hy sin 20 +---+h, sin no, 


we have seen in § 2 that 9, 91, +++) Guy Nyy ++) Mp) ave linearly indepen- 
dent functions of X, Y, Z and JT. Moreover, g,, and h,, are of the form 
sin” u>< a polynomial of degree (n—m) in cosu, and therefore each of 
them contains (xn—m-+1) independent polynomials in X, Y, Z, 7. Thus 
the total number of independent polynomials in X, Y, Z, 7, in the 
expansion of 


(X sin u cos v+ Y sin uw sinv + Z cos u+ 7)" 
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in sines and cosines of multiples of « and v, is 
(n+1) + 2n + 2(m—1) + 2(n—2) +---+2 
(n+1)?. 
Now each of these polynomials must satisfy the equation 


ave, Vv, OV _ ot 
da* * dy® ' ds* ae’ 


or 





since the quantity 
(X sin u cos v+ Ysin usin v + Zcosu+T)" 


does so: and therefore they may be taken as the (n+1)* linearly inde- 
pendent solutions of the equation 

ev, av, av av 

da? " dy* * Oe* dt? 





which are homogeneous of degree m in X, Y, Z, T. Now by Fourier’s 
theorem we have 


22 
> 
1 ' 
Ia = = fa sin u cos v+ Y sin u sin v + Z cos u + 7)" cos mvdv; 
0 


and since g,, is of the form 


a—m™m 


> u, sin” & COs” u, 


r=0 

where uw, is one of the polynomials in question, it is clear that g,, can 
be expressed as a sum of sines or cosines of multiples of wu, according 
as m is even or odd; and the coefficient of one of these sines or cosines, 
say of cos su, is 


: 
2 
= fm cos su du. 
0 


It follows that each of the polynomials u, can be expressed in the form 


Sots), 


where f(u) denotes some periodic function of u; that is, it can be ex- 
pressed in the form 


! 


0 


22 2 
> 


fa sin wu cos v+ Y sin wu sinv+ Zcosu+T7)"f(u) cos mvdudv. 
0 
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It follows from this that each of the (w+1)* polynomial solutions of 
degree » can be expressed in the form 


222 


fx sin ucosv+ Ysinwsinv+ Zecosu+T7)"f(u, v)dudv, 


° 60 


where /(u,v) denotes some periodic function of u and v; and therefore 
the terms of degree m in V can be expressed in this form. 
The function V itself can therefore be expressed in the form 


2a 2 


f(X sin wu cos v+ Ysin uw sinv+Zcosu+T7,u,v)dudv, 
0 0 


where f denotes some function of the three arguments 
X sin ucosv + Ysinuwsinv + Zeosu+ 7, u, and ov; 


and f may without loss of generality be supposed to be periodic in wu and v. 
Now 


X sinwcosv + Ysinusinv + Zcosu+T7 
=(a sinucosvu+y sinusinv +2 cosu+t) 
— (% sin u cos » + y sin usin v + 4 cos u + ft); 
and the termo 
(a sin u cos v + Y sin wu sin v + Z cos u + ty) 


can be absorbed into the arguments w and v; moreover V was taken to 
be any solution of the partial differential equation; we have, therefore, 


on writing : for ¢, the result that the general solution of the partial 
differential equation of wave-motions, 
av, av, Vv _ av 
da* * dy? © Ost =” ORF? 
is 
2a 2a 


. . 
. ° , ° t 
V= } Ji (« sin u cos 0+ y sin u sin +2 Cosu+ >, U, v) dudo, 
e 
0 0 


where f is an arbitrary function of the three arguments 


. . ‘ t 
x sin u cos v + y sin uw sin v + Zz cos u + pu and v. 


Mathematische Annulen LVII. 23 
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§ 5. 
Deductions from the general solution of § 4. 
1°. The analysis of wave-motions. We shall now deduce from the 


general solution thus obtained a result relating to the analysis of those 
phenomena which are represented by solutions of the equation 


fe i ie a?V 
da? © Oy? * Oe? " «Ot 








ot 
If we revert to the fundamental idea of the definite integral as the limit 
of a sum of an infinite number of terms, we see that the general solution 
22 2 z 
V= f (sin w cos v + ysin wsin v+2cosu+ , u, v) dudv 
0 0 
can be interpreted as meaning that V is the sum of an infinite number 
of terms of the type 


f(z sin u cos v+y sin u sin v+<2 cos utr, u, v), 
there being one of these terms corresponding to every direction in space 
given by the direction-cosines 
sinwcosv, sinwsinv, cos wu. 
The solution V can therefore be regarded as the sum of constituent 
solutions, each of the type 
F(z sin u cos v+y sin & sin »-+ 2 Cos u+ ) 


where the function F' varies from one direction (w, v) to another. 
Now let us fix our attention on one of these constituent solutions F. 
If for some range of values of the quantity 


. . : t 
“sin ucosv + ysinusinv + z2cosu+ =, 


the function F' is finite and continuous, we can for this range of values 
express F’ by Fourier’s integral formula in the form 


b 


+ faa F(a) cos {4(xsinwcosv+ysinusinv+2cosu +) —dal @Xda, 
0 a 


where a and 6 are the terminals of this range of values; or supposing 
the integration with respect to a to be performed, 


- 
foam {a(z sin u cos” + y sin w sin v+ 2 cos u+)} da, 
0 


where g(4) denotes some function of 4. 
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Now let us again revert to the idea of the definite integral as the 
limit of a sum. Then this latter integral can be regarded as the sum 
of an infinite number of terms of the type 


“in (4 (z sin u cos 0+y sin usin v+#cosu+-+)}, 
each term being multiplied by some factor depending on 4. 

The solution V can therefore be regarded as constituted by the super- 
position of terms of this last type. But a term of this type represents 
a simple uniform plane wave; for on transforming the axes so that the 
new axis of x is the line whose direction-cosines are 

sinucosv, sinwsinv, cosu, 
the term becomes 
cos t 

sin A (« + ¥) : 
which represents a simple plane wave whose direction of propagation is 
the new axis of x. We see therefore that the general finite solution of the 
differential equation of wave-motions, 

oy, SY . OF. wi 

oat + yt + Gat © oe 
can be analysed into simple plane, waves, represented by terms of the type 





F(A, u, ”) {a (2 sin ucosv+y sin wu sin v+ 2 cos ut =}: 


It is interesting to observe that Dr. Johnstone Stoney in 1897*) 
shewed by physical reasoning, and without any reference to the equation 
av OV, OV av 
da* * Oy* " Os* “ Ot 
that all the disturbances of the luminiferous ether arising from sources 
of certain kinds can be resolved into trains of plane waves. 
2°. Solution of the equation 
or, ov, & , 
dat + Gy + Gee + VO. 
If a solution W of the equation 
ew, ew, ew_ aw 
Oa® " Oy? © Oe ~ de* 
be of the form Ve'‘, where V is a function of x, y, ¢ only, which does 
not involve ¢, then V clearly satisfies the equation 





ev, av, avy 
oat + oyt + oer t= 9, 


*) Philosoph. Magazine, (V) XLII. 
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and therefore, on reference to the general solution of the wave-motion 
equation found in § 4, we see that the general solution of the equation 
av 
ja tert on r+V= 0 


22 az 


7. 
V= _feenmecornsyunuames con f(y, v)dudv. 


°o 0 


3°. Deduction of the known — solutions of the equation 
a + . 
oa +5 + :+ V=0. 
It is known that particular daiies of the equation 


OV 
oa? + § 





exist, which are of the a 


V=r J a (r) P™ (cos 8) °° mp 
(n= 0,1,2,--- m =0,1,2,---,m), 
where 7, 9,q are the polar coordinates corresponding to x,y,z. We shall 
now shew how these may be derived from the general solution of the 
equation which has just been found. 
For let the general solution be written in the form 
222 
V= eo! (zsin uc se + ysinusine + 2cos u) f(u, v) sin udu dv, 
0 0 
where f(u,v) is an arbitrary function of the two arguments u and », 
which may without loss of generality be taken to be periodic in u and v. 
Now let the function f(u,v) be expanded in surface-harmonics of u 


and v, so that 
22 a 


cs) . 
V= > ” . dirccamaaaaii Y,(u, v) sin u dudv 
n=0 
0 0 


where Y, is a surface-harmonic of order n, i. e., if 

E=osinucosv, »=esinusinv, = ecosu, 
are regarded as the co-ordinates of a point in space, then 0” Y,(u, v) is 
a homogeneous polynomial of me n in &,», €, satisfying Laplace’s equation 


av aV 
og? oe og? 


= (). 
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Next, let the variables be changed by the substitution 


cos u = cos 8 cos m + sin 6 sin @ cos v’, 
sin & sin (p—v) = sin @ sin v’, 
sin u cos (p—v) = cos @ sin 8 — sin @ cos v’ cos 9, 
so that (@ sin @ cos v’, g sin@ sin v', @ cos @) are the co-ordinates of the 


point (£, 7, €) referred to new axes, the line whose direction-cosines are 
(sin 6 cos g, sin 8 sin , cos @) being taken as the new axis of z. 


Thus 
22 2 
v~ > f fem Y,,(u, v) sin @ dwdv’. 
n=0 
0 0 


But a surface-harmonic of any order » remains a surface-harmonic of 
order » under any transformation of axes in which the origin is unchanged: 
and therefore Y,(u, v) is a surface harmonic of order ” in and v; 
and consequently it can be expanded in the form 
A,(0,9) P,(cosw) + A}(0,p) P}(cosw)cosv’ + A?(0,p) P?(cos@)cos2v’ 
+---+4+ A"(0, p) P”(cos@) cos nv’ 

+ B’ (6, p) P. (cos) sinv’ + --- + B"(0,p) P* (cosa) sin nv’, 
where A,(6,p),---, B"(0,q) are functions of 6 and gm. Substituting this 
value for Y,(w,v) in the integral, and performing the integration with 
respect to v’, we have 


a 
V = > Al 9) fer Po @) sin ada; 
0 


and in virtue of the relation*) 


a 


x J , (r) 


femme, (cos @) sin ada = (3) Pi ae , 


0 





this can be written in the form 
2) 1 
Vm Dt et OHG9) 


where /,(0, p) denotes some function of @ and . 





*) A proof of this and several related results will be found in a paper shortly 
to be published by the author. 
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Since the surface-harmonics Y,(0,m) were independent of each other, 


the functions /,(0,q), will be independent of each other and therefore 
each of the quantities 


r*T 1 Of49) 


will be a solution of the equation 
OV 


ex? 


a*V ev 
+ oy? + Oz? + V=0. 


But on transforming this equation to polar co-ordinates, and substituting 
the expression 


r?J i (rf, 9) 
n+ 2 


for V, we find that the function f,(6,q) must satisfy the differential 
equation for a surface-harmonic in @ and » of order n. It follows that 
f, (9, p) can be expanded in the form 
f,(9, p) = A, P,, (cos 0) + A} cos p P} (cos 0) +---+ A, cos np P,; (cos 4) 
+ B! sin » P? (cos 0) +--+ B" sinng P* (cos 4), 
and thus the particular solutions 


1 
~ 92 m cos 
r _ (r) P*(cos@) |. my 


are obtained. 


Moreover, it is clear from the above proof that im order to expand 


any solution 
a A 


2 
. > 
V -{ _f demnnmnesrinucaes some fly v) sin u dudv 
0 0 


of the equation 
A MP ce. a 
gat + ays + ax tV—0 


as a series of the form 


to) 


1 
Dr FF 1 (7) ¥,09), 
n+ 
n=0 ~ 
where Y, is a surface-harmonic of order n in 6 and g, it is only necessary 
to expand the function f(u,v) in surface-harmonics of u and v. 

4°. Expression of the solution of the equation 


Pye. oe, OF 
gat + 3yt + oe V0 


as a series of generalised Bessel functions. 
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Another analysis of the solutions of the equation 


ov .. OV. CF 

da® * oy? + og +V =, 

entirely different from that given in 3°, can be found in the following way. 
Consider the expression 


1 1 1 é 1 1 i 1 

e! (-- :) («+ i) ~ 4 v(:- :) (:- :) i (++ a, 
if this expression be regarded as a function of s and ¢, it can for finite 
non-zero values of s and ¢ be expanded as a series of (positive and 
negative) integral powers of s and ¢, the coefficients in this series being 


functions of x, y and z. Let the coefficient of the term in s™¢" be denoted 
by Jn, »(%, y, 2): so that we have the relation 


SM) DED ODS So connor 


nru=—-2 n=—@ 


This equation can be regarded as a generalisation of the equation 


o t 1 a 
ot ( P ‘ = > 4.2), 


ra=-—-@ 


which defines the ordinary Bessel functions; and we shall consequently 
call the functions J,, ,(x, y, 2) generalised Bessel functions. 

We now proceed to establish some properties of the functions 
Im,n(%, Y, #); it will be seen that they are very similar to those of the 
ordinary Bessel functions. 

In the first place, since the expression 


1 1 1 i 1 1 i 1 
sn atl -3) (+4) -44( ~3 (7) "7 (+3) 

satisfies the equation 

PY. FY. FF 

gat + aye + on +7 —9, 
it follows that each of the functions J,, ,(%, y, #) satisfies the equation 

av, av 

at + ay 
In the second place, we shall obtain an expression for J,,, , (x,y, 2) a8 a definite 
integral. By Laurent’s theorem, we know that the coefficient of s” in 
the expansion of 


shsl—4) (+8) — rl) (4) Ha lerd) 


av 


is 
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1 (oem igerlt) (+8) YD FO) ay 


c 


where C is any simple contour in the s-plane surrounding the origin; 
and again applying Laurent’s theorem, the coefficient of ¢ in this ex- 
pression is seen to be 


gee f ferret eal Mor) 0) aaa, 


Cc 


where D is any simple contour in the ¢plane surrounding the origin. 
Now write s=e“, t=e'*. Thus we have the result 


2a 2a 


Inu(th2) =p, f fermin-nivtioninuenesipanasines score dy do, 
0 0 


which may be regarded as the analogue of Bessel’s integral 


nm 


J,(2) =  fcos (nu —z sin u)du. 


0 


The functions J,, ,(,y,2) likewise possess an additiontheorem: for we have 
eet (:- >) (:+3) - p+ ( -+) (:- *) + ; (s +¢) (++ *) 
hel) (ort) So 4) (4) hale) 
on tl-3) (: + *) - <(-4) (: -4) + ; c (:+2) 


Dnt ta, y+d, 2+e)sme 


a= > Inn (Ly Y, 2) 8" >< J,» (@, b,c) st". 
m, m,n ys 


m,n m,n 


-_ 


and so 


Equating coefficients on both sides of this equation, we have the result 


Tn,a(% +a,y+b,z+e) -)> > ny (@ Y) 2) In pn—q(4> b,c), 


pr=-@ q=-@ 


which is the uddition-theorem for the generalised Bessel functions, and is 
the analogue of the well-known result 


I.e+0) = '5,@5,_,0. 


p=-@ 
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We shall now shew how the generalised Bessel functions furnish an 
analysis of the general solution of the equation 


ov. et, oT 
amt + ays + a +V 9. 


For the general solution is, by 2°, 


a Qn 
> 


V -{f e! (vein cose + ysin usin v + 2 C08 uw) f(u, v) du dv, 
0 


0 


where f(u,v) can without loss of generality be taken to be a periodic 
function of « and v. 


Now let the function f(u,v) be expanded by the extended form of 
Fourier’s theorem, in the form 


2 «o 
f(u, v) — >’ > arr. 


nu=—-e nr=-—-@® 


Then we have 


mn 22 
CJ J 
V «= 2 anh fori dudv. 


nu=—-e n=—-@ e 


0 0 


Comparing this with the form just found for the generalised Bessel 
functions, we see that the general solution of the equation 


OV CV, aV 
aa% + 2y + ove +V=0 


V —_ > Onin Inn (a, Y,2), 


n=—@O n=—@ 


can be written 


where the quantities a, are arbitrary constants. This furnishes an 
alternative analysis of the solution to that given in 2° 
5°. Gravitation and Electrostatic Attraction explained as modes of Wave- 
disturbance. 
The result of 1°, namely that any solution of the equation 
ev, av, av av 
du* * Oy? + og =! op 
can be analysed into simple plane waves, throws a new light on the 
nature of those forces, such as gravitation and electrostatic attraction, 
which vary as the inverse square of the distance. For if a system of 
forces of this character be considered, their potential (or their component 
in any given direction) satisfies the equation 
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o?V o?V e?V 
aa% + 9y3 + oes 9. 


and therefore a fortiori it satisfies the equation 


av 


or... OF av 
oat + ay + ae —™ 


ot? 

where & is any constant. It follows from 1° that this potential (or force- 
component) can be analysed into simple plane waves in various directions, 
each wave being propagated with constant velocity. These waves interfere 
with each other in such a way that, when the action has once been set 
up, the disturbance at any point does not vary with the time, and 
depends only on the coordinates (x, y, 2) of the point. 

It is not difficult to construct, synthetically, systems of coexistent 
simple waves, having this property that the total disturbance at any point 
(due to the sum of all the waves) varies from point to point, but does 
not vary with the time. A simple example of such a system in the 
following. 

Suppose that a particle is emitting spherical waves, such that the 
disturbance at a distance r from the origin, at time ¢, due to those waves 


whose wave-length lies between ~ and Tae? is represented by 
2dy sin (wVt — wr) 


Ea) r 
where V is the velocity of propagation of the waves. Then after the 


waves have reached the point r, so that (Vé—r) is positive, the total 
disturbance at this point (due to the sum of all the waves) is 


“edu sin (uw Vt — wr) , 
can r 


Take uVt — ur = y, where y is a new variable. Then this disturbance is 


i 
2 siny ) 
ay om 
0 


sin y a 
fata-4. 
0 


1 ' 


or, since 





it is 


The total disturbance at any -point, due to this system of waves, is therefore 
independent of the time, and is everywhere proportional to the gravitational 
potential due to the particle at the point. 
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It is clear from the foregoing that the field of force due to a 
gravitating body can be analysed, by a “spectrum analysis” as it were, 
into an infinite number of constituent fields; and although the whole field 
of force does not vary with the time, yet each of the constituent fields is 
of an undulatory character, consisting of a simple wave-disturbance propa- 
gated with uniform velocity. This analysis of the field into constituent 


fields can most easily be accomplished by analysing the potential = of 
each attracting particle into terms of the type 
bean Sh dre 
r 
as in the example already given. To each of these terms will correspond 
one of the constituent fields. In each of these constituent fields the 
potential will be constant along each wave-front, and consequently the 
gravitational force in each constituent field will be perpendicular to the 
wave-front, i. e. the waves will be longitudinal. 

But these results assimilate the propagation of gravity to that of 
light: for the undulatory phenomena just described, in which the varying 
vector is a gravitational force perpendicular to the wave-front, may be 
compared with the undulatory phenomena made familiar by the electro- 
magnetic theory of light, in which the varying vectors consist of electric 
and magnetic forces parallel to the wave-front. The waves are in other 
respects exactly similar, and it seems probable that an identical property 
of the medium ensures their transmission through space. 

This undulatory theory of gravity would require that gravity should 
be propagated with a finite velocity, which however need not be the same 
as that of light, and may be enormously greater. 

Of course, this investigation does not explain the cause of gravity; 
all that is done is to shew that in order to account for the propagation 
across space of forces which vary as the inverse square of the distance, 
we have only to suppose that the medium is capable of transmitting, with 
a definite though large velocity, simple periodic undulatory disturbances, 
similar to those whose propagation by the medium constitutes, according 
to the electromagnetic theory, the transmission of light. 
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Zum Eliminationsproblem bei analytischen Funktionen mehrerer 
Veranderlicher. 


Von 


Orro BiumenrHat in Gottingen. 


Wenn eine analytische Funktion einer Veranderlichen sich innerhalb 
und auf dem Rande eines Gebietes wie eine rationale Funktion verhilt, 
so hat sie innerhalb dieses Gebietes nur eine endliche Anzahl von Null- 
stellen. 

Dieser Satz besitzt sein Analogon im Gebiete der Funktionen von 
n Veranderlichen. Eine analytische Funktion r (2, 2’,---,2-) = r(z) 
von m» Verdnderlichen verhalt sich innerhalb eines Gebietes wie eine 
rationale Funktion, wenn sie sich um jeden Punkt dieses Gebietes herum 
als Potenzreihe in den » Verinderlichen oder als Quotient von zwei Potenz- 
reihen darstellen la®t. Betrachte ich nun m Funktionen 


r,(x), 72(x), +++) ru (a) 
der Veranderlichen (x), welche innerhalb und auf dem Rande eines Ge- 
bietes D sich wie rationale Funktionen verhalten, so erhalte ich das 
gesuchte Analogon, wenn ich die gemeinsamen Nullstellen der Funktionen 
r innerhalb D betrachte. Das entscheidende Moment liegt abermals 
darin, daB sich die gemeinsamen Nullstellen zu einer endlichen Anzahl 
von Gebilden verschiedener Dimensionen zusammenfassen lassen. 

Dieser Satz stellt das erste und grundlegende Resultat der Elimi- 
nationstheorie dar. Er wird daher bei Untersuchungen iiber Systeme von 
Funktionen mehrerer Verianderlicher vielfach vorausgesetzt und benutzt. 
Beweise aber sind mir nicht bekannt geworden*); ich méchte daher in 
vorliegender Note diese Liicke ausfiillen. Einige Anwendungen des Satzes 
finden sich im 2. Teile meiner Habilitationsschrift**). 

Wir wollen dem Satze zuniichst seine prizise Formulierung geben. 





*) Herr Poincaré hat unterdessen in Acta 26 (p. 55—56) einige kurze Aus- 
fiihrungen zu diesem Satze gegeben. Da er sich auf die niimlichen Hiilfssitze stiitzt, 
welche auch in dieser Arbeit gebraucht werden, so sind die Unterschiede zwischen 
seiner Behandlung und der unsrigen leicht ersichtlich. 

™) Erscheint in diesen Annalen. 











Eliminationsproblem bei analytischen Funktionen mehrerer Veriinderlicher. 357 


Wir gehen zu diesem Zwecke aus von der bekannten WeierstraBschen 
Definition des analytischen Gebildes v**™ Stufe im n-dimensionalen Raume. 
Verstehen wir unter z,---, 2’~» unbeschrinkt verinderliche Parameter, 
so definieren » innerhalb eines gewissen Gebietes um den Nullpunkt herum 
gleichzeitig konvergente Potenzreihen 


(2) «= $B(z), o = P(z), «++, ee-? = Pr“ VM(e) 

ein Element eines analytischen Gebildes v*" Stufe, und ein irreduzibeles 
analytisches Gebilde v*” Stufe ist definiert als Gesamtheit eines Elementes 
und seiner séimtlichen analytischen Fortseteungen und Grenzstellen. Dabei 
verstehen wir unter ,,Grenzstelle“ einen Punkt (§), um welchen keine 
Entwicklung der Form (2) statt hat, in dessen beliebiger Nihe aber noch 
Punkte liegen, um welche Fortsetzungen des Elementes méglich sind*). 

Auf Grund dieser Definition laiBt sich folgender Satz (,,Endlichkeits- 
satz“) formulieren: 

Die Gesamtheit der Stellen innerhalb des Bereiches D, an welchen die 
Gleichungen 
(a) r,=0, 1, =0,--+, 1%, = 0 
gleichzeitig erfiillt sind, besteht 1) aus einer endlichen Anzahl isolierter Punkte, 
2) aus analytischen Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen, und zwar 
gibt es von jeder Dimension nur eine endliche Anzahl von Mannigfaltig- 
ketten. 

Zu dem Endlichkeitssatze tritt aber noch eine bedeutsame Ergiinzung 
hinzu, welche sich auf die analytische Natur der Grenzstellen bezieht. 
Die saimtlichen innerhalb des Gebietes D auftretenden Grenzstellen haben 
namlich einen besonders einfachen Charakter: 

An den Grenastellen der analytischen Gebilde haben die Koordinaten (x) 
den Charakter algebraischer Funktionen der Parameter (2) (,,Grenzstellensatz“). 

Der Beweis der beiden Sitze geht Hand in Hand, wir beginnen mit 
dem Endlichkeitssatze. 

1. Nehmen wir namlich an, Mannigfaltigkeiten irgend einer bestimmten 
Dimension kimen in unendlicher Anzahl vor, so gibt es im Inneren oder 
auf dem Rande von D einen Punkt (&§)), in dessen Nachbarschaft gleich- 
falls noch unendlich viele solche Mannigfaltigkeiten liegen. In der Um- 
gebung von (&)) ist aber 


(a’) — Bl(z—&) , _ B(#—6) Bn (e— 8) 





1 =D, (@—8)? "2 ~ O,(@—8)? ? ™ ~ B ee’ 
wo die $,,---, $,, in (&) verschwindende Potenzreihen sind. Denn wenn 
die Funktionen r,,---, 7,, in beliebiger Nahe von (&) verschwinden, so 


*) Diese Definition der Grenzstellen ist weiter gefaBt als die WeierstraB8sche. 
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verschwinden sie auch in (&)) selbst. Die Gesamtheit aller Punkte in einer 
gewissen Umgebung von (é), fiir welche die Gleichungen (a) bestehen, 
ist also gegeben durch 


(b) ¥, (2) =0,--:, ¥,, (2) =0, 

wobei wir der Kiirze halber x — £,--- durch z,--- ersetzt haben, so daB fiir 
(&) der Nullpunkt eintritt; und es bleibt nur zu zeigen, daB diese Glei- 
chungen nur eine endliche Anzahl von Punkten und Mannigfaltigkeiten 
der verschiedenen Dimensionen definieren. 

2. Wir schicken der Vollstaindigkeit halber einen einfachen Hiilfssatz 
voraus: 

Eine Potenzreihe 
(b’) P(x) =0 
definiert in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes eine endliche Anzahl 
(n—1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten, deren Grenzstellen den 
verlangten Charakter haben. 

Der Beweis beruht auf dem sog. ,, WeierstraBschen Vorbereitungssate“*). 
Wir kénnen namlich durch eine lineare Substitution mit nicht verschwin- 
dender Determinante an Stelle der Koordinaten (#) immer neue Koordinaten 
(t) einfiihren, in welchen die Identitit besteht 


P(z)= BEC, = [HA BEG, MO + FBLC fo) K(e) 
= G(t; t,---,t¢-) K(), 
wo K eine am Nullpunkte nicht verschwindende Potenzreihe ist, und die 
Potenzreihen in den Variabelen ¢’, - - -, ¢"-" bedeuten, welche in einer 
gewissen Umgebung des Nullpunktes konvergieren und am Nullpunkte 
selbst verschwinden. Auf Grund dieses Satzes sind also in einer gewissen 
Umgebung des Nullpunktes alle Verschwindungspunkte von $(x)) gegeben 
durch die in t algebraische Gleichung 
Git; t+ ++, t@-9) = 0. 

Ich nenne ein derartiges Polynom G irreduzibel, wenn es sich nicht 
in Faktoren niedrigeren Grades in ¢ zerlegen lift, deren Koeffizienten 
abermals Potenzreihen in ¢’,---,¢-" sind. Man beweist dann nach dem 
Euclidischen Verfahren die Kindeutigkeit der Zerlegung eines beliebigen 
Polynoms in irreduzibele Faktoren. Die Koeffizienten eines irreduzibelen 
Faktors haben auBerdem die Eigenschaft, am Nullpunkte simtlich zu ver- 
schwinden. Jedes Polynom zerfillt in eine endliche Anzahl irreduzibeler 
Faktoren. 

Wir zeigen jetzt, daB jeder irreduzibele Faktor g(t; t’,---,¢-») =0 
ein einziges (n—1)-dimensionales analytisches Gebilde definiert. In der 


*) WeierstraB, Werke, Il, pg. 135ff. 8S. a. Poincaré, Thése (1879), pg. 6—12. 
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Tat besteht ein Element eines solchen Gebildes um jeden Punkt g = 0, 
dg 


an welchem g’= >, von 0 verschieden ist*). Derartige Punkte existieren 


aber in beliebiger Nahe des Nullpunktes. Denn aus der Irreduzibilitit 
von g folgt das Bestehen einer Identitét der Form 


fg + fg so A(t’, t”, nn t@-), 
wo f und f’ Funktionen der gleichen Form wie g und g’ sind, und A eine 
nicht identisch verschwindende Funktion von » — 1 Variabelen bedeutet. 
An einem Punkte A+ 0, g = 0 aber kann g’ nicht verschwinden. 

Das so konstruierte Element mit seinen simtlichen analytischen Fort- 
setzungen und Grenzstellen definiert ein (n—1)-dimensionales analytisches 
Gebilde, auf welchem g = 0 ist. Umgekehrt aber kann ich durch analytische 
Fortsetzung des einen Elementes alle reguliren Stellen g = 0 erreichen: 
diese Tatsache beweist man genau nach dem bei algebraischen Funktionen 
itiblichen Verfahren. Der irreduzibele Faktor g =O definiert also in der 
Tat ein einziges analytisches Gebilde (n—1)*” Stufe. 

Damit ist der Hiilfssatz bewiesen. Ich kann mir tibrigens zum Zwecke 
der Aufsuchung der analytischen Gebilde das Polynom G von mehrfachen 
Faktoren befreit denken, was immer auf rationalem Wege méglich ist. 

Der Grenzstellensatz schlieBlich folgt unmittelbar aus dem Vor- 
bereitungssatz durch Resultantenbildung, wenn ich die (x) als lineare 
Funktionen der (¢) ausdriicke: man erhilt dann fiir jede einzelne Koordinate 
eine Gleichung der Form 

G(a; t’,---,¢-) = 0. 


3. Der Beweis des Endlichkeitssatzes geschieht hiernach mit Hiilfe 
der vollstiindigen Induktion. Wir setzen ihn fir m—1 Gleichungen als 
bewiesen voraus und zeigen, daB er fiir m Gleichungen ungeindert besteht. 
Sei nimlich nach Voraussetzung eine v-fache Mannigfaltigkeit der Form 
(2) gegeben, welche den Gleichungen 


(b”) ¥ (x) = (,---, Bint (z) =0 
geniigt, so zeigen wir, daB bei Hinzufiigung einer weiteren Gleichung 
$,. (x) = P(x) =0 

einer der beiden folgenden Fille eintreten kann: 

entweder das ganze Gebilde v*" Dimension geniigt auch der Gleichung 
P=0; 

oder es werden durch diese neue Bedingung aus dem Gebilde in der 
Umgebung von (0) eine endliche Anzahl von Mannigfaltigkeiten geringerer 
Dimension ausgeschnitten. 


*) S. z. B. Picard, Traité d’Analyse, Il, pg. 245. 
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Der Beweis ist evident, wenn (0) selbst ein reguliirer Punkt des 
v-dimensionalen analytischen Gebildes ist. Alsdann bestehen naimlich um 
den Punkt (0) die Gleichungen (2), d. h. die (x) sind als Potenzreihen 
in den Parametern darstellbar. Setze ich diese Potenzreihen in P ein, 
so wird P eine Potenzreihe in den (2), und die Gleichung P=0O geht 
iiber in a 

P(e, 2,--., 2-9) = 0. 
Nun verschwindet entweder die linke Seite identisch: in diesem Falle 
geniigt das ganze Gebilde (2) auch der Gleichung P=0. Oder sie ver- 
schwindet nicht identisch: dann definiert sie nach dem Hiilfssatze eine 
endliche Anzahl analytischer (v—1)-facher Mannigfaltigkeiten, deren jede 
sich um einen geeignet gewahlten Punkt innerhalb des Konvergenzbereichs 
von (2) entwickeln la8t in der Form 


(2’) _— P(s, s, ~ -, 9-9), “= ¥'(s), oe ge) = Pe-Y(s). 


Setze ich diese Entwicklung in (2) ein, so erhalte ich den Ausdruck des 
Elementes einer (v--1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit in den (2). 

Jeder Mannigfaltigkeit in den (2) entspricht eine Mannigfaltigkeit in 
den (2), und diese sind sonach nur in endlicher Anzahl vorhanden. Der 
verlangte Beweis ist also in diesem einfachsten Falle geliefert*). 

4. Ist (0) ein Grenzpunkt des Gebildes (2), so ist der Beweis be- 
deutend komplizierter. Wir stiitzen uns dabei auf ein Korollar, welches 
Herr Poincaré aus dem WeierstraBschen Vorbereitungssatze gezogen 
hat**). Das Korollar spricht sich folgendermafen aus: 

Ist P(x) eine um den Punkt (0) herum konvergente Potenzreihe in 
den (x), und sind diese Variablen ihrerseits wm den Punkt (0) herum als 
Funktionen von v Variabeln 2, z’,---, 2°-" definiert durch die Gleichungen 


Gz) =a" + BPE) + + Bue) = 0, 
(3) : 
(ae) = ae" + BOO(e) ale" +... + BO (2) = 0, 
wo die 3 konvergente Potenzreihen in den (z) sind, so geniigt wm den Null- 


punkt herum P, als Funktion P (2) der (2) betrachtet, einer Gleichung vom 
Grade M = m, m, --- m, 





*) Falls das Gebilde (2) eindimensional, also eine Kurve, war, sind die Ge- 
bilde (2’) Punkte, welche nur in endlicher Zahl vorhanden sein kiénnen. — Falls 
den Gleichungen (b”) durch eine endliche Anzahl isolierter Punkte geniigt wird, so 
setze man diese Punkte in P=O ein: diejenigen Punkte, welche auch der neuen 
Gleichung geniigen, sind natiirlich erst recht nur in endlicher Zahl vorhanden. 

**) Poincaré, These, pg. 14. 
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g(P) = P* + p,(e)P¥-" + --- + pullz) = 0, 
wo die » abermals konvergente Potenzreihen bezeichnen. 

Mit Hiilfe dieses Korollars leiten wir nimlich den folgenden Satz ab: 

Hat das durch die Gleichungen (b) definierte v-dimensionale analytische 
Gebilde (2) am Punkte (0)) einen Grenzpunkt, so geniigen um den Punkt 
(0) herum die Variabelen (x) einem System von Glleichungen von der in 
dem Poincaréschen Korollar betrachteten Form (3), wobei die Potenzreihen 
gerade von v Verénderlichen abhiingen und am Punkte 

= gm. ae ge) a 
stimtlich verschwinden. Die Gleichungen werden auBerdem als frei von 
mehrfachen Faktoren angenommen. 

Dieser Satz ist nichts anderes als die analytische Formulierung des 
Grenastellensatzes. Sein Beweis geht Hand in Hand mit dem des Endlich- 
keitssatzes. Der Satz wird zuniichst fiir das System (b”) von m—1 Glei- 
chungen als richtig vorausgesetzt, hieraus der Endlichkeitssatz fiir den 
Fall von m Gleichungen bewiesen und schlieBlich der Grenzstellensatz 
selbst fiir diesen héheren Fall verifiziert. 

Man erkennt iibrigens nach der bei dem Hiilissatz angewandten 
Methode mit Leichtigkeit, daB ein Gleichungssystem der Form (3) eine 
endliche Anzahl von v-dimensionalen analytischen Gebilden definiert. 

5. Es ist notwendig, eine Bemerkung iiber das Verhiltnis des ana- 
lytischen Gebildes (2) zu den Gleichungen (3) vorauszuschicken. Um einen 
reguliren Punkt (z,)) des analytischen Gebildes (2) bestehen im allge- 
meinen eine Anzahl von Elementen dieses Gebildes, welche sich durch 
analytische Fortsetzung aus einander ableiten lassen. Der Satz besagt dann, 
daB die durch jedes dieser Elemente definierten Koordinaten (x) sich als 
Wurzeln von Gleichungen (3) ergeben, nicht aber auch das Umgekehrte, 
daB niimlich jede Zusammenfassung von beliebigen Wurzeln (a, ---, x{"-), 
welche dem Punkte (2,) entsprechen, auch einen Punkt des analytischen Gebildes 
liefert. Um die zum Gebilde gehérigen Zusammenfassungen zu erhalten, 
ist der einzige Weg der der analytischen Fortsetzung, ausgehend von einem 
bestimmten Elemente. 

Wir wollen dieses Element in folgender Weise fixieren. Auf Grund 
unserer Voraussetzung besteht fiir die Funktion P eine Gleichung in (z) 
y(P) = P¥ +--+ + plz) = 0 
welche alle Werte der Funktion P auf dem durch die Gleichungen (3), und 
a fortiori also auf dem durch (2) definierten Gebilde liefert. Das Polynom 
g(P) kann reduzibel sein. Wir denken es uns zunichst von mehrfachen 
Faktoren befreit, was ja stets auf rationalem Wege miéglich ist. Sei g’(P) 
das so erhaltene Polynom. Es gibt dann (wie aus dem Vorhergehenden 
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leicht folgt) in beliebiger Nahe von (0) noch unendlich viele regulire 
Punkte des Gebildes (2), an welchen g’(P) lauter verschiedene Wurzeln 
hat*). Um einen solchen Punkt (¢))) wihlen wir das Ausgangselement «, 
unseres analytischen Gebildes (2). 

Setze ich in P(x) die aus ¢ folgenden Werte 2, x’, ---, x{*~ pe 
so ergibt sich ein bestimmter Wert P,, welcher Wurzel von g’(P);,.) = 
ist. Wir bezeichnen mit g,(P) den irreduzibelen Faktor von g’(P), a 
diese Wurzel P, liefert und betrachten von nun an immer die Gleichung 


9(P) = 

Wir behaupten: 

Jeder Wert, welchen P auf dem Gebilde (2) annimmt, ist Wurzel von 
9,(P) =0; und umgekehrt, jede Wurzel P von g,(P)=0 ist ein Wert, 
welchen P auf dem Gebilde annimmt. 

In der Tat folgen um den Punkt (¢,)) aus dem Element «, einerseits, 
aus der Gleichung g, = 0 andererseits fiir P zwei unter einander identische 
Potenzreihen-Entwickelungen P’ und P”. Durch Fortsetzung dieser Potenz- 
reihen auf allen méglichen Wegen erhalte ich aber einerseits alle Werte, 
welche P auf dem Gebilde (2) annimmt, andererseits, wegen der [rreduzi- 
bilitét von g,(P), alle Wurzeln von g,=0. Daraus ergibt sich die 
behauptete Ubereinstimmung zuniichst an allen reguliren Stellen, und, 
daraus folgend, dann auch an allen Grenzstellen. 

Der zweite Teil des Satzes werde noch einmal ausfiihrlich in der 
folgenden Form ausgesprochen: 

Folgt fiir einen Punkt (2) einer gewissen Umgebung des Nullpunktes 
im Raume der (2) aus g, =0 ein Wurzelwert P, so gehirt zu dem Werte- 
system (2) ein Wertesystem (x)) des analytischen Gebildes (2), an welchem 
P(x) den Wert P annimmt. 

Eine fiir das Folgende wichtige Anwendung der irreduzibelen Faktoren 
ist die folgende: Ich kann nach dem Poincaréschen Verfahren, ebenso wie 
fiir die Funktion P(2)), auch fiir jede der Funktionen (b”) eine Gleichung 


der Form (8) = 0 aufstellen, deren Koeffizienten Potenzreihen in (z) sind. 
Da aber nach Voraussetzung $$(x)) lings des analytischen Gebildes (2) 
verschwindet, so enthalt das Polynom (9) den irreduzibelen Faktor ¥ 
und dieser irreduzibele Faktor ist gerade dem Gebilde (2) zugeordnet. 

6. Wir suchen jetzt die Stellen (2), an welchen g,(P) =0 eine ver- 
schwindende Wurzel hat. Es sind hier zwei Fille zu unterscheiden: 

a. Der letzte Koeffizient py(z)) von g(P) verschwindet identisch und 


am Punkte (z,) ist P,=0. In diesem Falle ist g,(P)=P. P ver- 





*) In der Tat sind solche Punkte sicher diejenigen, an welchen sowohl g als 
auch die Polynome (3) von 0 verschiedene Discriminanten besitzen. 
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schwindet also identisch lings des ganzen Gebildes (2), die Gleichung 
P =0 liefert keine neue Bedingung. 

In diesem speziellen Falle definiert das System der m Gleichungen 
(b) die ganze v-dimensionale Mannigfaltigkeit (2). 

b) Im allgemeinen Falle hat g,(P) ein nicht identisch verschwin- 
dendes von P freies Glied p’(z)). Die Bedingung dafiir, daB g, = 0 eine 
verschwindende Wurzel besitze, ist dann 


p'(2) = 9. 

Diese Gleichung definiert im Rawme der (2) um den Nullpunkt herum eine 
endliche Anzahl (v—1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten. Es 
handelt sich nun darum, zu untersuchen, was diesen Mannigfaltigkeiten 
im Raume der () entspricht. Diese Untersuchung kann nicht nach der 
in 3. angewandten einfachen Methode gefiihrt werden, da méglicherweise 
den saimtlichen durch p’=0 definierten Punkten (¢) Grenzpunkte der 
Mannigfaltigkeit (2) entsprechen*). 

Wir bezeichnen, wie vorher, mit s, s’,---, s°-*» die unabhangigen 
Variabelen, durch welche wir die (v—1)-dimensionalen Gebilde im Raume 
der (2) darstellen. Beachten wir zunichst, daB die entsprechenden (ebilde 
im Raume der (a) gleichfalls (v—1)-dimensional sein miissen. In der Tat 
entsprechen ja nach den Gleichungen (3) stetigen Mannigfaltigkeiten (2) 
auch stetige Mannigfaltigkeiten (x). Gehére also zu dem Punkte (s,)) ein 
Punkt (¢,)) und ein entsprechender Punkt (z,)) hinzu, so kann ich um den 
Punkt (s,)) eine yewisse Umgebung abgrenzen: lasse ich innerhalb der- 
selben den Punkt (s)) variieren, so variieren (z)) und (x) stetig mit. Jedem 
stetigen Gebiete im Raume der (s) entspricht also ein stetiges Gebilde im 
Raume der (x). Dieses Gebilde aber mu8B (y—1)-dimensional sein. Denn 
als Variabele (s) kann ich ja immer lineare Transformierte der Variabelen 
(2) wahlen, und hieraus schliet man durch vollstaindige Induktion, daf 
die Variabelen (s) auch lineare Transformierte der (#) sind. Ich kann 
also durch Koordinatendrehung an Stelle der (x) ein neues Variabelen- 
System (Z) ableiten, in welchem die (s) figurieren. Da aber diese vy — 1 
GréBen unbeschriinkt verinderlich sind, so ist das oben betrachtete stetige 


Gebilde (v—1)-dimensional. Dieses Gebilde hat dann die Eigenschaft, dab 
auf ihm iiberall 


(¢) Bi (2) = 9, +++, Bua(@) = 9, p'(e) = x(x) = 0. 


*) War das Gebilde (2) eindimensional, so da8 nur eine einzige Variable z auf- 
tritt, so definiert die Gleichung p’(z) 0, (da wir ja nur die Wurzeln in einer ge- 
wissen Umgebung des Nullpunktes betrachten) allein den Punkt z= 0, welchem nach 
den Gleichungen (8) nur der Nullpunkt des (@)-Raumes entspricht. Der Punkt (2) = 0 
ist also nicht Hiufungspunkt von gemeinsamen Punkten der Gleichungen (b) und 
gemeinsame Punkte sind also nur in endlicher Zahl vorhanden. 


24* 
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Die letztere Gleichung ist dadurch erhalten, daB fiir die (¢) ihre Werte 
als lineare Funktionen der (x) eingesetzt sind. 

Wir beweisen weiter: Das definierte Gebilde im Rawme der (x) besteht 
aus einer endlichen Anzahl (v—1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltig- 
keiten. 

Dies geschieht mit Hiilfe des Poincaréschen Verfahrens. Es soll dabei 
der Einfachheit halber angenommen werden, da8 als GréBen (s) die Koordi- 
naten 2, 2,---,2"-*% genommen worden sind, worin nach dem Voraus- 
gehenden keine besondere Einschrinkung liegt. Betrachten wir jetzt die 
Gleichungen (3), greifen innerhalb des Konvergenzgebietes der Koeffizienten 
einen Punkt (¢, 2’,---,2~*)) heraus, bezeichnen mit 2("~),--.,2"- die nach 
p'(z) =0 hinzugehérigen Werte von 2"-" und bilden das Produkt 

Gi, (a; 25 af"—) G, (a; 25 ee?) --- G (a; 2; e-), 
so ist dies ein Polynom in 2, dessen Koeffizienten Potenzreihen in z,---,2("—*) 
und symmetrisch in 2*-",---, 2"-» sind. Daraus folgt, daB die gebildete 
Funktion ein Polynom [,() in a ist, dessen Koeffizienten Potenzreihen 
in z,---,2"-* sind*). Indem wir das gleiche Verfahren auf die Polynome 
G,,---,@, anwenden, kommen wir zu einem Gleichungssystem 
(4) r,(@) =0,---, r,(a"— ») = 0, 
dessen Koeffizienten Potenzreihen in den neuen Variabelen z, ---, 2"-*) — 
oder allgemeiner (s) — sind. Die Koordinaten aller Punkte (7) unseres be- 
trachteten Gebildes sind Wurzeln dieses Gleichungssystems. Die Koeffizien- 
ten haben auBerdem die Eigenschaft, am Punkte (s) = 0 simtlich zu ver- 
schwinden. Wir nehmen iibrigens an, daB die [ von doppelten Faktoren 
bereits befreit sind. 

Die Gleichungen (4) definieren dann eine endliche Anzahl (v—1)- 
dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten. Unter diesen miissen sich 
diejenigen (y—1)-dimensionalen Gebilde vorfinden, welche den Gleichungen 
(c) geniigen. Man findet sie auf folgende Weise. Irgend eines der 
Polynome (c) geniigt in Bezug auf (s) einer von Doppelfaktoren befreiten 
Gleichung (8) = 0, welche den irreduzibelen Faktor $8 besitzt. Ich wihle 
jetzt einen Punkt (s)), welcher fiir die siamtlichen analytischen Gebilde 
regular ist, und an welchem auferdem die Discriminante von (8) nicht 
verschwindet. Diesem Punkt (s)) entspricht auf mindestens einem der 
Gebilde ein Punkt (x), an welchem $$ = 0, und es folgt dann, wie oben, 
daB lings dieses ganzen Gebildes identisch {§ = 0. Auf diese Weise finde 
ich die samtlichen (v—1)-dimensionalen Gebilde, auf welchen $f ver- 
schwindet, und sehe, daB es analytische Mannigfaltigkeiten sind. 


*) Poincaré, |. c. 
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Von den durch (4) definierten analytischen Mannigfaltigkeiten kommen 
dann also nur diejenigen in Betracht, auf welchen die simtlichen Funk- 
tionen (c) verschwinden. Da es solche Mannigfaltigkeiten gibt, folgt aus 
den Betrachtungen von pg. 363. Wir wollen sie mit 

M,,:-:,M 
bezeichnen. ; ts 

Wir haben schlieBlich diejenigen Punkte der Mannigfaltigkeiten I 
zu suchen, an welchen ausser den Funktionen (c) auch die Funktion P(z)) 
verschwindet. Die Gesamtheit dieser Punkte mu dann nach unserer Be- 
hauptung eine endliche Anzahl analytischer Mannigfaltigkeiten bilden. 

Die Funktion P(x) geniigt, wie aus dem identischen Verschwinden 
von p’(z) in (s) folgt, als Funktion der (s) betrachtet, einer von mehr- 
fachen Faktoren befreiten Gleichung der Form 
(5) Py(P)=0, »(P)=P*+---+ p(s). 

Jeder der Mannigfaltigkeiten M ist in dem in 5. erwihnten Sinne ein 
irreduzibeler Faktor dieser Gleichung zugeordnet. 

Es sind jetzt wieder zwei Fille zu unterscheiden: 

«) P verschwindet in einem reguliren Punkt des Gebildes M an einer 
Stelle (s)), an welcher p’(s)+0. Der zu M zugehdrige irreduzibele 
Faktor ist dann der Faktor P, d. h. P verschwindet lings des ganzen 
(v—1)-dimensionalen Gebildes M. Derselbe Schlu8 gilt auch noch, wenn 
der Verschwindungspunkt ein Grenzpunkt von M ist, vorausgesetzt nur, 
daB an ihm p’(s)) nicht verschwindet. 

Nun 1a8t sich der SchluBsatz von 5. fiir den Raum der (s) in folgen- 
der Form aussprechen: 

Jedem Werte (s)) entspricht auf mindestens einer der Mannigfaltigheiten 
M,,---, M, ein Punkt, an welchem P verschwindet. 

Wenden wir diesen Satz auf einen Punkt (s)) an, an welchem p(s) 
nicht verschwindet, so erhalten wir das erste fundamentale Resultat: 

In der Umgebung des Nullpunktes des (x)-Rawmes gibt es eine end- 
liche Anzahl (v—1)-dimensionaler analytischer Mannigfaltigkeiten, lings 
welcher die Gleichungen (b) erfiillt sind. 

8) P verschwindet auf einem Gebilde M nur in solchen Punkten, in 
welchen gleichzeitig auch p(s) verschwindet. Ich habe dann also die 
Gesamtheit der Verschwindungspunkte von P innerhalb M zu bestimmen. 
Ich behandele hierzu die Mannigfaltigkeit M in der gleichen Weise wie 
bisher die Mannigfaltigkeit (2), indem ich mich der Gleichungen (4) 
ebenso bediene wie vorher der Gleichungen (3), und finde auf ihr eine 
endliche Anzahl von analytischen Mannigfaltigkeiten (v—2)** Dimen- 
sion, lings welcher die Gleichungen (b) samtlich erfiillt sind, daneben 











366 Orro BrumenTHat. 


méglicherweise noch Mannigfaltigkeiten geringerer Dimension, welche ganz 
einer analytischen Mannigfaltigkeit (v—2)** Dimension angehéren. Auf 
diese Weise weiterschlieBend*), finde ich, daB von jeder Dimension nur 
eine endliche Anzahl von Mannigfaltigkeiten vorhanden sein kinnen. Der 
Beweisgang liefert das gleiche Resultat fiir gemeinsame Punkte. 

7. Hiermit ist die vollstandige Induktion in ihrer Hauptsache erledigt. 
Es ist nur noch der. Beweis nachzutragen, daB um jeden Grenzpunkt eine 
Entwicklung der Form (3) besteht, was ja gleichfalls durch vollstindige 
Induktion abgeleitet werden sollte. Auch dieser Beweis aber ist schon 
gefiihrt: in der Tat sind wir von den Gleichungen (3) zu den Gleichungen 
(4) tibergegangen, welche von der gleichen Form sind und hinsichtlich 
der (v—1)-dimensionalen Gebilde die namliche Rolle spielen, wie (3) hin- 
sichtlich des v-dimensionalen Grundgebildes. In der gleichen Weise lassen 
sich die Gleichungen fiir die unter 8) betrachteten Gebilde geringerer 
Dimension aufstellen. 

Hiermit ist also die vollstindige Induktion erledigt und unsere beiden 
Séatze, Endlichkeitssatz und Grenzstellensatz, bewiesen. 

8. Der Endlichkeitssatz bedarf aber noch einer wesentlichen Er- 
ganzung. In der Tat besteht nach dem bisher gezeigten noch die Még- 
lichkeit, daB aus einem Gebilde v** Dimension durch Hinzufiigung einer 
einzigen Gleichung Gebilde von geringerer als (v—1)* Dimension aus- 
geschnitten werden. Demgegeniiber zeigen wir jetzt: 

Definieren die im Nullpunkt verschwindenden Potenzreihen 


B(x) = 0,---, Ba_s (a) = 0 
um den Nullpunkt herum ein analytisches Gebilde v*" Dimension, so 
schneidet die gleichfalls im Nullpunkte verschwindende Potenzreihe 


B(x) = 0 
aus diesem Gebilde keine Mamnnigfaltigkeiten von geringerer als (v—1)*" 
Dimension aus. 

Die unter £) betrachteten Mannigfaltigkeiten geringerer Dimension 
miissen also vollstandig in einer den Gleichungen (b) geniigenden Mannig- 
faltigkeit von der Dimension (v—1) enthalten sein. Sie sind in der Tat 
einfach die Schnittgebilde einer solchen Mannigfaltigkeit mit einer Mannig- 
faltigkeit M. 

Wir beweisen den Satz zuerst fiir den Fall, daB das analytische 
Gebilde 2-dimensional (eine Flaiche) ist, und zeigen, daB dann die Glei- 
chung %,, = P =O nur 1-dimensionale Gebilde (Kurven) ausschneidet. 

In der Tat kénnen ja gemeinsame Gebilde geringerer Dimension 
(Punkte) nur dort auftreten, wo die Gleichung p(s) =0 besteht. Dies 


*) indem ich immer zu Mannigfaltigkeiten geringerer Dimension iibergehe. 
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ist eine Potenzreihe in der einzigen Variabelen s und verschwindet in 
einer gewissen Umgebung des Nullpunktes nur fiir den Punkt s=0 
selbst. Dem Punkte s=0 aber entspricht nach den Gleichungen (4) 
allein der Punkt (~) = 0, durch welchen ja, wie bewiesen, eine 1-dimen- 
sionale gemeinsame Mannigfaltigkeit hindurchgeht. Es gibt also in einer 
gewissen Umgebung des Nullpunktes keine isolierten Schnittpunkte des 
2-dimensionalen Gebildes und des Gebildes P= 0. Da sich aber derselbe 
Beweis fiir jeden solchen Schnittpunkt fiihren liBt, um welchen die Funk- 
tionen sich in der Form von Potenzreihen oder Quotienten von Potenz- 
reihen darstellen, so ist er fiir unser ganzes Gebiet D allgemein bewiesen. 

Den allgemeinen Satz beweist man dann durch vollstiindige Induktion, 
indem man ihn fiir den Fall von »—1 Variabelen und geringerer Dimen- 
sion des zu schneidenden Gebildes als bereits bewiesen voraussetzt. Es 
habe in der Tat im n-dimensionalen Raume der (x) das v-dimensionale 
Gebilde, dessen unabhiingige Koordinaten mit z, 2’,---,2°-" bezeichnet 
werden, mit %,,(x)) =0 ein (v—k)-dimensionales Schnittgebilde (k>1). Ein 
Element des Schnittgebildes schreibt sich in der Form 


(5) z= B(s, 8',-+ 8AM), al — BOG), 


Die (s) kénnen nun, wie bereits hervorgehoben, immer als lineare Funk- 
tionen der (z) betrachtet, und daher durch eine Koordinatendrehung neue 
Variable (2) eingefiihrt werden, unter welchen die (s) figurieren. Ebenso 
lassen sich weiter Koordinaten (#) einfiihren, welche die (7) und daher 
auch die (s) enthalten. 

Setze ich nun die Variabele s®-*-" konstant, so geht das Gebilde 
(5) in ein (v—k—1)-dimensionales iiber, das v-dimensionale Gebilde in 
ein (v—1)-dimensionales, und der Raum in einen (n—1)-dimensionalen. 
%,,(z) ferner geht iiber in eine Potenzreihe (7, Z’, - - -«, Z"~-*)*) 

In dem (n—1)-dimensionalen Raume miiBte sich also ein (v—1)- 
dimensionales Gebilde mit 7 =0 in einem (v—k—1)-dimensionalen Ge- 
bilde schneiden, und zwar kann ich durch geeignete Wahl des konstanten 
Wertes s’-*-» stets erreichen, daB dieses Gebilde nicht ganz einem 
Schnittgebilde héherer Dimension angehért. Dies ist aber nach Voraus- 
setzung nicht méglich: daher kénnen auch in dem »-dimensionalen Raume 
Schnittgebilde von geringerer als (v—1)** Dimension nicht auftreten, was 
zu beweisen war. 

Durch Hinzufiigung einer Gleichung bleibt also die Dimension eines 
Gebildes entweder erhalten oder sie erniedrigt sich um 1. 

9. Die Resultate, zu denen wir gelangt sind, kénnen wir noch kurz 
in der Form zusammenfassen: 


*) Der Fall, daB a identisch verschwinden kénnte, hat keine Ausnahmestellung. 
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Seien r,(x),---, 7,,(”) m Funktionen der n Variabelen (x), welche 
innerhalb und auf dem Rande eines Gebietes D sich wie rationale Funktionen 
verhalten, so ‘bilden innerhalb dieses Gebietes die gemeinsamen Nullstellen 
dieser Funktionen eine endliche Anzahl analytischer Mannigfaltigkeiten ver- 
schiedener Dimensionen, (wozu auch Punkte gerechnet werden sollen). 

Ist auBerdem m <n, so treten keine Mannigfaltigkeiten von geringerer 
als der (n—m)*" Dimension auf. 

Dazu tritt noch der Grenzstellensatz in der priizisen Fassung von 4. 
(pg. 361). 

10. Unter den gemeinsamen Nullstellen der Funktionen r befinden 
sich iibrigens auch solche ,,uneigentliche“, an welchen eine oder mehrere 
der Funktionen unbestimmt werden. Dies sind nimlich diejenigen Stellen 
(2), an welchen in den Gleichungen (a’) einige der Nenner © verschwin- 
den*). Wir schlieBen dann aus unserem Hauptsatze betreffs dieser un- 
eigentlichen gemeinsamen Nullstellen sofort das Resultat: 

Eine gemeinsame Nullmannigfaltigkeit der Funktionen r umfaBt ent- 
weder nur uneigentliche Nullstellen, oder die auf ihr gelegenen uneigent- 
lichen Nullstellen bilden eine endliche Anzahl analytischer Mannigfaltig- 
keiten geringerer Dimension. 

Die in 9. ausgesprochenen Resultate sind ferner einer Ausdehnung 
auf allgemeinere, mehrdeutige Funktionen fahig. Ich betrachte eine Funk- 
tion f, welche innerhalb und auf dem Rande eines Gebietes D um jeden 
Punkt einer irreduzibelen Gleichung folgender Form geniigt 


Bo (x) f* + B, (a)fe-* +--+ 4+ ¥,. (x) = 0, 

wo die $$ Potenzreihen in den (#) sind, und w eine ganze Zahl ist, die 
fiir alle Punkte unseres Gebietes unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. 
Eine solche Funktion nennt Herr Poincaré innerhalb D_,,algebroid“**), 
insbesondere gehéren die algebraischen Funktionen dieser Klasse an. 

Mit Hiilfe der dargelegten Methoden beweist man, daB auch die 
gemeinsamen Nullstellen algebroider Funktionen innerhalb D eine endliche 
Anzahl analytischer Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen bilden. 


*) WeierstraB, Werke, I], 156—157. 
*™) Poincaré, |. c. 
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Uber die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen. 


Von 


GeorG Faser in Miinchen. 


Wiahrend einerseits eine Potenzreihe mit endlichem Konvergenzradius, 
aber mit im iibrigen willkiirlichen Koeffizienten ihren Konvergenzkreis im 
allgemeinen zur natiirlichen Grenze hat*), weisen andrerseits Potenzreihen, 
deren Koeffizienten a, in bestimmter noch sehr allgemeiner Weise von 
dem Index v abhiangen, nur ganz bestimmte vereinzelte Singularititen auf, 
und es ist z. B. die Miachtigkeit der nicht fortsetzbaren Reihen keine 
gréBere als diejenige der Taylorschen Reihen, welche den EHinheitskreis 
als Konvergenzgrenze und auf demselben nur die eine singulire Stelle 
x = 1 besitzen; denn die Machtigkeit dieser Reihen ist schon die gleiche 
wie die aller analytischen Funktionen iiberhaupt. Es folgt dies ohne 
weiteres aus schon bekannten Untersuchungen, wie auch aus den im 
folgenden mitzuteilenden (cf. Theorem I, p. 371). 

Es soll hier namlich die Fortsetzbarkeit spezieller Taylorscher 
Reihen untersucht werden, namlich solcher, wo der Koeffizient a, das 


eine Mal eine Potenzreihe von : ist, das andre Mal, wo a, eine ganze 
Funktion G(v) von y ist, die schwicher unendlich wird als e*” (d. h. 
lim | G(re'?)|e-*” = 0 fiir jedes positive ¢) 


Uber die zuerst erwihnte Klasse von Reihen hat schon Herr Leau**) 
auf kompliziertere Weise einen Satz bewiesen, der mit dem unten stehen- 
den Theorem I iibereinstimmt; auch beziiglich der oben genannten Reihen 


m4 G(v)x” gelangt Herr Leau zu einem ahnlich lautenden Satze; da- 


gegen glaube ich, daB die viel priizisere Aussage, eine solche Reihe habe 
nur die eine wesentliche singulire Stelle x =1, sowie die Umkehrung 
dieses Satzes neu sind. 


*) Pringsheim, Math. Ann. 44 (1894); Borel, acta math. 21 (1897); Fabry, 
acta math. 22 (1899). 
**) Journ. de Math. 5 (1899). 
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Im dritten Paragraphen gebe ich dann einen elementaren Beweis eines 
zuerst von Herrn Hadamard auf Grundlage des Cauchyschen Funktions- 
begriffs bewiesenen Satzes iiber die Abhangigkeit der Singularitiéten der 


Funktion > 4 f V(t) t’dt-x” von denjenigen der Funktion a a, x”. 


Es diirfte nicht ohne Interesse sein, daB sich alle diese Beweise — 
und noch andere ahnliche mehr — aus einer einzigen Quelle ableiten 
lassen, als welche sich der WeierstraBsche Doppelreihensatz erweist. 
Ich stelle denselben daher hier an die Spitze, indem ich ihn zugleich in 
verallgemeinerter Form ausspreche: 

Gegeben sei eine unendliche Folge von analytischen Funktionen: 

fo(*), f,(), f,(2), a. 
die simtlich regular sind in einem einfach zusammenhingenden endlichen 
Gebiete S, das vermége der Funktion 2’ = (x7) auf das Innere eines 
mit dem Radius R um den Nullpunkt der z’-Ebene beschriebenen Kreises 
abgebildet wird. In S gelten daher nach bekannten Sitzen*) Entwickelungen 
der Form: 


f,(2) = Sra(way. 


0 


Ferner werde vorausgesetzt, daB > f,(~) konvergiert im Gebiete 


0 
|w(x)|< R und gleichmaBig auf der Kurve |y(x)| =r (< R). 
Dann ist im Gebiete |y(x)| <r 


F(z) = S#1,(2) 
0 
eine analytische Funktion von 2: 


F(z) = >} 4,(¥@), 


4, = Shae™), 
0 


Mit Hilfe dieses Satzes beweise ich nun das 


wobei 


* *) 8. Kénigsberger, Vorl. iiber d. Theor. d. ellipt. Funct. Th. I (1874), p. 93 ff. 
**) Bei WeierstraB (Werke [I, p. 205) ist »(x)—2—~a,; in allen folgenden 
Anwendungen steht von vornherein die gleichmaBige Konvergenz der Reihe hi (a) 
im ganzen zweifach ausgedehnten Gebiete fest; in diesem Falle geniigt auch der 


WeierstraBsche Satz in seiner speziellen Fassung zum Nachweis, da p iA (a) eine 
in § regulire analytische Funktion darstellt. 























Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen. 
Theorem I: Wenn 
1 
(1) a,—=B(=) (van) 


ist, wo 

(2) P@)=q+qr+e0°+--- 

eine fiir |x| < = konvergente Potenzrethe bedeutet, so hat die Funktion 
(3) , F(«) = >»a,2” 


im der lings der reellen Achse 1---0o aufgeschnittenen Ebene keine singulire 
Stelle. 

Ferner werde ich zeigen: der Einschnitt 1 --- co ist ein ,,kiinstlicher“, 
d. h. auf demselben sind nur 1 und oo singulire Punkte. Dies wird sich 
aus dem Umstande ergeben, daB man statt des geradlinigen EHinschnitts 
einen andern wahlen darf, der von einer beliebigen logarithmischen Spirale 
mit dem Nullpunkte als Pol gebildet wird. Es steht zu vermuten, daf 
die im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktion F(x) auch in ihren 
anderen Zweigen keine weiteren singuliéren Punkte hat als die Punkte 
1, co und den Nullpunkt; doch folgt dies aus unserer Analyse nicht, da 
man stets nur den Kinheitskreis des obersten Blattes behilt, wenn man 
den Schnitt lings einer der obigen logarithmischen Spiralen fiihrt, man 
also iiber das, was innerhalb des Einheitskreises der iibrigen Blatter ge- 
schieht, keine Aussage machen kann. 

Statt fiir 

F(x) = da) + a,” + aa? +--- 

geniigt es offenbar den Beweis zu fiihren fiir 


m—1 
F(a) — va, a” 
| = 
Gyn + Ay 41% + By, 49% +°--= = a ey a 
welche Funktion wieder F(x) heiBen mége. 
Ich betrachte folgende Reihe von Funktionen: 


fo(®) = 7 =~1l+2+2+--., 
fier x” —'dx 
0 1 x x 
[i s@ede 


aa” me 


+ 


x & 
ant pat pay 
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Die erste dieser Funktionen hat die eine singulire Stelle « = 1; bei 
der zweiten sind infolge der Integration der Punkt x= oo und infolge 
der Division mit 2” der Punkt «= 0 in den iibrigen Zweigen der Funk- 
tion als singulire hinzugetreten. Weitere Singularitaiten kénnen auch bei 
den iibrigen Funktionen f,(x) nicht auftreten; ware niaimlich @ ein von 
0, 1, co verschiedener singulirer Punkt, der zum ersten Male bei /,(x) 
auftrete, so wiirde man schlieBen, daB « auch ein singulirer Punkt von 

1 da™f(@ | . 
2 a f,-1(“) ware gegen die Voraussetzung. 

Ich mache nun zuniichst den Einschnitt auf der reellen Achse vom 
Punkte 1 bis co und erweitere diesen Einschnitt, indem ich vom Null- 
punkte aus zwei Gerade ziehe, die mit der positiven reellen Achse die 
Winkel + « bilden, ferner einen Kreisbogen mit dem Radius 1 — <, und 
eliminiere das unendliche Stiick der Ebene, das von den zwei Geraden 
und dem Kreisstiickchen begrenzt ist, und den Punkt 1 enthilt. AuBer- 
dem schlieBe ich die Umgebung des Punktes co durch einen beliebig 
groBen Kreis mit dem Radius FR aus. 

Da in dem iibrig bleibenden Stiicke S der Ebene alle vorkommenden 
Funktionen regulir und eindeutig sind, sind die Integrationen unabhingig 
vom Wege; dieselben werden im folgenden liings der Geraden 0 — x aus- 
gefiihrt gedacht. | 


, , eer ee ; 
Sei G das Maximum von | ,—-| in S; ich behaupte das Maximum 


a™f,(~) und von 





G 


von |f,(x)| ist kleiner als —- 
n 
Es ist namlich, wenn 2 = re’? gesetzt wird: 
| | r 
fisr-"| |da| [rr-tar 
5 


lA@|<@-2— 


la") a. a 
G 
<n 
und allgemein, wenn 
G 
lft-1(#)| < mtn 
ist (fiir alle x in S), so folgt 


r 
<—J 


r™— dr 
(5) In(a)|< = 
k m1 yr" 
und fiir m > n: 


319 


< 


710 


fiir jedes, x in S, gq. e. d. 
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Daher ist 
(6) (2) = Se, f(z) = >>¢,F,(2) + Riz) 


(die ¢ sind die Koeffizienten der Potenzreihe (2)) fiir alle Punkte x von S 
gleichmiBig konvergent; denn 


' = c, 
(7) |R,(2)| < @ >> pe <6, 
l 


wenn / geniigend groB gewiahlt ist. (2) stellt demnach in S eine regulire 
analytische Funktion F(x) dar; die Entwickelung derselben um den Null- 
punkt lautet: 


) alas 25 +e e+ ‘ ee . 


= B(5) b-¢ +28 (<4) piste 
und diese Potenzreihe lift sich nach dem eben bewiesenen analytisch 
fortsetzen iiber das ganze Gebiet S. 

Wir haben nun den gleichen Satz zu beweisen unter der Voraus- 
setzung, daB der Hinschnitt nicht von einer Geraden, sondern von einer 
logarithmischen Spirale gebildet wird. Es soll also jetzt statt des Gebietes, 
das von den Geraden y=-+tge-x und von Bégen der Kreise mit den 
Radien R und 1 — « begrenzt wurde, das folgendermaBen definierte end- 
liche Gebiet S betrachtet werden: wenn die logarithmische Spirale mit 
der Gleichung r = ye’? durch den Punkt 1 geht, so sei S begrenzt von 
zwei logarithmischen Spiralen mit den Gleichungen: r = (y + ¢)e*”, ferner 
von einem Stiickchen der zu diesen senkrechten logarithmischen Spirale, 
die durch den Punkt 1 — ¢ geht, und endlich von einem Bogenstiick des 
Kreises mit dem Radius R. Die Integrationskurven seien jetzt unter 
einander ahnliche logarithmische Spiralen mit den Gleichungen r = ae*? 
(« Parameter, f fest). 

Da wir oben bei geradlinigem Schnitt die Richtigkeit des zu be- 
weisenden Satzes einzig aus der Ungleichung (5) erschlossen haben, so ist 
nur noch das Fortbestehen dieser Ungleichung unter den geinderten Ver- 
hiltnissen zu beweisen. Dies geschieht wieder durch den Schlu8B von n 
auf m+ 1. Sei also wieder G das Maximum von |/,(x)| in dem jetzigen 
Bereiche S und sei schon bewiesen, daB 


; . G 
f,-1(@)| < yeaa? 


so bleibt zu zeigen, daB 


ile)| <3 
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x 


S\fp1@|l2"-"| [ae fet ide| 








0 @ & 5 
\f.(x)| <q | a | <1 mo ’ 
dz| ist hier nicht mehr = dr, sondern = Vdr? + r2dq?, dg ist = = also 
? Pp, &@ 


r- p’ 
| da| =ar Vit aadr-e, 
wo ¢ fiir alle Spiralen die gleiche Konstante ist. Es folgt 
G G 
Ih(@)| <a° —< “a? 


wenn nur m > cn gewahlt ist. Das Fortbestehen dieser Umkehrung war 
aber das einzige, was noch zu beweisen war zur vollstindigen Erledigung 
des obigen Satzes iiber die singuliren Stellen von 


e)~ Daye. 


§ 2. 


Wiahrend wir soeben a, in der Form a, = $ (=) voraussetzten, nehmen 
wir jetzt an, daB a, gleich einer ganzen Funktion von » ist: 


(1) a,=G(v)=qg+taqvt+aqrv?+-:-- (vy =1,2,---). 
Da man leicht ganze Funktionen konstruieren kann, die an den Stellen 
1, 2,--- willkiirlich vorgegebene Werte a,, a,, --- annehmen, so miissen 


wir G(x) noch einer Einschrankung unterwerfen*): 
Wir setzen voraus, daB wenn «(>Q) beliebig klein vorgegeben ist, 
eine Zahl r’ existiert, sodaB fiir r >,’ die Ungleichung gilt: 


(2) |G(re%)| << e. 
Dies vorausgesetzt, beweise ich das 


Theorem II: Die Potenzreihe > G(v) a” ist das Element einer ein- 
1 


deutigen Funktion, die sich in der ganzen Ebene regulér verhilt auBer im 

Punkte x =1, der ein wesentlich singuldrer fiir die Funktion ist. 
Zuvorderst erwiihne ich folgenden von Herrn Poincaré**) herrihren- 

den Hilfssatz, der das Abnehmen der Koeffizienten c, von G(x) beleuchtet: 





*) ef. Hadamard, La série de Taylor, p. 29. 
**) Bull. soc. math. F. T. 11, 1883 p. 188; s. a. Borel, Lecgons sur les Fonct. 
entiéres, Paris 1900, p. 54. 
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a 


Die Funktion >! 2” ist eine ganze Funktion von z. Zum Be- 
0 
weise, den ich nur andeute, betrachte man das Integral 


(3) J (x) = fe'G(ta) dt. 


Vermiége der Ungleichung (2) hat dieses Integral fiir jeden endlichen 
Wert von x einen Sinn und stellt eine ganze Funktion dar*), die Ent- 
wickelung derselben nach steigenden Potenzen von x lautet: 


(4) J(a) => >e,v! x”, 
0 
und daher 
(5) lim V\c, |v! = 
Nach dieser Vorbemerkung betrachte ich folgende Reihe von Funktionen: 
f(*) = z— =2z+ 2+ a4+--., 





(6) fie) at) a+ Batt B+, 
6) - fe. @)- a+ Ona? “4 3x02 “ee 
und behaupte /,(x) laBt sich in der Form darstellen: 


(7) f, (a) -> rb a va =e. 


Da die Behauptung fir x =1 zutrifft, geniigt der SchluB von x —1 
, auf x, es sei also 


| x- a” of rat 
| faa une 
dann ist 





‘ < *— — , a’ 
f(t) = tfe-r(@) = Zi i +O) Fhe, 


man findet also 


48) be) = vb? 1) + pea; ), 
also speziell, da nach (7) w- —0 ist: 
(8b) Be) Aen OO. 


*) Vgl. auch die im § 3 auseinandergesetzte Beweismethode. 
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Ferner behaupte ich 


v! 
und beweise diese Ungleichung wieder durch den offenbar zulissigen 
SchluB von x — 1 auf x: 


2*~*@—a)! a *(e—2)!  2%(e—2)! — 2%(e—1)! 


(x) 
by <9 v! (—1)! (@—t! = v! 


zunichst fiir » <x —1, aber nach (8b) auch fir » =x, sodaB Unglei- 
chung (9) allgemein gilt; daraus folgt nun 


dx” 


< 2-1) FE 
: : 


Um den Punkt = 1 schlage ich einen beliebig kleinen Kreis mit dem 
Radius @; in dem ganzen unendlichen Gebiete auBerhalb dieses Kreises 





fee) < 2-1) 3, 
(10) , 


bleibt der Ausdruck eri unter einer endlichen Grenze G(>1); daher 


' - | a!” — 
(11) Oar <a 
1 


1S] = H's, 0 bleibt H’ fir alle x in S und fir alle 
Exponenten unter einer endlichen Grenze H und man hat nach (10) und (11): 
(12) | f,(@)| << H* kl. 


Bildet man mit den Koeffizienten c, der ganzen Funktion G(a) (1) die 
Reihe: 


(13) Dot); 


0 





setzt man noch 


so konvergiert dieselbe zufolge der Ungleichungen (5) und (12) im ganzen 
Gebiete S gleichmaBig, stellt also daselbst eine analytische Funktion F(x) 


dar; die Entwickelung von F(x) in eine Potenzreihe um den Nullpunkt 
lautet: 


x wo 


F(a) = 2 Soe, +2? rer tac 7,3" fos: 
0 0 


-> G(v).". 
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Diese Taylorsche Reihe ist also das Element einer in der ganzen 
Ebene eindeutigen und mit Ausnahme des Punktes x =1 reguliren 
Funktion; das ist aber gerade, was unser Theorem behauptet. 
Dasselbe léBt sich unmittelbar zu folgender Fassung verallgemeinern: 
Sind G,, G,,---, @, 1 ganze Funktionen, die saimtlich der Bedingung 
(2) geniigen: 
|G(ré?)| < et” (r>r’), 


so stellt die Reihe > 4,2’; wo 


1 
(15) a, => Gv) ++, G(r) +--- +4 Gr) 
x x x 


ist, eine Funktion dar, die in der ganzen Ebene eindeutig ist und die 
l wesentlich singulire Stellen z,, 2, ---,2,, sonst aber keine Singulari- 
taten besitzt. 
Hat man es mit unendlich vielen singuliéren Stellen 
Wy, X,>>*,|%,| S|%|<S---, lima, = co 


und entsprechenden ganzen Funktionen G,, G,,---, die alle der Bedingung 
(2) geniigen, zu tun und verlangt man eine Taylorsche Reihe, deren 
analytische Fortsetzung sich an der Stelle x, verhilt wie die analytische 


Fortsetzung der Reihe > G,(v) «, so wird nur in den allerseltensten 
2; 
1 ‘ 


Fallen der Anzatz 
“4 
a, = > z G,(«) 


zum Ziele fiihren. (Hinreichende Bedingungen, damit dieser Fall eintrete, 
sind leicht anzugeben.) Doch kann man sich stets folgendermafen helfen: 
man setze 


(16) a, =+, G,(v) + 4 G(r) +--+ 54,(@), 
Fo Ly xy, 


wobei auBer (2) folgende stets mégliche Bedingungen erfiillt seien: 
a) lim 1, = oo, 
(17) b) lim Yi, = 1, 
c) ViG(v)|<(1+¢,) fir «<1, mit lime, =0. 
Unter diesen Bedingungen ist nimlich lim Vja,| = a » und wenn 
unter a) das verstanden wird, was aus a, entsteht, wenn 
G, = G, =---=G,_,=90 


Mathematische Annalen. LVII. 
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gesetzt wird, so ist 
lim Vja?|=—-; dh. F(z) = Sava 


ist regular in einem Kreise mit dem Radius |z,|; F(x) hat also in diesem 
Kreise keine anderen Singularitiiten wie F(a) — F(x); das letztere ist 
aber nach dem vorigen Satze eine eindeutige Funktion mit den wesentlich 
singuliren Stellen z,,2,,---x,_, und zwar verhilt sich F(x) — F(x) an 
der Stelle z; («<< x—1) wie die analytische Fortsetzung der Reihe 


2 (3) G,(v) 2°. 


Die im Vorhergehenden mitgeteilten Siitze stehen im engsten Zu- 
sammenhange mit der Frage nach den singuliren Stellen einer vorgegebenen 
Taylorschen Reihe. Man kann bei der Untersuchung dieser Frage nach 
Herrn Hadamard*) zwei vollig verschiedene Gruppen von Methoden 
unterscheiden: 

»Die einen beschriinken in keiner Weise die Allgemeinheit der Reihe 


> %. Gerade dieser Umstand verleiht den so erhaltenen Resultaten 


eine groBe Bedeutung; doch ist zu fiirchten, daB diese Resultate stets zu 
gering an Zahl bleiben. 

Andere Methoden dagegen beziehen sich ausschlieBlich auf verhiltnis- 
maBig einfache Singularitiiten und ermangeln daher der Allgemeinheit.“ 

Herr Hadamard hat sich im zweiten Teile seiner Thése**) auf den 
letzteren Standpunkt gestellt und den Fall vollstiindig erledigt, wo alle 
auftretenden Singularitiiten Pole sind. 

Auch wir sind durch die voraufgehenden Siitze zu einer ahnlichen 
einschrankenden Voraussetzung gefiihrt, namlich nur wesentlich singulire 
Stellen zuzulassen, und haben sehr allgemeine Ausdriicke konstruiert, die 
an vorgegebenen Stellen wesentlich singuliire Punkte besitzen. Die wichtige 
Frage, die sich nun erhebt ist die folgende: 

Sind durch unsere Ausdriicke simtliche Funktionen der bezeichneten 
Art erschépft? oder m. a. W.: Lassen sich die o»igen Siitze umkehren? 

Ich werde durch den Beweis des folgenden Satzes zeigen, daB dies 
in der Tat der Fall ist. 

Theorem*Ill: Hat man eine eindeutige Funktion F(a) mit der einen 
wesentlich singuliiren Stelle «= 1, und lautet die Entwickelung von F(a) 
nach steigenden Potenzen von x: 


*) La série de Taylor, p. 13. 
**) Journ. de Math, 8 (1892). 
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(1) F(a) = 4,2 + a,x* + az?+---, 
so laéBt sich a,, immer in der Form darstellen: 
(2) a, = G(v), 


wo G(a) eine ganze Funktion mit folgender Eigenschaft bedeutet: 

Wenn «(>0) beliebig klein vorgegeben ist, so lait sich stets ein r’. so 
bestimmen, da fiir r > 
(3) |G(re?)| <e" 
ist®), 

F(x) kann man sich als eine bestindig konvergente Potenzreihe von 
Ss gegeben denken; etwas bequemer fiir das folgende ist es F(a) als 


° x 1 
ganze Funktion von — (= — * 1) vorauszusetzen: 


(4) Fe) =¢ 7 +4(;25) +--> (lim V/e,| = 0). 


aS i 


Die Koeffizienten a, der Entwickelung (1) um den Nullpunkt be- 
rechnen sich folgendermaBen aus den e¢;: 


(5) a=at(s )at("s Jat +(e). 


v—l1 


Ich betrachte nun folgenden Ausdruck: 





— —1)(#—2 —1)(@—2)(a—3 
(6) O(e) =e + Og tg pat: 


und behaupte (a) ist die durch unser Theorem verlangte ganze Funktion; 
dazu sind folgende drei Punkte zu beweisen: 


1) O(z) ist eine ganze Funktion: O(x) = G(x); 

2) Gv) =4,; 

3) |G(re'?)| < e (fiir beliebiges « und r > 7’). 
Beziiglich des ersten Punktes beweise ich, das (x) fiir |2|< R (R be- 
liebig groB) gleichmaBig konvergiert. Zu dem Zwecke schreibe ich 





M(x) =e, + 2 @te--+ e— arta wt €, + %, (x) 


*) Falls «= 1 eine auferwesentlich singulire Stelle n‘** Ordnung ist, reduziert 
sich G(v) bekanntlich auf ein Polynom (n— 1) Grades, und umgekehrt. 
**) Umgekehbrt ist e,,,= A‘a, = 4@;4:—(3) a;_,+-:-+(—1)'a,. Daraus und 


aus dem Theorem I folgt ganz heiliiufig, daB lim Vy A’ a, | = 0 ist, falls a, = G(v) und 


|G(re'%)|<e*” ist. Mit dem Beweise des reziproken Satzes sind wir oben gerade 
beschiiftigt. 


25* 
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und zeige, daB |®,(x)| fir |2|< R beliebig klein wird, wenn nur » 
groB genug gewiahlt ist. Zunichst bestimme ich eine Zahl m’ so, dab 


> 


fiir m > m’, wenn ¢ ( < i) gegeben ist, 


'Cm| <e™ 
wird. Dann ist, falls » > m’, 


(R+ 1) (R+2)---R+n) , , (R+1)(R+2)---\R+n+1) ” 
9%, (2)| << n! é + yes “eri PE oes 


Was hier auf der rechten Seite steht, ist der Rest vom n'*" Gliede 





1 
kann also durch Wahl von » beliebig klein gemacht werden, womit der 
erste Punkt erledigt ist. 

Der zweite ist evident, wie ein Blick auf die unter einander stehen- 
den Formeln (5) und (6) lehrt. 
Der dritte Punkt ergibt sich folgendermaBen: 


$4 1.) 4 PEDEEE A) a... 


ab der konvergenten Entwickelung von (-)"" nach Potenzen von ¢, 


M(re'?)| <je,| + 
(r+1) (7+2)---@+m—1) 
(m—1)! ti — 1€q| + 


(r+1)(7+2)-- -7¥+m+1) emtin. 
~ (m—1)! 


< |e, +°r* C—gi tees t+ 


4 C2 O938--F79 


m! 








e“ +> 
-_ wieder |e,,| << « fiir m > m’) 


< a—ert + P(r), wo P(r) ein Polynom (m—1)'*" Grades in 
r bedeutet, 


=e-+Met-9) 4 P(r), 


< e+" 4 P(r), wo «’, wie auch nachher ¢” mit ¢ beliebig klein 
wird, diese Ungleichung gilt noch fiir jedes r; 


<e*’", wenn r geniigend gro8 gewihlt ist. 


Hiermit ist aber der in Rede stehende Satz véllig bewiesen. 

Auf die anderen obigen Sitze, bei denen es sich um Funktionen mit 
mehreren oder unendlich vielen singuliren Stellen handelte, angewandt, 
besagt das letzte Theorem, daB die dort in den Koeffizienten a, auf- 
tretenden ganzen Funktionen G,, G,,--- die allgemeinsten sind, welche 
zu wesentlich singuliren Stellen Veranlassung geben. Man hat also bei- 
spielsweise den Satz: 

Sind unendlich viele ganz beliebige ganze Funktionen g,, g.,--- ge- 
geben und unendlich viele Stellen z,, z,,--- (lim z,—0o), so existiert 
stets eine eindeutige mit Ausnahme der Punkte x; und des Punktes oo 
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regulire analytische Funktionen F(x) von der Higenschaft, daB die 
Differenz 
F (@) — 9. (53) 


sich auch an der Stelle z; regular verhalt. Lautet die Entwickelung dieser 
Funktion um den Nullpunkt F(x) = > 4,2, so kann man setzen: 


a, = G(r) + + Gy(v) +++ + Gv) + a. 
a Lg ~~ * 


Es bestehen dabei die Bedingungen (17) p. 377 und (2) p. 374, und es ist 
lim V\a,"| = 0. (Hine in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Punkte 2; 
giltige Darstellung von F(x) gestattet bekanntlich das Mittag-Lefflersche 
Theorem.) 

Beispiele: Die ganzen Funktionen von x 


danse und (sina Vx)” 
nVx 
erfiillen die Bedingung (2) p. 374; daher stellen die Reihen 


o , V @ 
> sin x Vv ” wil > (sin = Vv) x” 
'. nVv a 


Funktionen dar, die auf dem Konvergenzkreise und iiberhaupt nur die 
eine singuliire Stelle «= 1 besitzen. Dieselben sind wegen ihrer Ein- 
fachheit besonders geeignet zur Illustrierung der zuerst von Herrn 
Hadamard*) gegeniiber gegenteiligen Vermutungen durch Konstruktion 
a, . 
eines komplizierteren Beispiels gezeigten Tatsache, daB ein lim aa nicht 


zu existieren braucht, selbst wenn die Reihe > a,x” nur eine einzige 


singulare Stelle auf dem Konvergenzkreise hat. Da in den obigen Beispielen 
unendlich viele der a, gleich Null sind, existiert nicht einmal ein 


lim Y/\a,|. 


§ 3. 


Ich wende mich nunmehr zu dem oben angekiindigten elementaren 
Beweise des Hadamardschen Satzes iiber die Abhdngigheit der Singu- 
laritiiten der Funktion 


(1) F, (2) = > a, | Vi)  dtx* 


*) Journ. de Math. (4) 8 (1892) p. 163, la série de Taylor p. 65. 
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von denjenigen der Funktion 
(2) F(z) = >) 4,2"*). 


Von jedem singuliren Punkte «, dieser letzteren Funktion denke ich 
mir eine Gerade ins Unendliche gezogen, deren Verlingerung durch 
den Nullpunkt gehen wiirde. Die siamtlichen Punkte dieser Strahlen 
werden aus dem Bereiche der Variablen 2 ausgeschieden. In dem iibrig 
bleibenden ,,Sterne“ (nach der Bezeichnungsweise des Herrn Mittag- 
Leffler) ist F(x) regulir und eindeutig. Es ist zu beweisen, daB das 
gleiche auch von F,(x) gilt. 

Genauer gesagt, fiihre ich den Beweis nicht fiir den Stern, sondern 
was auf dasselbe hinausliuft fiir ein folgendermaBen definiertes Gebiet S: 

Von dem Sterne werde zuerst das unendliche Gebiet auBerhalb 
eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises mit dem beliebig groBen 
Radius R ausgeschlossen; ferner mége jeder der von den singuliren 
Punkten «, ausgehenden Strahlen um die Strecke ¢ iiber «; hinaus gegen 
den Nullpunkt verlingert und dann vom Nullpunkt als Scheitel aus um 
den Winkel « nach beiden Seiten gedreht werden. Das so von den Halb- 
strahlen iiberstrichene Gebiet werde ebenfalls eliminiert; was danach vom 
Sterne noch iibrig bleibt, mége unser Gebiet S sein. 

Es soll gezeigt werden, daB in diesem Gebiete die Taylorsche Reihe 


1 
(1) F(2)= S'a/2, wo a,=a, J Viteat 
ri 
ist, sich eindeutig fortsetzen 1aBt. 


1 
Vorausgesetzt wird nur, daB | V(t) dt absolut konvergiert (falls 
5 


a =d,=--: =a,_,=0 ist, geniigt die absolute Konvergenz von 


1 
f Vit) dt); auch wird der Kinfachheit halber zunichst angenommen, daB 
0 


V(t) (O<¢<1) unter einer endlichen Grenze G bleibt. 
Ich definiere nun folgende Reihe von Funktionen: 
hy = V(0)F(), 
(3) h(x) — = (VO) F(0) + V (5) F()), allgemein 
gf-1 


w= 3S 1(5)7) 


*) Hadamard, Journ. de Math. (8) 1892, p. 163. 
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und sodann: 


(4) 


fo sil ho, 
f(x) =h(w)—hys(7) — (¢> 0). 


Jedes einzelne f ist ersichtlich eine in S reguliire analytische Funktion, 
ich behaupte, daB das gleiche von 


oe Dre 


gilt und beweise zu dem Zwecke, daB diese Reihe (5) fiir alle in S ge- 
legenen «x gleichmaBig konvergiert. Es ist 
n+r 


Dh (x) =h,,,(x) — h, (x) 


n+1 : 
gtt"_y 9” 14 


ge Sem)? GH) ee) 
ee ee Si(reeeynrtirs) recy ee9) 
5 S v (2) [e (tes) — ¥ (*22)] 
se HSM L (S42) "($5 
nt+r 


> f,(z) ist somit in zwei Doppelsummen zerlegt, von denen jede einzeln, 

n+1 

wie gezeigt werden soll, durch Wahl von » beliebig klein gemacht werden 

kann, und zwar gleichmaBig fiir alle 2 von S und fiir r = 1, 2,--- im inf. 
Die erste er ist ihrem absoluten Betrage nach kleiner als 


@) S. >> 1S (R(t) -# (E59) 


Setzt man 











we” + p2” 
gtr 7 = IYpy und were Yur 


so liegen simtliche Punkte y,, und y, in S und es ist fiir alle in Betracht 
kommenden Werte von uw und » 


(8) Yue — wi< <tc 
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d. h. beliebig klein bei passender Wahl von »; dann kann aber auch 
wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von F in 8 


(9) \F(y,.) —F(y,)| —O0s4<2;0g7<2 Saas” 
also auch 
(10) G| F(y,,—Fy,)|, 


mithin der Ausdruck (7) durch Wahl von » unter jede Grenze herab- 
gedriickt werden. 
Somit ist die Behauptung, was die erste Doppelsumme betrifft, erwiesen. 
Was die zweite betrifft, so bedeute D(¢,, ¢,) die Schwankung von V(#) 
im Intervalle (¢,,¢,) und G, das Maximum von | F(zx)| in S, dann wird 
die zweite Summe kleiner = 


(11) “> pats, >) 


Dieser Ausdruck kann aber wegen der vorausgesetzten Existenz von 
f V(t)dt durch Wahl von n beliebig klein gemacht werden. 
Somit ist bewiesen, daB > f,(x) in S gleichmaBig konvergiert, also 


daselbst eine regulire witaticiee Funktion darstellt, und daB jeder Koef- 
fizient der Entwickelung dieser Funktion um den Nullpunkt gleich der 
Summe der entsprechenden Koeffizienten der Funktionen /,(x) ist. 

Der Koeffizient a), von x” wird z. B.: 


en 


an am tim = 2M) () 


1 
dies ist der Definition nach a,, J V(t)t" dt, falls dieses Integral existiert; 


1 


dies tritt aber immer ein, wenn, wie vorausgesetzt, J V(é) dt existiert. 
Wir haben somit gesehen: 
Die in S regulire analytische Funktion 


Sw 


hat um den Nullpunkt die Entwickelung: 


@ 1 
> 4,2" — a, =a, ] Vite dt — 
0 


0 
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und diese Taylorsche Reihe laBt sich also tiber das ganze Gebiet S, 
mithin iiber den ganzen Mittag-Lefflerschen Stern analytisch fortsetzen. 


Statt die Teilstrecken (> -<*) — limn = co — auf der Strecke 


(0, 1) auszuzeichnen, hatte man natiirlich unendlich viele andre das gleiche 
leistende Teilungen vornehmen kénnen. Man hiitte dann entsprechend den 
Funktionen fj, f,,--- andre Funktionen gy, 9,,--- einzufithren gehabt; 





> 9,(2) ware auch eine in S regulare analytische Funktion gewesen, 
0 


die mit >t) identisch gewesen ware, da die beiderseitigen Ent- 
0 


wickelungen um den Nullpunkt iibereinstimmen. Daraus schlieBt man 
= . 
>(2) = f V(t) F(t) dt 
0 0 


(unabhingig von der benutzten Einteilung). 

Nachtriglich lassen sich nun folgende zwei Erweiterungen an dem 
Satze anbringen: 

1) unter geeigneten Voraussetzungen iiber den analytischen Charakter 
von V(t) kénnen die geradlinigen Einschnitte durch andere ersetzt. werden; 
man beweist dies, indem man die Integration von 0 bis 1 auf komplexem 
Wege ausfiihrt; s. dariiber Hadamard a. a. 0. 

2) V(t) braucht nicht unter einer endlichen Grenze zu bleiben. 

Um den letzteren Punkt zu beweisen gehen wir wieder auf die 
Definition des bestimmten Integrals zuriick und nehmen sogleich den 
allgemeinsten Fall an, daB die singuliren Stellen von V(¢), d. h. diejenigen, 
iiber die direkt nicht integriert werden kann, eine abgeschlossene Menge 
bilden. 

Man betrachtet dann Bereiche D,, D,, D,,--+, von denen jeder aus 


einer Summe von Teilstrecken der Strecke 01 besteht und keiner einen 
singuliren Punkt von V(t) enthilt; dagegen soll D, die simtlichen Be- 
reiche D,, D,,---, D,_, wmfassen, und irgend ein nicht singulairer Punkt ¢ 
soll schlieBlich einem D,, also auch D,,,, D,,:,--- angehéren. 

Wenn » geniigend groB gewahlt ist, wird also der Inhalt der Menge 
O,.n4r derjenigen Punkte, die zu D,,,, nicht aber zu D, gehéren, so 
klein als man nur will, und die oe und hinreichende Bedingung 


fiir die absolute Konvergenz von f V(t)dt ist, daB man zu jedem é ein 
nm bestimmen kann, dab 
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(13) J V(t)|\ dt —f rola 
Datr 
oder anders geschrieben 
(14) Jiro di<s 
nyn+r 


wird (fiir r = 1, 2,--- und wie auch die den obigen Bedingungen geniigen- 
den Bereiche D im iibrigen gewihlt sein mégen). 
Dies vorausgeschickt betrachten wir die Reihe von Ausdriicken: 


(15) F(c) =f Vd F(ta)at (=0,1,--), 
D, 


von denen jeder, wie vorhin (p. 381 ff.) gezeigt wurde, eine in S regulire 
analytische Funktion darstellt. Setzt man 
(16) Y(x) = nm ; 
y,(x) = F(x) — F,_, (2) (¢>0), 
so ist, wenn wieder G, das Maximum von ‘ee (x)| in S bedeutet: 
| a+r 


Se.) - |F.4+(@) — F,(@)| =| J V() F(x)at 


(17) ‘aI 


an+r 


< af \V(t)| dt, 





An+r 

also nach (14) 
n+r 

(18) > ¥,(2)| < Ge, 
n+1 | 


d. h. beliebig klein mit wachsendem » fiir alle x in S. 


Aus der so bewiesenen gleichmaBigen Konvergenz von > y,(x) 
schlieBt man genau wie oben, dab 


> w,(2) = J vi F(ta) dt 
0 0 


eme in S regulire analytische Funktion ist, deren Potenzentwickelung 
um den Nullpunkt lautet: 


o 1 
>a, | V(t)t dta’. 
0 0 
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‘Man bemerke iibrigens, daB erst bei diesem letzten Beweise fiir die 


gleichmaBige Konvergenz von >4,@ von der Voraussetzung der abso- 
1 


luten Konvergenz von f V(t)dt Gebrauch gemacht wurde; in Wirklich- 


keit ist die Voraussetzung unnétig und es geniigt die Existenz von 
: 


| V(t)dt*), was ich zum Schlusse in Kiirze zeigen will, indem ich 


Ungleichung (18) unter dieser erweiteten Voraussetzung beweise. 

Es sei unter Trennung des Reellen und Imaginiren 2 = & + in ein 
Punkt im Innern oder auf der Begrenzung von S und 
(19) F (tx) = u(té, ty) + iv(4é, tm); 
wenn nun ¢ zwischen 0 und 1 variiert, so laBt sich zeigen, daB die 
Anzahl der Monotoniewechsel der Funktion « und der Funktion v unter 
einer endlichen Zahl N bleiben, die unabhingig von der besonderen Lage 
des Punktes + iy ist; dann erhilt man aber unter Anwendung des zweiten 
Mittelwertsatzes der Sresninenes 





a+r e a 
> ty( @|- - {Vv u(té, ty) dt + if V(t) o(té, tna 
n+1 ayner 
(20) < fro u(té&, ty) as| + [ ve@vtte, tn) at 
nn+r An+r 


| 
<4NG, frou, 


nnt+r 


was wegen der vorausgesetzten Konvergenz von , V(t) dt mit unendlich 
werdendem » verschwindet, q. e. d. 

Der vorstehende Beweis mag vielleicht durch die nétig werdenden 
Bezeichnungen etwas umstindlich erscheinen; doch ist der demselben zu 
grunde liegende Gedanke — Zuriickgehen auf die Definition des bestimmten 
Integrals und Anwendung des Doppelreihensatzes — ein duBerst einfacher 





*) Selbst diese ist nicht nétig, da die obigen Entwickelungen simtlich giltig 
bleiben, wenn man statt des Integrals das obere oder das untere Integral einsetzt; 
auch geniigt bei Unendlichkeitsstellen von V(t) die Konvergenz des Integrals bei 
bestimmter Art des Grenztibergangs, z. B. die Existenz des Cauchyschen Haupt- 
wertes; nur ist dann auch in den andern auftretenden Integralen der gleiche Grenz- 
iibergang auszufiihren. 


Se bedeutet dabei einen innerhalb 6 gelegenen Bereich. 


nyn+r ayn+r 
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und laBt sich leicht auf andere Sitze iibertragen, beispielsweise auf den 
folgenden des Herrn Hadamard*): 


Sind a(x) = a,2° und b(a) => ),0° Elemente zweier analytischer 
Funktionen mit den singuliren Stellen « resp. 8, so hat die durch die 
Reihe >a, b,x” definierte analytische Funktion in der ganzen Ebene 


keine andern singularen Stellen als unter den Punkten « - 6 


- Miinchen, April 1902. 


*) acta math. 22 (1898). 


~~ 4 & we oo 8 


—_— ™~ WA 


AS 
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Uber polynomische Entwickelungen. 
Von 


Grora@ Faper in Miinchen. 


Der Satz, daB eine analytische Funktion F(x), die in einem einfach 
zusammenhiingenden von einer stetigen Kurve begrenzten endlichen Ge- 
biete S der komplexen Ebene reguliir ist, daselbst durch eine Reihe von 
Polynomen dargestellt werden kann, ist schon mehrfach bewiesen worden*); 
doch war die groBe Mannigfaltigkeit und Willkiir, die bei diesen Ent- 
wickelungen noch méglich ist, eimem genaueren Studium besonderer poly- 
nomischer Reihen eher hinderlich als férderlich. 

Im folgenden werde ich nun den obigen Satz auf einem andern 
Wege beweisen, indem ich von der speziellen Annahme ausgehe, das 
Gebiet S sei ein einfach zusammenhingendes ganz im Endlichen gelegenes 
Kontinuum, dessen Begrenzung C’ aus einem einzigen reguliren analytischen 
Zuge**) bestehe. Unter dieser Voraussetzung zeige ich: 

Jede in S regulire analytische Funktion F(x) lépt sich daselbst auf 
eine Weise durch eine Reihe 


a 


(1) > % P,(2) 


0 


darstellen; P,(x), P,(x), P(x), -++ bedeutet dabei eine unendliche Reihe 
von Polynomen (P,(x) vom i" Grade; P,=—1); und zwar sollen die 
Koeffizienten der Potenzen von x in jenen Polynomen ausschlieBlich von dem 


*) ef. Runge, acta math. 6 (1885); Hilbert, Gétt. Nachr. 1897. Verwandtschaft 
mit den oben folgenden Siitzen zeigen insbesondere auch diejenigen, die Herr Painlevé 
am 24. Jan. 1898 der franziés. Akademie ohne Beweis mitgeteilt hat. 

*) Die Definition hievon s. u. a. in Picard’s traité d’an. t. II. chap. X, 2; diesem 
Kapitel (s. bes. §§ 4 u. 7) entnehme man auch den Beweis des folgenden von Herrn 
Schwarz herriihrenden Satzes, auf den oben sogleich Bezug genommen wird: Die 
Funktion »(z), welche ein Gebiet, zu dessen Begrenzung das reguliire analytische 
Kurvenstiick C gehirt, auf einen Kreis abbildet, ist reguliiren Verhaltens und um- 
kehrbar in allen inneren Punkten von C. 
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betrachteten Regularititsbereiche S, dagegen die a, von der besonderen Wahl 
der zu entwickelnden Funktion abhdngen. 

Besteht das Gebiet S aus dem Innern eines Kreises mit dem Mittel- 
punkte «=a, so reduziert sich P(x) auf — (x—a)’; noch engere Be- 
ziehungen zwischen den Reihen (1) und der gewéhnlichen Taylorschen 
Reihe werden sich im folgenden ergeben. 

Es sei nun 


(2) #=¥(t) 

eine Funktion, welche das unendliche Gebiet der z-Ebene auBerhalb C auf 
das Innere des Einheitskreises der t-Ebene abbildet, und zwar so, daB 
dem Punkte z = co der Punkt tr = 0 entspricht. Die Funktion y(r) hat 
demnach einen einfachen Pol im Nullpunkte, verhilt sich aber sonst 
regulir im Einheitskreise; y(r) laBt sich also darstellen in der Form: 


(3) z= (ct) = > + BO), 


wo $(r) eine Potenzreihe von rt mit nur positiven Potenzen bedeutet, die 
fiir |c|< 1 konvergiert. Da wir aber die Kurve C als aus einem ein- 
zigen reguliren analytischen Zuge bestehend vorausgesetzt haben, kann 
(cr) auf dem Einheitskreise keinen singuléren Punkt haben*); es kon- 
vergiert daher $(r) fiir |r]}< 1+ 0, (O<o,), und es laBt sich ein 
e (0<e<o,) angeben, sodaB, falls ¢ << ist den Kreisen 


lr|=1l+e 


der t-Ebene in der z-Ebene geschlossene Kurven C,, , ohne Doppelpunkt 
entsprechen, die ganz innerhalb C(=C,,,) verlaufen. (Den Kreisen 
jr] =1—o6 (O<o6'<1) entsprechen ganz auBerhalb C. verlaufende 
Kurven C,_,..) 
Falls F(a) eine im Innern von S regulire Fanktion bedeutet, ist 
nach dem Cauchyschen Integralsatze 
(4) F(a) = 51; ef 22 dz 
Cc’ 
fiir jeden Punkt im Innern von C’, falls C’ seinerseits wieder ganz inner- 
halb S verliuft; fiir C’ werde eine der obigen Kurven C,,, gewiahlt. 
Das Integral ad der rechten Seite von (4) transformiert man, indem man 
fiir z aus (2) o(r) einsetzt, dadurch geht (4) iiber in 
d(t) 
(6) Fe) = siz | pod FE ass 
Kita 


*) S. die Anm. *) p. 389. 
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Die Integration ist zu erstrecken in der t Ebene iiber die Peripherie des 

Kreises |r| = 1 + 6 und zwar im Sinne des Uhrzeigers, |. 7” 
Ehe ich auf diese Formel zuriickkomme, schalt@ ich eine Unter. 

suchung der in (5) unter dem Integralzeichen vorkommenden Funktion 

t und 2: 

eee dy (rt) 1 

(6) eae 





ein. Es ist dies die erzeugende Funktion fiir unsere Polynome, welche 
bei der Entwickelung von (6) nach Potenzen von + als Koeffizienten auf- 
treten. (r) wird nie gleich x, solange, wie vorausgesetzt werden midge, 
x innerhalb C, (O0<@<1+ 0) und |t|<@ bleibt*). Im Punkte r= 0 
hat as einen Pol zweiter Ordnung, wihrend — _ dort von der ersten 
t p(t)—2x 

Ordnung Null wird; demnach hat der Ausdruck (6), als Funktion von r 
betrachtet einen einfachen Pol im Nullpunkte — und zwar mit dem 
Residuum —1 —, ist aber im tibrigen regular mindestens in einem mit 
dem Radius m um den Nullpunkt beschriebenen Kreise. Man hat daher 
die in diesem Kreise giltige Entwickelung: bt od 


dw( 1 
(7) i900), t= rt QPa@e 


Es ist leicht zu zeigen, daB P, ein Polynom v*” Grades in @ ist; wenn 


nimlich allgemein $8(r), $,(r), $,(r),--- nur positive Potenzen ent- 
haltende Potenzreihen von rt bedeuten, so ist: 


(8) ee = (— 4 a+, (x) + 





“+ B()—« 
1, B@+BQ—2_ 1, B@—=# 


t a+r$(r)—rx a+rtB()—tx 


In dem Nenner auf der rechten Seite von (8) kommt « einmal mit t 


multipliziert, sonst aber nicht mehr vor; entwickelt man daher — — 

a+cP$(r)—rer 

nach Potenzen von t, so enthalt der Koeffizient von tr“ als héchste Potenz 

von x die w*; multipliziert man noch mit dem Zahler $,(r) — 2, so 

steigt der nun entstehende Koeffizient von tc“ i. e. P,,,,(#) in & bis zum 
(u+ 1) Grade an. 

Die Anwendung des Cauchyschen Keciisiontannsiens auf die Reihe 


*) Es sei nochmals daran erinnert, daB C,, diejenige Kurve der «-Ebene bedeutet, 
welche vermige der Relation « = y(t) dem um den Nul!punkt der t-Ebene mit dem 
Radius @ beschriebenen Kreise K,, entspricht. 
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in (7) ergibt, falls G eine bestimmte endliche Zahl bedeutet, und die 
Bedingung 0 < a << @<1+¢ erfiillt ist, fiir alle innerhalb und auf C,: 
(®) Ih u@l<oo: 

Daraus folgt schon, daB die Reihe auf der rechten Seite von (7) fiir 

alle x innerhalb und auf C, und fiir alle r, die der Bedingung 
0<|t|\<a’<o 

geniigen, gleichmdfig konvergiert; hiévon werden wir spiter bei Anwendung 

des Cauchyschen Integralsatzes Gebrauch machen. 

Zu einer in gewisser Hinsicht genaueren Aussage, als sie in Un- 
gleichung (9) enthalten ist, und zugleich zu einer unteren Grenze fiir 
| P,(a)| gelangt man folgendermaBen: 

Man betrachte in dem Gebiete |t} < 1+ 0, |r|}< 1+ die Funktion 
der beiden unabhangigen Variabeln ¢ und rt: 


dw(r) 1 

(10) de ¥@)— 90 
Gibt_man der Variablen t einen endlichen festen Wert, dem absoluten 
Betrage nach <1+, so hat (10) als Funktion von ¢ betrachtet, im 
Punkte ¢ =r einen einfachen Pol, wihrend die Funktion von f¢: 

dw(t 1 1 
(10b) * w(r)— vt) r—t 
fiir irgend ein t (O<|r|< 1+) und alle |¢)< 1+ 0 reguliren Ver- 
haltens ist., 

In ihrer Abhiingigkeit von t betrachtet ist die Funktion (10b) tiberall 
regular auBer im Nullpunkte, wo sie einen einfachen Pol mit dem 
Residuum — 1 hat, was auch ¢ sein mége (0<|t}<1+@). Die Funktion 
der zwei Variabeln ¢ und t 








dy(r) 1 1 1 

(10e) - we ets 

ist daher regulir in dem Kontinuum |t|<1-+ 0, |t)< 1+ 9%), also 
eine nur positive Potenzen enthaltende Reihe 


(10d) Bet, 2) = Se Baa O 5 


es ist also 


dw(r) 1 hey 1 / 
(11) am ‘- a 3-1 Tt eek 


*) Bedenken kénnte nur noch der Punkt t—=r—0 erregen; diese fallen aber 
weg, da bei Funktionen mehrerer Variabler isolierte Singularitiiten nicht auftreten 
kénnen., 
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Setzt man ferner |t| > |r| voraus, so gilt die Entwickelung: 


dw(t) 1 
(12) ae VFO -3+3 (— rit Bue) 


Substituiert man hier auf der linken Seite « fiir y(t) — wx ist ein 
Punkt auBerhalb C,,, —, und vergleicht die Potenzen von + in dieser 
Entwickelung mit derjenigen der oben gefundenen Formel: 


d 1 1 = 
(7) i sGae tpn), 
0 
so findet man 


(13) P,(2) =— = +B,() (0<|t|<1+ 9; x auBerhalb C,,,). 


1+@ 





Da die ‘Funktion $(¢, r) fiir alle |t} < 1+ 9, |r| < 1+ reguliren Ver- 
haltens ist, so existiert fiir alle ¢ und t eines Bereiches 7, der ganz 
innerhalb dieses Kontinuums liegt, eine endliche obere Grenze G, sodab 


(14) IPG, 1)|<G 
ist. : 

Man kann 7 so wihlen, daB das Gebiet |¢}) << 1+’, |r|} < 1+ 0’, 
wenn nur @ <@, ganz innerhalb 7 liegt. Aus dem Cauchyschen Koef- 
fizientensatze schlieBt man daher: 


(15) B,.| << — 





reir ram 
Wenn o um eine endliche Zahl kleiner als 1 + 9 ist, so kann man 


sich g’ so gewahlit denken, daB auch a<1+o0'<1+¢@ ist, daB also 


a= a7 ein echter Bruch ist. Dies vorausgesetzt folgt aus Gleichung 


(13) und Ungleichung 7 fiir alle x auf C,: 


(16) (2) -45<i8.01<@)" +745 





oder 
(17) (2) — Get) <|P,@| < (5) (+ Ge"). 


Wahlt man nun u so groB, daB Ge“ kleiner als d@ wird, wo @ eine 
gegebene beliebig kleine positive Zahl bedeutet, so erhalt man, wenn man 
aus den drei Gliedern der Ungleichung (17) die ue — _ und die 


fiir positive «<1 giltigen Formeln 1 — «<< (1— yr: “;(1+ or <1l+e 
beachtet: 


Mathematische Annalen. LVII. 26 
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1 
(18) +g <|P@n<ir+e 
d. h. aber 
(19) lim V{P,(@)| == gleichmépig fiir alle « auf C, (0<@<1 +). 


Daneben beachte man Ungleichung (9), die sofort zur folgenden Aus- 
sage fiihrt: 


(20) Tim ¥\ P,(2)| < < fiir irgend ein x im Innern von C,,. 
§ 2. 
Es folgt nun eine Untersuchung von Reihen 


(21) a a, P, (2). 
Die Gleichung (19) und Ungleichung (20) zeigen schon, daB eine solche 
Reihe die wesentlichsten Konvergenzeigenschaften mit der Potenzreihe 


y 
> a, 2 


gemein haben muf. Ich kann mich daher beim Beweise der folgenden 
Satze kurz fassen, da dieselben groBenteils nur Ubertragungen von in der 
Theorie der Taylorschen Reihe geliufigen Schliissen sind. 

Es kommt vor allem auf den lim V\a,| an. Erreicht oder iiber- 
schreitet derselbe den Wert 1 + 9, so laBt sich iiber die Konvergenz der 
Reihe >'4,P, (x) einstweilen gar nichts aussagen. Ist derselbe aber 
gleich @, wo a<1+¢@ ist, so folgt aus den Relationen (19) und (20) 
sofort*): 

Die Reihe p> a,P,(x) konvergiert absolut und gleichmipig in jedem 
Gebiete, das ganz innerhalb C,, liegt und stellt also daselbst eine analytische 
Funktion dar; auerhalb C,, divergiert > 4P, (x), wiihrend sich tiber das 
Verhalten auf C., ohne spezielle Annahme iiber die a, keine Aussagen machen 
lassen (genau wie bei der gewéhnlichen Potenzreihe). 

Umgekehrt lipt sich auch jede innerhalb C,, reguliére analytische Funk- 
tion F(x) in eine Reihe > 4, P, (a) .entwickeln. 

Zam Beweise, der unter der Annahme w = 1 gefiihrt werden mége, 
gehe man auf die Formel (5) p. 390 zuriick: 





_ 1 f Fer) dv@ 
(5) fs lags ae 
Kaa 


*) ef, Hadamard, la série de Taylor p. 18. 
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Nach dem p. 392 Bewiesenen konvergiert fiir irgend ein x im Innern 


von C,,, und fiir alle t vom absoluten Betrage 1 + 6 die Reihe 
1 dy(r) iN . 
(7) asa "= +> P,41(x)t 
0 
gleichmaBig. 


Setzt man daher die Reihe auf der rechten Seite von (7) in (5) ein, 
so darf man gliedweise integrieren und erhilt: 
(22) F(x) = >} 4,P,(2), 

0 
(23) a, = 5 | F(w@) ?-'dr 
CAi+e 

zunichst fiir alle « im Innern von C,,,; doch gilt die Entwickelung (22) 
auch fiir alle x im Innern von C (=C,); denn einerseits kann o beliebig 
klein gewiahlt werden, andrerseits ist der Wert des Integrals (23) fiir a, 
unabhiingig davon, iiber welchen Kreis K,,, (0<6<@) es gefiihrt wird; 
denn die Integranden sind in dem Kreisringe 1 < |r| << 1+ 0 regulire 
analytische Funktionen von tr. 

Ferner behaupte ich: Die innerhalb C, (O0<@<1+¢@) giltige Ent- 
wickelung 


(22) F(x) = > a, P, (a) 


ist nur auf eine Weise mdglich; d. h. besteht Gleichung (22) und gleich- 
zeitig Gleichung: 


(22b) F(x) = Dra, P,@), 
0 
so folgt darans 
(24) a, = a,’ (v ee 0, 1, 2, Fr *). 


Fiihrt man in (22) und (22b) fiir « vermége der Substitution 
e=v(t)—F+BOQ @<|ti<t+e) 
die Variable ¢ ein, wodurch P, (x) nach (13) p. 393 tibergeht in - + $0, 


so erhilt man durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (22) und (22b) 
die Identitat: 


@) Sa (St+R0)-Sa(G+R0) @<ii<i+e. 


26* 





\ Jv 
Nn 
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Beachtet man noch, daB die Reihen 


>4P.@-Da(- +B) 
> 4 P.@) = dy (| +80) 


im wesentlichen wie Potenzreihen, also jedenfalls fiir irgend welche ¢ von 
gleichem zwischen und 1 + @ liegenden absoluten Betrage gleichmdpig 
konvergieren, so lehrt der WeierstraBsche Doppelreihensatz, dai man 
die rechte und linke Seite von (25) je in eine Laurentsche Reihe 


(26) Sa, e 


entwickeln darf, und da die Entwickelung in eine Laurentsche Reihe be- 
kanntlich nur auf eine Weise méglich ist, miissen die Koeffizienten A, 
die gleichen sein, ob man nun durch Entwickelung der rechten oder der 
linken Seite von (25) zu (26) gelangt ist. Nun ergibt aber die linke 


Seite von (25) 
(26b) A_,=- 4 die rechte dagegen 
A_,=-—4,, 
woraus die behauptete Identitit a, =a,’ folgt. 

Daraus schlieBt man weiter: 


Die durch die im Innern von C,, konvergente auerhalb divergente Ent- 
wickelung > 4,P,(2) dargestellte Funktion F(x) hat auf C,, mindestens 
eine singuldre Stelle. Denn wire dies nicht der Fall, so wire F(x) im 
Innern einer C,, ganz umschlieBenden Kurve C,,, (@’<) regulir und 
kénnte daher nach dem Satze p. 394 durch eine innerhalb C,, konvergente 
Reihe > a, P,(2) dargestellt werden, die nach dem vorigen Satze mit 


und 


der Reihe > %P, (2) identisch sein miiBte, was der Voraussetzung, dab 
> 4,P,(@) nur im Innern von C,, konvergiert, widerstreitet. 

Die Ableitungen der Funktion F(x) = >4 P, (a) kinnen durch glied- 
weise Differentiation erhalten werden: 
Q7) F@=->daP/@; F'(@)=>'4,P,"@) ww. 


Zum Beweise beachte man, dab 





Fe) =, [Zn tem hy f Eee Mae 


Qai J (e—a* ~ exif (we —2)? 


L,41+6 C*it+e 
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ist, und daB fiir irgend ein x im Innern von C,,, und fiir alle t auf 
K,,, die Reihe 


dw(r) 1 _ ad (dy(e) 1 if aP,,,(@) 
(28) dt Sana wal dt Saya) ->- da ; 


gleichmaBig konvergiert. Man erhilt daher fiir die Funktion F’(x) eine 
nach Polynomen P,’(x) fortschreitende Reihe mit den Koeffizienten a,, 
analog fiir F’’(x) usw. Jedem der vorhergehenden Siitze iiber Reihen 


> 4,P,(2) steht ein iibereinstimmender iiber Reihen 
PS a, P,’(2), > aP,"(a) usw. 
zur Seite. 


*  Hiermit ist tibrigens die Méglichkeit von Polynomenfolgen, die zu der- 
artigen Entwickelungen AnlaB geben, noch lange nicht erschdpft. Bedeutet 
(29) Bir) = eq tart+eari+---, 

eine beliebige fiir |r| < 1+ @ konvergierende Potenzreihe, so hatte man 


z. B. auch 


, dw(t) 1 
(30) r- B(r) ae Sos 


als erzeugende Funktion gewisser Polynome 


(31) TT, (x) os €oP, (x) + Gy P,_4(#) + cia i + ¢,_1P, (x) + c, Py 


wihlen kénnen, in derselben Weise wie oben a am. 
t w(t)—2x 


Funktion der P,(x) war. Die Polynome TI,(x) haben mit den P(x) 
viele Kigenschaften gemein und sind insbesondere in gleicher Weise zur 





die erzeugende 


Entwickelung analytischer Funktionen in Reihen F(x) = > 4, P,(a) 
brauchbar; doch sind hier im allgemeinen die Koeffizienten «, nicht ein- 
deutig bestimmt*). 

Es scheint hier vielmehr folgender Satz zu bestehen, dessen voll- 
stindiger Beweis mir allerdings noch nicht gelungen ist. 

Hat $(r) fir O<|r|/<1+@0 m Nullstellen mit den absoluten Be- 
so gibt es gerade » von einander unabhingige**) 


trigen @,, @,,-*-, @,, 


Entwickelungen der Null in Reihen > «@,1T,(x), deren Konvergenzgrenzen 
resp. die Kurven C,,,C,,,---,€,, sind. Im Falle also $(r) sich auf die 


Form t’e®: (1+ <1-+ @) bringen laiBt, was z. B. fiir B(r) = zutrifft, 


1 
dw (rt) 
dr 
*) Man vergleiche damit die Entwickelungen und Satze des Herrn Frobenius, 
Crelles Journ. 73 (1871). 
*™) Definition bei Frobenius a. a. O. 
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ware auch jetzt die Entwickelung einer Funktion F(x) in eine Reihe 
«,T1,(z) nur auf eine Weise méglich. 
Endlich behaupte ich 
Eine mit willkiirlichen Koeffizienten a,, die nur der Bedingung 


lim V\a,| =o <1+e 
zu geniigen haben, angeschriebene Rethe >, P(x) hat die Kurve C,, zur 
natiirlichen Grenze. 
Da die mit willkiirlichen Koeffizienten angeschriebene Potenzreihe 
a,t-* stets ihren Konvergenzkreis zur natiirlichen Grenze hat, ist 


dieser Satz eine unmittelbare Konsequenz des folgenden: 
Betrachtet man gleichzeitig die innerhalb C,, giltige Entwickelung: 


(32) F(x) = Ps a, P, (x) 


und die auBerhalb K,, konvergente Potenzreihe: 


@ 


(33) o(t) = > at Y 


und laBt man durch die Relation « = w(t) den Kreis K, und die Kurve 
C,, einander punktweise entsprechen, so ist irgend ein Punkt x, auf C,, 
dann und nur dann ein singuldrer fiir F(x), wenn der thm entsprechende 
Punkt t, ein singulirer fiir O(t) ist. 

Und zwar entspricht einem Pole n* Ordnung ein ebensolcher, einer 
wesentlich singuliren Stelle wieder eine wesentlich singulire Stelle und 
einem Verzweigungspunkte »'* oder unendlich hoher Ordnung wieder ein 
soleher n‘** resp. unendlich hoher Ordnung. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich wieder durch die Einfiihrung 


der Variabeln ¢ in > %P,(2) vermége der Substitution 


c=—+ BO). 
Man erhilt (cf. p. 396): 


(34) Sa, Pz) —— Sat + RO =— OH + BO, 


wo $,(é) fiir |¢]}< 1+ und (¢) fiir |¢ > @ konvergiert. 

Liegt ¢, auf K,, und ist x = (t,), so gilt in einem gewissen Kreise 
um den Punkt ¢ = ¢, die Entwickelung 
(35) L — Ly = a, (t—t) + a, (t—t,)?+--- 
(«,+0, da die Konformitaét der Abbildung im Bereiche der Kurve C,, 
nicht unterbrochen ist). 

Da §, (é) fiir |¢! < 1+ @ konvergiert, so kann man §,(¢) jedenfalls nach 
Potenzen von (t—é,) entwickeln (da ja |{,|=a<1+@): $,( = $,(¢|4). 
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Das gleiche gilt von O(¢), wenn der Punkt ¢ = 4, ein regulirer fiir $(¢) 
ist. Es gilt also in letzterem Falle (s. 34): 


(36) F(x) = >’ a,P,(2) = 8, (t—&). 


Nun lat sich die Gleichung (35) nach (¢—¢,) auflésen, wodurch 
man erhiilt: 


(37) t — ty = B,(w—2) + B,(e@—a%)? +--- 
fir eine gewisse Umgebung des Punktes « = a, (8, = = usw.) 
1 


Fiihrt man diesen Wert von ¢—% in $,(¢—f,) (36) ein, so erhilt 
man fiir F(z) = >'4,P,(2) eine nach steigenden Potenzen von (x — 2,) 
fortschreitende in einem gewissen Bezirke konvergente Reihe. Man sieht 
also « = a, ist fiir F(x) ein regulirer Punkt, falls es ¢ = ¢, fir O(¢) ist, 

Geht man umgekehrt von der Voraussetzung aus, daB sich F(x) nach 
steigenden Potenzen von (x—«,), also auch von ¢ — 4, entwickeln léBt, so 
ergibt sich das gleiche von (t) = — F(x) + $,(¢| 4). 

Demnach sind die Punkte 4, fiir (f) und a, fiir F(x) gleichzeitig 
regular oder singulair. Ist ein ganzes Stiick des Kreises K,, reguliir oder 
singular, so gilt das gleiche von dem entsprechenden Stiicke der Kurve C,,. 

Statt wie oben geschehen anzunehmen, daB (¢) sich im Punkte 
t= 4, reguliir verhalt, hatte man eine Entwickelung der Form 


° +o » 
(38) > c,(t- t))” oder der Form >», (t—t,)” oder eine Reihe >*% (t—t,)" 


voraussetzen kénnen und hitte genau wie oben fiir F(#) Reihen 


ow +@ v 
(39) > ¢,' (w— a)” resp. > ¢,' (t—t)” resp. P ¢, (t— to)” 


gefunden und umgekehrt. Man schlieBt daraus, daB nur gleichzeitig F(x) 
in a und (¢) im ¢, einen Pol oder einen Verzweigungspunkt x‘ Ord- 
nung oder eine wesentlich singulare Stelle haben kénnen. 

Falls endlich ¢ = ¢, ein isolierter Verzweigungspunkt unendlich hoher 
Ordnung fiir (¢) ist, so bleibt fiir F(2) nur das gleiche Verhalten an 
der Stelle z = 2, tibrig. Damit ist der in Rede stehende Satz bewiesen*). 


*) Es laBt sich noch zeigen, daB wenn (¢) in einem Punkte des Konvergenz- 
kreises K,, konvergiert, F(a) in dem entsprechenden Punkte C,, ebenfalls konvergiert 
uud umgekehrt (cf. (13) und (15)). Auch der Abelsche Satz und dessen von Herrn 
Stolz gegebene Verallgemeinerung iiber die gleichmiBige Konvergenz bis in die Grenze 
hinein lassen sich ohne besondere Schwierigkeit iibertragen (Abel, Oeuvres I p. 223; 


Stolz, Schlimilchs %. 29, p. 127). Ich unterdriicke der Kiirze halber diese Beweise. 
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Beispiele. Wir haben Ausdriicke der Form e 


dw(t) 1 1 
dt (@)—a + t 


wo ~(t) = : + $(r) ist, nach Potenzen von rt zu entwickeln. Der ein- 


fachste Fall ware 98(r) = const.—b zu setzen; z= (r) ist dann eine 
lineare Funktion von t und das Innere des Kinheitskreises der t-Ebene 
wird auf das AuBere eines Kreises K mit dem Mittelpunkte «= der 
a-Ebene konform abgeleitet. Die auf diese Weise sich ergebende poly- 
nomische Entwickelung fiir das Innere von K ist mit der Taylorschen 
Reihe identisch; es ist nimlich: 











dw(t) 1 1 a 


de y@—at es —«—0? 
also 





Betrachtet man dagegen den nichst einfachen Ansatz: 
2=9(t) = : ( + t), 


so entspricht dem Innern der Kreise |r, = const (<1) das AuBere von 
konfokalen Ellipsen der z-Ebene mit den Brennpunkten + 1 und — 1; 
setzt man also 


dy(t 1 1 . 
f(t) = oe ea ca ee OLE 
0 


so laBt sich jede im Inneren einer Ellipse mit den Brennpunkten + 1 





ao 


regulare analytische Funktion in eine Reihe > P(x) entwickeln. Diese 
0 
Polynome P,(z) lassen sich leicht bestimmen. Es ist 
: 2t— 2x 1 1 
() = ieee pe 


'—@+Vat—) | +—@—ya—D 
f(r) = (—b me pyre + e— — 2 a pyre 
P,(z) ist nach Definition gleich pin 
oie = 7 => eye 
— —[(e—y=1) + (2+ VP = 1). 


*) In der Entwickelung von Funktionen, die in einer Ellipse mit den Brenn- 
punkten + 1 regular sind, nach diesen Polynomen ist Herr Picard auf anderem 
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Setzt man hierin «= cos g, so ist P,(x) =— 2 cos vg; die Gleichung 
P,(x) = 0 hat also v reelle Wurzeln, die simtlich zwischen —1 und + 1 
liegen. Die Entwickelung von P,(x) nach Potenzen von «x lautet: 


mwenine: Ps)—(— NP a(142— v?) += (v9) (24) ¢-. 
+5 (9) @—v)-- = B99), 

fiir ungerades v: P0254 50 —v¥)+ = (1 v®)(3°—v?) +... 

+= (1—v?)(8*—»4)... (p28 0), 


Wahlt man dagegen als erzeugende Funktion (s. die Bemerkung p. 398/399): 








1 See ae 1 sea 1 (ae ae: 1 =) 
Qe p(r)—a@ 1—A@re+e? oVet—i \e—(@—Ya?—1) 1r—(e—Va?—1) 


= > TT, (x) t’, 


= ((e+Va-1 1)"** —(¢@—-Va— ~iy**) = SEtde, 


sin @ 


so erhalt man 


TT, (x) = 





yr 
wobei wieder x=cos@ gesetzt ist. Die Koeffizienten TT,(x) s. bei 
Schlémilch, Alg. An. p. 245 (2. Aufi.). 

Die Funktion el iis 
V2r(w@)—x2) Yi—2ra+r? 
Funktion der Legendreschen Polynome, nach denen man auch Funk- 
tionen, die innerhalb einer der obigen konfokalen Ellipsen regular sind, 
entwickeln kann. Diese Polynome subsumieren sich zunachst nicht unter 
die vorausgeschickte allgemeine Theorie. Inwieweit sich dies trotzdem 
durch Modifikation und Erweiterung dieser Theorie erreichen laBt, méchte 
ich einer spaiteren Untersuchung vorbehalten. 

Als letztes Beispiel sollen diejenigen Polynome P,(x) betrachtet 
werden, die zu Lemniskaten gehéren, deren Brennpunkte wieder die Punkte 
“%—=+1 seien; Die Rolle der Kurve C,,, wird hier von der Lemniskate 
mit Doppelpunkt iibernommen, deren Gleichung lautet: 


(6 — 1)? + 47) (E+ 1? + 7’) = 1. 
Die Funktion »(r) ist jetzt die folgende: 


(1) emw()— 2 yit Pat (145-74 (S) 4h 5 (G) -+-). 


Wege ssa traité d’an. t. II, pag. 288; cf. auch Heine, Kugelfunktionen, Bd. I, 
pag. 198. 


ist bekanntlich die erzeugende 











402 Geore Faser. 


Die Gleichung (1) nach + aufgelést gibt: 
1 

2) t= -—— 
“ . Ve+i)@—1)’ 
den Kreisen |r| = const. entsprechen also in der z-Ebene Kurven von der 
Eigenschaft, daB das Produkt der Entfernungen 1z, —1z gleich einer 
Konstanten ist; das sind aber die obigen Lemniskaten. 

Wir haben nun folgende Funktion nach Potenzen von r zu entwickeln: 

2t 

dwt) 1 1 piste. 


“de ¥@—e tT Yiye ee 














i —v-—1 @ —r-l1 
= 2 Sea (1+e) * verartt(14+r%) 2 
1 0 
Indem man alle hier auftretenden Potenzen von (1+ 1)? nach der 
binomischen Reihe entwickelt, und dann die Koeffizienten gleicher Potenzen 
von t zusammenfaBt, erhalt man: , 


P \ 


=n) ma nero) 4eal)-2(4) 


tere((3H)-2(059) 
beet at ((4)-2(04)) 21) 


= 7” +> (-1p2* (7) gir 2k 
1 


—2r+1 —2e+38 —? 
— Pras) artttars((H )-2) ear | 7 )—9( 


1 / 2 














\ 


v04(@)aE)) eA DC3) 


v—2 v—1 





- 2v+2k+1 (2v-+1)(2y—1)(2y—3)---(2v—2k+3) 5,44 9% 
= girti4 Si(—1) a chs —————— me + 1 
p 2v+1 2*. k! 
1 











+1-2k 
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Zu einfacher, gebauten Ausdriicken gelangt man, wenn: man von der Be- 
merkung p. 398/399 Gebrauch machend als erzeugende Funktion die 
folgende benutzt: 


sae 


Ve + A 
Es ergibt sich 


prt 4 —e<3 
T1,(2) =a + 2-2 (~ 2 P) +a( 2 y+. 
\ 1 


Bisher spielte der Punkt co als Pol der Polynome eine ausgezeichnete 
Rolle; durch die Substitution — |¢ kann man dieselbe einem beliebigen 
im Endlichen gelegenen Punkte a zuerteilen; man gelangt so ohne weiteres 
zu folgender Verallgemeinerung: 

C sei eine geschlossene regulire analytische Kurve auf der Riemann- 
schen Kugelfliche, S eines der beiden Continua, in welche die Kugel 
durch C geteilt wird, « irgend ein Punkt des andern Continuums; dann 
liBt sich jede in S regulire analytische Funktion F(x) in eine Reihe 


F(a) = SI, } A (+ :) 
entwickeln. " 


Ferner besteht folgender Satz: 

Wenn das Gebiet S besteht aus der Kugelfliche mit Ausnahme von 
zwei Continuen S, und S,, die von den reguliren analytischen Kurven 
C, und C, begrenzt sind, und wenn «, ein beliebiger Punkt von S,, 
«, ein solcher von S, ist, so laBt sich jede in S regulére analytische 
Funktion in der Form 


> at) PO (—- ==) + > 7 a?) Pe) (- ~ ~z) 


darstellen. Ein neuer Beweis ist nicht nétig, da nach dem Cauchyschen 


Satze 
F(z) ¥ =o dz fe dz, 


wo die Integrationen so zu saliaen sind, daB das wert S zur linken 
bleibt; in den beiden Integralen ist nur das Differential ——- ebenso wie 
oben zu transformieren. 

Genau die entsprechende Entwickelung gilt natiirlich, wenn das 
Regularititsgebiet S von F(x) aus einem » fach zusammenhingenden 
Continuum besteht. 


- 
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Eine Erweiterung der Theorie dieses Aufsatzes nach einer anderen 
Richtung hin laBt sich bewerkstelligen, indem man die bisherige wesent- 
liche Voraussetzung fallen lait, daB die Funktion %(r) welche das AuBere 
der gegebenen Kurve C auf das Innere des Einheitskreises abbildet, auf 
dem letzteren keinen singuliren Punkt habe. 

Diese Voraussetzung war bisher eine wesentliche. Falls namlich — 
um ein ganz extremes Beispiel anzufiihren — y(r) sich nicht iiber den 
Einheitskreis festsetzen li®t, wiahrend die darzustellende Funktion die 
Kurve C zur natiirlichen Grenze hat, so versagt zwar durchaus nicht die 
Definition der Polynome P,(x), wohl aber vollstindig die durch (23) 
gegebene Darstellung der a,. Es scheint mir nun, daB man durch Kon- 
tinuitatsbetrachtungen, indem man w(t) durch passend gewahlte Funktionen 
approximiert und dann zur Grenze iibergeht, auch im allgemeinsten Falle 
die wichtigsten ausgezeichneten Eigenschaften der Reihen > 4, P(x) 
beweisen kann. 

Doch will ich mit Verzicht auf diese Eigenschaften hier nur zeigen, 
daB eine Funktion F(x), die in einem von irgend einer stetigen sich 
selbst nicht schneidenden geschlossenen Kurve C begrenzten Gebiete S 
sich reguliér verhilt, in eine Reihe von Polynomen entwickelt werden 
kann, welche in jedem Gebiete, das ganz innerhalb S liegt, gleichmabig 
gegen F(x) konvergiert. 

Man betrachte zu diesem Zwecke eine unendliche Reihe geschlossener 
Kurven C,, C,,--- von folgenden Eigenschaften: 

1) Jede Kurve C, besteht aus einem einzigen reguliiren analytischen 
Zuge. (Das von C, begrenzte Gebiet mége S; heiben.) 

2) C,,, verlaéuft ganz auBerhalb C;,. 

3) lim C, = C*). 

Die in S, giltige Entwickelung der in S reguliren analytischen Funk- 
tion F(x) laute: 

F(x) = S?a P(x) (ef. p. 394). 

ae 0 

*) Es ist wohl nicht nétig, diese von selbst verstiindliche Ausdrucksweise durch 
Anschreiben einiger Ungleichungen zu priazisieren; die Existenz der oben verlangten 
Kurven C, la8t sich auf verschiedene Weisen einsehen; man beachte z. B. daB Herr 
Jordan (cours d’an. I, p. 92ff. (1893)) die Kurve C durch ganz im Innern derselben 
verlaufende Polygone approximiert; das Innere (oder auch das AuBere) eines solchen 
Polygons kann nun auf das Innere des Einheitskreises der 2’-Ebene abgebildet 
werden; das Abbild eines Kreises der «’-Ebene mit dem Radius 1— ¢ gibt nun, falls 
e geniigend klein gewihlt ist, und auch das Polygon schon nahe genug an der Kurve 
C verliuft eine Approximation der letzteren von der gewiinschten Art. 
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Ferner sei ¢,, &,--- irgend eine Folge positiver der Null zustreben- 
der Zahlen; man bestimme m,, m,,--- so, daB 


(1) Fe) — Sa po)| <s, 


0 
ist fiir alle.x innerhalb S,_,. Es sei 


My 


@) H,(2) = DS} a PM (2) 


0 


G, (2) = H, (2), 
G,(®) = H,(#) — H,_.(2) — (w>1); 


G(x) ist ein Polynom m,**" Grades in 2 und 


(4 Saw 


ist eine in jedem Gebiete, das ganz innerhalb C liegt, gleichmiBig gegen 
F(a) konvergente Reihe. Denn 


| 
| 


fiir alle « in S,_,; durch Wahl von » kann aber sowohl erreicht werden, 
daB «, beliebig klein wird, als daB sich S,_, von S beliebig wenig 
unterscheidet. 

Noch eine kleine Modifikation mége angebracht werden: von den 
drei Bedingungen, denen die Kurven C; zu geniigen haben, mige die 
dritte dahin abgeiindert werden, daB lim C,= LZ wird. L bedeutet dabei 
auf der Riemannschen Kugel das Stiick (1, co) der positiven reellen 
Achse; die Kurven C, kann man sich als sphirische Ellipsen mit den 
Brennpunkten 1 und oo auf der Riemannschen Kugel denken. 

Man sieht auf diese Weise ein, daB jede auf der lings LZ auf- 
geschnittenen Kugel regulire analytische Funktion F(x) sich in eine 
Reihe von Polynomen 


(5) F(a) — }G,(2) | =|F(x)—H,()|<«, (nach (1) 


F(a) -> G, (x) 


entwickeln lift, die in jedem endlichen Gebiete, dessen Begrenzung keinen 
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Punkt mit LZ gemein hat, gleichmaBig konvergiert. Speziell mége fir 
F(«) die Funktion “— gewahlt werden: 


(6) = - > a), 
0 


wo 





My 


(7) G, (2) = Sie. 
0 





Von dieser polynomischen Entwickelung von — ist, wie Herr Borel*) 


gezeigt hat, nur noch ein Schritt zu folgendem Theoreme des Herrn 
Mittag-Leffler**): 

Von jedem singuliiren Punkte « der durch die Taylorsche Reihe: 

My + 4,2 + au? +--- 

definierten Funktion F(z) mége der geradlinige Schnitt L,, dessen Ver- 
lingerung durch den Nullpunkt gehen wiirde, ins Unendliche gefiihrt 
werden; das so entstehende Continuum heift der zu F(x) gehérige Stern. 
Der Satz des Herrn Mittag-Leffler behauptet nun: 

F(x) kann in dem Sterne dargestellt werden durch die polynomische 
Entwickelung 


(8) F(a) = 19,(0), 


die in jedem endlichen ganz innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete gleich- 
miBig konvergiert, und zwar ist 


(9) 9,(#) -> Ya, x". 
0 
(Die y sind die gleichen wie in (7), also von den a, und «@ villig un- 
abhiingig.) 
Beweis nach Herrn Borel (a. a. O.): Nach (7) gilt, solange y = = 


auf ein endliches ganz auBerhalb der reellen Achse 1 — oo der y-Ebene 
gelegenes Gebiet beschrinkt bleibt, 


(10) a, G, (<). 


*) Ann. éc. norm, 10 (1899). 
**) acta math, 23 (1899), 











(1 


Ist 
de 


(1 


D: 
da 


(1 














Uber polynomische Entwickelungen. 407 


Die Voraussetzung iiber = ist bei festem z mit der folgenden identisch: 


(11) « muB auf ein endliches Gebiet beschriinkt bleiben, dem kein 
Punkt der Geraden L, angehért (auch nicht als Begrenzung). 


Ist ¢ nicht fest, so muB diese Bedingung fiir alle in Betracht kommen- 
den L, erfillt sein. 

Ist nun. innerhalb des obigen Sterns eine geschlossene Kurve C 
gelegen, die das Gebiet S begreazt, so soll fiir S die gleichmaBige Kon- 
vergenz der Entwickelung (8) bewiesen werden. Man denke sich zu dem 
Zwecke eine ganz auBerhalb S, aber noch ganz innerhalb des Sterns ver- 
laufende geschlossene den Nullpunkt umschlieBende Kurve C, gezogen, 
sodaB die Verliingerungen der vom Nullpunkte nach den Punkten der C, 
gezogenen radii vectores tiber (', hinaus ganz auBerhalb S verlaufen. 
Dann trifft die Bedingung (11) fiir alle z auf C, und alle z in S zu und 
es besteht fiir » >’ und fiir alle diese 2 und z die Ungleichung: 


1 Sy x | 
=~ (ZG) <* 
1 — 1 | 
z 
Nun ist aber nach dem Cauchyschen Satze: 


(13) F(a) “fe — =O) as. 


(12) 








x 
Die re 
z 


C, 
“— die Reihe (10) ein und erhiilt: 


sans 
z 


(14) re)- 3} FOG (2) as Sl f= -336.(¢ )) 


Ce a 


Hier setzt man fiir 





Das Maximum von = auf C, sei G, die Bogenliinge von C, sei L, 


dann ist nach (12) fiir n >n': 


| 1 [ Fo F()|, 
(15) | Fle) — -3 /% G, (=) yer <e fF |de|<e-G-L 
CG 


gleichmaBig fiir alle x in S. Beachtet man noch, dab 


(16) [: FO gy =a, 
lig 
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und setzt diesen Wert in (15) ein, so hat man die oben behauptete in S, 
d. i. in emem beliebigen ganz innerhalb des Sterns gelegenen Gebiete 
gleichmaBig konvergente Entwickelung: 


Fe) = S400), 


9n(2) = >? 7a, 2°. 
1 
Miinchen, April 1902. 
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Uber eine Klasse von partiellen Differentialgleichungen der 
zweiten Ordnung. 


Von 
Ertk HotmGren in Upsala. 


Es sei eine partielle Differentialgleichung der Form 


- at ; 
a) aun P54 BE rls, 9,0, M2) 
vorgelegt, wo /f(#,y,u,v,w) innerhalb eines gewissen Gebietes eine 
reguliire analytische Funktion der fiinf Argumente ist. 
ou ou. 
1 dn? dy ist, hat 
Herr Picard bewiesen, daB alle Integrale dieser Gleichung, welche nebst 
ihren Ableitungen der zwei ersten Ordnungen stetig sind, auch analytisch 
sind*). Der Zweck dieser Note ist zu zeigen, daB die Methode von Herrn 
Picard bei yeeigneter Handhabung auch in dem allgemeinen Falle der 
Gleichung (1) ausreicht um den analytischen Charakter der Liésungen dar- 
zulegen, wenigstens von solchen, die nebst den Ableitungen der drei ersten 
Uu 


: Ee é 
Ordnungen stetig sind. (Fehlen Oa 


In dem Falle wo f eine lineare Funktion von « 


Ou. : : 
1 Dy in (1) so ist keine Voraussetzung 


von den dritten Ableitungen ndtig). 
Es ist dies iibrigens zuerst von Herrn Liitkemeyer gezeigt worden und 
in seiner Dissertation enthalten**), die zum Teil am Anfang des Jahres 1901, 


*) Journal de l’école polytechnique 1899, Comptes rendus 1900. Siehe auch: 
Paraf, Thése, Paris 1892. 

**) Gottingen 1902. Siehe auch einen Aufsatz von mir (Sv. Vet. Ofversigt, Bd. 58 
8. 59.) Die Gleichungen (1) gehéren — allerdings als sehr einfache Fille — zu den 
Gleichungen, fiir welche Hilbert in seinem Pariser Vortrag (1900) die Frage nach 
dem analytischen Charakter der Lisungen aufgestellt hat. (Vgl. auch Encyklopiidie 
Bd. II 8. 535.) 

? . , w+e* , 

Die Anwendung des Satzes des Textes in dem Fall, wo f = ee fiihrt leicht 
nach bekannten Siitzen der Differentialgeometrie zu dem von Hilbert (1. c.) aus- 
gesprochenen Satze daB ,alle Fliichen positiver konstanter Kriimmung analytisch 
sind“ (wenigstens wenn sie stetige Ableitungen bis zur dritten Ordnung haben). 


Mathematische Annalen. LVII. 27 
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wie dem Verf. bekannt war, dem Herrn Prof. Hilbert — der die Anregung 
zur Erledigung dieser Frage gegeben hat — vorgelegt wurde*). 

Es sei U eine Liésung von (1), die in einem gewissen Gebiete G diese 
letztgenannten Bedingungen erfiillt. In diesem sei O ein beliebiger Punkt. 
Wir verlegen den Koordinatenanfangspunkt der zy-Ebene in O. Es seien 


U,V, W die Werte von U, A oy in O. Nach der Annahme diirfen 


wir voraussetzen, daB die Funktion f(x, y, u, v, w) in eine gewodhnliche 
Potenzreihe von x, y, wu —U,v—V, w— W sich entwickeln laBt. Diese 
konvergiere, wenn |x , |y|<a, |\u—U|, |vu—V|, |w—-W|<b. Wir 
konstruieren aus O als Mittelpunkt einen Kreis [, dessen Radius R so 
klein ist daB innerhalb und auf der Peripherie (y) die Ungleichungen 


\z|, |y|<a, |U-—O|, | 4 Ww <b (und zwei andere unten 


x 710 
genannte Bedingungen) erfiillt me Auf y nimmt die Funktion Werte 
an, welche eine stetige Funktion des Bogens mit stetigen Ableitungen der 
drei ersten Ordnungen definieren. Nach dem Verfahren von Herrn Picard 
wollen wir jetzt ein Integral bilden, welches regular und analytisch ist 
und auf y diese Werte annimmt. Nachher zeigen wir, daB dieses Integral 
in f mit U zusammenfallt, womit also der analytische Charakter von U 
in G bewiesen ist (da ja O in G beliebig zu wiahlen war). 
Zu diesem Zwecke bilden wir das System 

Au, = 0, 

Au, = i(2, Y, Mo, ae ®) ’ 
(2) f' otiigl Lk ging gate ging 
ou 


. n—-1 a-1 
Au, =f («9 Un—1) da ’ oy ) 


und suchen successive die Integrale dieser Gleichungen, welche dieselben 
Werte wie U auf y annehmen. 


Wir setzen 
Uy = H — Mo, Uy = Hy — Hh, °°, 0, = U, — M1 
und bilden die Reihe 
(3) lim u, = Uy +0, + %+-->+0,+->- 


Wie bewiesen werden wird, stellt sie, wenn R geniigend klein ge- 
nommen ist, das gesuchte analytische Integral dar. 
Die Funktionen 
Uo, V1, Vg, °° 
sind aus den Gleichungen 


*) Erschien nach dem Einreichen dieses Aufsatzes. 
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Au, = 0, 
Av, =f («, Y, Uo» od =), 
sm sf) ron ef 
= fs (ergs 28, 28, 38, 28) 4 2 09 4 2 RG, 
(4) . 
eA Cat 5) tans Wy — 1) 


OU, 9 OU, 9 Ou, 1 Ou, _4 
_ rah (2,9, Un_9) “oe? oy » Uy_ay - bal “Oy 


+ Bet A )+ ey AC ); 











zu bestimmen, in welchen 


fi (2, y, u,v, w, wv, w’), fe--), fC: 
gewohnliche Potenzreihen von . 
z,y,u—U, 1—V, w—W, wv —0U, vo’ —V, w' —W 
sind und welche konvergieren, wenn die Ungleichungen 
|x|, |y|<a, |wu—O|, -++, |w’ -Wi <b 


erfiillt sind. Dabei sollen v,, v,,---,v,,--- auf y verschwinden. 
Ehe wir weiter gehen, miissen wir einige fiir das Folgende not- 
wendige Hilfsbetrachtungen einschalten. 


Wir werden Reihen von der Form zu betrachten haben 


ao 
(5) > (A,, cos m6 + B, sin m8), 
m=0 
wo 
__ (m) ,.m (m) m+2 f (m) pntey een 
(5’) A), — G,, 7 a Gn+o" ss i + Garay! + ? 
i __ 2 (m) m (m) .m+2 (m) gin tse 
B,, te: Dn, y + 6 Onea! ie “+ Saas! + 


und r und @ die polaren Koordinaten des Punktes x, y in Bezug auf O 
sind i caes _ eel sind reel). Wir sagen, daB eine Reihe von der Form 
(5) in dem Gebiete r << R absolut konvergiert, wenn die Reihe 


(6) DS Aalat (B a} R) = 


m=0 


wo 
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{A,}a= jan” | R" + a) | Ret? + sian 


B,} = | | RY + [0 ,| RNA? 4... 


m+2 








konvergiert (wir wenden fiir die Reihe (6) die Bezeichnung [/]|, an, wenn 
(5) die Funktion f(z, y) darstellt). 

Wenn eine Reihe (5) absolut konvergiert, so definiert sie eine regulire 
analytische Funktion von 2, y f(z,y); umgekehrt wenn f(a, y) in der 
Umgebung von O eine reelle reguliire analytische Funktion von 2, y ist, 
so ist sie in der Form (5) darstellbar, wo die Reihe eine absolut kon- 
vergente ist*). 

Dieses vorausgeschickt, beweisen wir zuerst die folgenden Unglei- 
chungen welche die friiher definierte Funktion «,(z, y) enthalten. 

Wenn R geniigend klein genommen wird, so ist: 

(1) [m—-The< 3, [FH 


2? Ox 


-Fi< - [e-W1.<3 


Um die erste Ungleichung zu beweisen, brauchen wir die Formel 


Uy(x, y) = = + (ip [a, cos nO +b, sin nO] 


n=1 


wo 


+ {rw cos ny dy = afro cos n vdy (— — | fw) sin ny dv) , 
0 0 5 


22 
\ 
1 


+f f(v) sin ny dy = — aro) sinny dy (= aft") cosnydy), 
0 0 0 


(f@) definiert die Werte, welche U(«,y) auf y annimmt und hat also 
stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen). 





*) Paraf |. c. p. 73. DaB®B die Reihe (5) in eine absolut konvergente Potenzreihe 
von «—a und y — b umgeordnet werden kann, sieht man leicht, wenn man sich deren 
Formeln bedient: 

(cos @ + isin 6)” -— (cos @ — i sin 6)” 


sin m6 = : —— 
22 





» ah. tt al m — mm 
eisai ee + @ sin 6) fon? ¢ sin 6) 





Die umgekehrte Behauptung ergibt sich unter Anwendung der Formel 


Ci —6i\m 6: —6i\n 
- eo’ —é€ e e 
sin™ 6 cos” @ = (¢ =f) ( + -) 





und den analogen, welche endliche Fourierentwickelungen derselben Paritit ergeben, 
in denen die Summe der absvluten Betrige der Koeffizienten <1 sind. 
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Bemerken wir, daB |f”’(w)|< RM, wo M eine gewisse von R unab- 
hangige Constante ist, so finden wir 


[up —T]n<)% — T+ Sa] + [Bgl < 





22 
1 " wn Gt 
r= [Toav—0}4 4MRS ) 
‘ t n=1 
d. h. wenn wir R geniigend klein nehmen, so ist 


[u— Ta <5 


Wir gehen nun zum Beweise der zweiten Ungleichung iiber. 


Uy 


Wir bemerken zuerst, daB an sich einer endlichen Grenze _ nihert, 


wenn x,y sich von innen des Kreises [ einem beliebigen Punkte der 
Peripherie y nihert und daB diese Grenze eine stetige Funktion g(@) von 
dem Polarwinkel 6 ist. 

In der Tat folgt dieses unmittelbar aus der Formel 


OU * la 
(8) == ——" (a, cos (n—1)6 + b, sin (n— 1)6), 


n=1 
da ja wegen der Ungleichungen 


ne tl 
a,|<— ya» 





|b,|< 


(M’ ist eine Konstante, die von R unabhingig 1 die Reihe rechts absolut 
und gleichmiBig fiir alle Punkte innerhalb und an der Peripherie des 
Kreises [ konvergiert. 

Wir betrachten dann die Differenz g(@)—V. Sie kann dadurch daB 
man R geniigend klein nimmt, unabhangig von 6 beliebig klein gemacht 
werden. Denn da 

aU 0U 
A(U—w) bail f (2, Y; U, Oa’ jy)? 
so schlieBt man nach dem Satze p. 219 unten, daB die Differenz | = ~ ae 
auf y mit R beliebig klein gemacht werden kann, woraus die eB i 
sich ergibt. 
Wir suchen jetzt eine obere Grenze fiir 


Oy -— 
Nach der Formel Las "he 


ot Ao” +26 y( (a; cos nO + b, sin n6) 
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wo 
22 


a; = — g(v) cos nv dy, b, = M fow) sin pdy, 
e % 


0 
bekommen wir 


(#8 -7], < 


22 


m—1 
= J[oerae ~ r| + > (x) (a, cos nO + b, sin “|, 


n=1 
0 


+ b. (x) (a, cos nO + b, sin n 0| . 


ra=m R 





Die letzte Summe 


|> ()" (a, cos nO + b, sin “|, 


kann — wie aus der Formel (8) einleuchtet — unabhiingig von R kleiner 
als bd gemacht werden, wenn man m geniigend groB nimmt. Die erste 
Summe 


> (x) (a, cos nO + b, sin »6)| 


_n=1 R 


wird kleiner als , wenn man FR geniigend klein nimmt, weil |a,| und |b, 


mit R gegen Null konvergieren. In der Tat hat man 


22 2a 
a, = 1 (040 cos ny dy = fi cos ny dy, 
0 0 


22 


r= * frsinny ay 


0 


und wie vorhin gezeigt, konvergiert 7 mit R unabhangig von w gegen 
Null. Endlich folgt auch, daB der Ausdruck 


2a 
‘anf 900) 40-7 
0 


kleiner als = gemacht werden kann, dadurch, daB man R klein genug 


wahlt. Wenn wir R geniigend klein nehmen, wird die Ungleichung 
ou = b 
le-"],< 


Cx 2 


erfiillt. 
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Die dritte Ungleichung kann in derselben Weise bewiesen werden. 

Die Bestimmung und Abschiitzung der Funktionen »,, v,, v;,--- be- 
ruht auf dem folgenden Lemma von Herrn Picard, welcher das Fundament 
seiner Methode ist. 

Es sei die Differentialgleichung 


vorgelegt, in welcher 


wn 


f(x,y) -> (v.(r) cos k@ + 6,(r) sin k6) 


k=0 


eine in dem Gebiete » < R absolut konvergierende Reihe von der Form (5) 
ist (die also eine analytische Funktion von z, y darstellt). 

Wir wollen ein regulires Integral von (9) bestimmen, welches auf 
dem Kreise r = R iiberall den Wert Null annimmt. Zu diesem Zwecke 
suchen wir die Koeffizienten in der Reihe 


ao 


(10) (x, y) -»> («,(r) cos k@ + B,(r) sin k 6) 


k=0 

so zu bestimmen, da8 sie dieses Integral darstellt. Fiir die Koeffizienten- 
bestimmung bekommen wir die Systeme 

d* ce, 1 da, k? 

wtetrefsehtk7?#£s~ .;"™= ”("), 

a*pB, 1 4B, ke , 

a7 r ir —~ >; B, = 0,(r), 

(k =0, 1, 2, 3,---) 

woraus «,(r) und £,(r) so bestimmt werden sollen, daB sie fir r< R 
regulir sind und fiir y= R verschwinden. Wir finden leicht 


a, (7) _fs (frre dr) dr, 
R 0 


r r R 
) > g . 
(11) 2he,(r) = 2 fe dr — if y,(r) et tdr + | y,(r)rt+tdr, 
k 5 0 


r r B 
2kB,(r) = f= pe! fo (r)t+tdr + Pa J 6,(r)rt+ldr 
RY J Pe k\ R*. k\ ’ 

R 0 0 


(k= 1,2,3,--) 


/ 
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Da offenbar «,(r), 6,(r) Potenzreihen von der Form (5’) sind, so ist 
(10) eine Reihe von der Form (5). Aus (11) ergeben sich sofort die Un- 
gleichungen 

{ug(r)} < ARP y6(0) 
1.R? dea, (r) LR 
fa()}a< te in@ie (| <A Fin@)e 
(k= 1, 2, 3,---), 
wo 4 eine von R unabhiingige Konstante ist und analoge Ungleichungen 


. { 4B, (7) , ’ 
fiir {B,(r)} x und a te und somit auch die folgenden 


(12) Iola, [72 ],> [$2], <a RM, 


wo M>[f(x,y|x und w eine von R unabhingige Konstante ist*). Die 
Reihe (10) ist also absolut konvergent und stellt die gesuchte Lésung dar. 
Eine letzte vorbereitende Bemerkung bezieht sich auf die Entwickelung 
der Funktionen f(z, y, u, v, w), f(x, y, u, v, w) — f(a, y, w’, v', w’) in Reihen 
von der Form (5), vorausgesetzt daB wu, v, w, u’, v', w’ solche Reihen sind. 
Wir schreiben die Differenz f(z, y, u, v, w)—f(2, y, wu’, v', w’) in der 
Form 
f(x, Y, U,V, w) ii f(a, Y; Ww, v; w’) _ (wu i wf; (X,Y, U, V, w, Ww, v, w’) + (v— v) fe (: ' ‘) 
+ (w—w') fg(--) 
wo f,,f2,/; gewohnliche Potenzreihen von 
z,y,u—U,v—V, w—W, w—U, '-—V, wv —W 
sind, welche konvergieren, wenn 


|x|, ly| <a, ‘u—U yt, [ew —W\ <b. 


*) Die erste der Ungleichungen (11) ist einleuchtend. Um die zweite zu be- 
weisen (die dritte wird in derselben Weise bewiesen) wenden wir die Formel 


Op _ eg p 
Or Or eo hr 





an. Wir haben 


[ee ee), S(t], (1 ],) <i 


und 


35 Fle <D(| +1,+ (4) J<>((eh.+ (“} )<irm. 


Also 


ie], <[Ge oe, + [58 St], <niea 








a lee 


a it att a ew hum_h Oc! 
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Es sei M die Summe der absoluten Betraige der Glieder in der die 
Funktion f(x,y, u,v, w) darstellende Potenzreihe, nachdem wir fiir x, y 
den Wert a fiir die tibrigen Argumente « — U ete. den Wert 6 eingesetzt 
haben. Es sei G@ die gréBte der analogen in Bezug auf f,, f, fs ge- 
bildeten GréBen. 

Dann gilt 


(13) ; (f(a, Y, U; %, w)|r < M, 
(14) [7(a, Y, U, 2%, w) ms f(a, Y, wv, v; w’) |r < ([u—w']r + [v—v']r + [w—w'|r) G, 


wenn 
R<a, [u—U)p, [v—V |e, [w— Wp, [wv —U a, [v' —V Jr, [w’'—W]r <b. 


Man sieht dies leicht ein, wenn man (nachdem man statt 2 und y 
r und @ eingefiihrt hat) die beiden Funktionen als Potenzreihen von r 
sich umgeordnet denkt, und dann, um zu Reihen von der Form (5) zu 
kommen, in den Koeffizienten die dort auftretenden Produkte aus Potenzen 
von sin x, cos durch ihre endlichen Fourierentwickelungen ersetzt (die 
Umordnung gibt dann offenbar eine Reihe der Form (5)), welche die 
Eigenschaft besitzen, daB die Summe der absoluten Betrige ihren Koef- 
fizienten <1 ist (siehe p. 412, Note). 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Funktionen 2,, v,, v3,--- 
und die Konvergenz der Reihe (3) niher untersuchen. 

Wir nehmen zuerst R so klein an, daB die Ungleichungen (7) erfillt 
sind. Dann wenden wir das Picardsche Lemma auf die Bestimmung von 
v, an. Wir bekommen fiir v, eine Reihe von der Form (5), die nach 
(12) und (13) den Ungleichungen geniigt 


dn [33] [Si], <0 


Wir nehmen jetzt an, dab R so klein ist dab wuRM< 
daB die Ungleichungen 


[u,—Ula, [G2-V],, [F2-W],<e 


4 , woraus folgt 


erfiillt sind*). 
Aus der dritten der Gleichungen (4) kann nun die Funktion », als 


eine Reihe von der Form (5) bestimmt werden. Die Ungleichungen (12) 
und (14) ergeben 


ov) a: M 
tole (tle [Eg], <#ROnRane— enna 3 





*) Da in — Thc, — Shetek s +o—bu. 8. W. 
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In dieser Weise fortsetzend, bestimmen wir successive fiir w= 3,4,--- 
die Funktionen v, als Reihen von der Form (5), die die Ungleichungen 


00, ov oe 
(15) [v, |r, Sel, ? Kal <(3uRG)"-* 3 
erfiillen, vorausgesetzt daB R so klein ist, dab 
] Ou, as 
[mi -t le; E -V|,, E a W|, <0, 
(¢=0, 1, 2,---) 
ae welche immer erfiillt sind, wenn R der ot 


» M 





(3u RG), + (3uRG) 20 +---+ (BeRGy-' V4... =e RM 


ous <5 
gemaB gewahlt ist*). 
Die Ungleichungen (15) ergeben jetzt, daB die Reihe 


[wole +[tJat+---+[oJe+--- 
. . OU, CY, Ou, Or, 
(und auch die Reihen Kalk + (SI, ery ek + EF +.:: ‘) kon- 
vergiert und daB also die Reihe (3) als eine absolut konvergente Reihe 
der Form (5) geschrieben werden kann. Die Funktion w= lim wu, ist 


also analytisch und regulir in der Umgebung von 0. Die Ableitungen 
dieser Funktion bekommt man, wenn man die Summe der Ableitungen 
der Glieder von (3) nimmt; die so erhaltenen Reihen konvergieren gleich- 
maBig in [**), Da also die Ausdriicke 


*) Da [uj—U]a<[u,—Ula+lola+---+ Lely v. 8. w. 


**) In Bezug auf die ersten Ableitungen ist dieses unmittelbar klar. Um den 


, ‘ ou " , : 
Beweis z. B. in Bezug auf rz 20 fiihren, bemerken wir erstens daB wir haben 


e /ow Ou, 6 (6%, 

a (3) -x (G2) +5, (G2) to 
wo die Reihe rechts (von der Form (5)) gleichmiBig konvergiert, wenn r< R < R. 
Die Ungleichungen 


[ro (se) < Lee (Get) [eo ( 


geben das analoge Resultat in Bezug auf ~ a (s 


oFu é #0) cae 


da? Ox 


Ne <[e- (2). 


“). Durch Anwendung der Forme! 


5 (Fe ju ) - 0 


= 





as 


. ~> =| “4 


wird jetzt das gesuchte edie gewonnen. 





paca e+ 


- 
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li Ou li eu, ou li eu, O*u li O*u,, eu . Cru, 
u=limwu, ~—=lm - a— = lm —~— — = hm z= = lm = 
ae OO a ee’ Oe 2 ee ee. ee Gar? oy? byte 


in T gleichmaBig konvergieren, so zeigt man in der gewéhnlichen Weise 
unter Anwendung der Gleichung 


Ou, _4 Ou,_4 
Au, = f(a ZY; Uy —1) Ox ’ ~1) 
daB w eine Lésung von (1) ist. Da sie offenbar dieselben Werte wie U 
auf y annimmt, so definiert sie die gesuchte analytische Lésung von (1). 
Wir bemerken daB U die Ungleichungen 


7 Ow —_. 
ule, [35 —V]» lag - 7 ],<? 
2 erfiillt und das somit 

\u—U|, 
(unabhangig von R), 
Es soll jetzt gezeigt werden, daB uw mit U iibereinstimmt. Wir setzen 
u—U=z. Dann muBb gz, das auf y Null ist die Gleichung 


Cu . eoU eV’ 
Az =f(z 2Y,%, TO» 5) - f (2, y, U, 3a? oy) =F (2,y) 


befriedigen. 
Um den Beweis zu fiihren dab z= 0 ist, wenden wir den folgenden 
Satz an: 

Wenn in f die Funktion f(x, y) nebst den Ableitungen of By 7 stetig 
sind und in f und auf y |f(x, y)| < N, so ist das Integral der Gleichung 
Az=f (@ ? y), 

welches auf y verschwindet durch die Formel gegeben 


c= f J f(&, 1) G(@, y, &, 0) dé dn, 


a _7|, | _wleo 





wo G(a, y, §, 4) die Funktion von Green ist die dem Gebiete [ und dem 
Punkte x,y entspricht. Dieses Integral hat stetige Ableitungen in [ und 
auf y und erfiillt nebst diesen die Ungleichungen 


lal, |Z2|> [50 |< aN, 


wo A eine Konstante ist die mit R gegen Null abnimmt*). 
Da die beiden Funktionen w und U die Ungleichungen 


lp — U\, |5 V\, \5e- 


*) Siehe Picard, Journal de math. 1900. 


Wi <b 
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erfiillen, so folgt daB 
\F(@, w)| <h (|e) + | 22) + ||) <ewtu'te’) 

ry | da By f Url ); 


wo k eine Konstante ist und u, pw’, wu” die absoluten Maxima von ||, 





Fe | . id in T bezeichnen. Nach dem angefiihrten Satze haben wir dann 
Oz) | Oz , rr 
l4l, |5a)? |ay <Ak(ut+u'+e"), 





welche Formeln zeigen dab 

ete te <3akute +e’). 
Nehmen wir jetzt R so klein daB 34k <1, so werden wir zu dem Wider- 
spruche w+u+u° <u+u'+u” gefiihrt. Dieses zeigt das = 0, d.h. 
U fallt mit dem analytischen Integral « zusammen*). Der Beweis 
fiir den analytischen Charakter der Integrale von (1) ist also gefiihrt. 


Géttingen, Juli 1902. 

*) Um dieses zu zeigen kann man auch dasselbe Verfahren gebrauchen, welches 
Herr Picard bei den linearen Differentialgleichungen (Traité d’analyse t. II, p. 23) 
anwendet. — Ein einfacher Beweis fiir den Eindeutigkeitssatz, den Picard im Journal 
de math. 1896 gegeben hat, folgt unmittelbar aus dem Verfahren des Textes. Fiir 
die Methode vergleiche E. Lindeléf: Journal de mathématiques 1894. 
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Uber die Transformation der Polyeder. 


Von 


_ B. Kaean in Odessa. 


In einem Aufsatz, der im vorigen Bande der ,,Math. Annalen“ ab- 
gedruckt ist, hat Herr Dehn eine talentvolle Lésung des vom Prof. 
D. Hilbert in seiner bekannten Rede vorgeschlagenen Problems iiber die 
Transformation der Polyeder, gegeben. Indem ich bemiiht war die Lésung 
fiir eine populire russische mathematische Zeitschrift zu bearbeiten, gelangte 
ich zu einem Beweise desselben Satzes, der obwohl im Grunde auf dem- 
selben Hauptgedanken ruht, doch vie] einfacher scheint. Da der Satz 
héchst wichtig ist, scheint es mir zweckmiéBig auch diese Lésung bekannt 
zu machen. 

1. Wir setzen voraus, daB ein Polyeder P, dessen Flachenwinkel 
M;, Hy, %y,°°,X, heiBen mégen, aus einer Reihe von Polyedern P, , P,, P;,---, P, 
besteht. Die Kanten der Polyeder P, decken im allgemeinen einander; 
die Ecken anderer Polyeder, welche auf einer Kante liegen, teilen dieselbe 
in Teilstrecken, die wir die Zerlegungsstrecken nennen wollen. Jede Zer- 
legungsstrecke wollen wir blob einmal zahlen, dann auch, wenn dieselbe 
mehreren Polyedern P, angehért. 

Jeder Zerlegungsstrecke schreiben wir ein bestimmtes Argument zu, 
und zwar die Zahl x, 22, oder ;, je nachdem die Flichenwinkel der 
Polyeder, welche um diese Strecke herumliegen, zusammen a, 22 oder 
a, ergeben. 

2. Wenn es uns jetzt gelingt, zwei von einander verschiedene Polyeder 
P und P’, deren Flachenwinkel z,, x,,---,2, bezw. ,, %,,-++,2,, sind, 
in eine gleiche Anzahl entsprechend kongruenter Polyeder zu zerlegen, 
so erhalten wir fiir jedes der Polyeder P und P’ ein entsprechendes System 
von Zerlegungsstrecken. 

Auf einer beliebigen Kante eines Teilpolyeders in der Zerlegung von 
P kénnen im allgemeinen, wie gesagt, Ecken anderer Polyeder liegen. 
Auf derselben Kante liegen in der Zerlegung von P’ wieder Ecken von 
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Teilpolyedern. Nun greifen wir eine beliebige Kante eines bestimmten 
Teilpolyeders heraus und tragen auf derselben alle Punkte ab, in welchen 
die Ecken anderer Polyeder sowohl in der Zerlegung von P, wie auch in 
der Zerlegung von P’ sich befinden. Dadurch zerfallen alle der betreffenden 
Kante gehérenden Zerlegungsstrecken im allgemeinen in kleinere Teil- 
strecken, die wir als Elementarstrecken bezeichnen wollen. Wenn eine 
Zerlegungsstrecke den aufeinanderliegenden Kanten verschiedener Polyeder 
P, zugehGrt, so wird sie auf verschiedene Weisen in Elementarstrecken zer- 
fallen: die Zerlegung geschieht ja auf jeder Kante fiir sich. 

Auch jeder Elementarstrecke soll ein Argument zugeschrieben werden, 
und zwar der Flaichenwinkel des betreffenden Polyeders, auf dessen Kante 
diese Elementarstrecke liegt. 

3. Auf jede Elementarstrecke beziehen wir jetzt eine positive, von 
Null verschiedene Zahl, welche wir als ihre Masse bezeichnen wollen; 
dieselbe kann ganz willkiirlich gewahlt werden, insofern die folgende Be- 
dingung erfiillt ist: Wenn dieselbe Zerlegungsstrecke auf einer Kante die 
Elementarstrecken mit den Massen m;, mj, mi’ ,--- besitzt, auf der zweiten — 
mit den Massen mz, mz, mz’,---, auf der dritten — mit den Massen 
ms, Ms, ms ',--- usw., so sollen diese Massen die folgende Gleichung befriedigen: 


(1) > ™ = > Im = > my +. 


In Worten: Die Summen der Massen der Elementarstrecken, welche auf’ ver- 
schiedenen Kanten dieselbe Zerlegungsstrecke bilden, sollen einander gleich 
sein. Den gemeinsamen Wert M dieser Summen nennen wir die Masse 
der betreffenden Zerlegungsstrecke. 

Die Gleichungen (1) lassen sich z. B. dadurch befriedigen, daB man die 
Massen der Elementarstrecken ihren Liingen proportional annimmt. 

4. Fundamentalsatz. Das Produkt aus der Masse einer Zer- 
legungsstrecke in ihr Argument ist gleich der Summe der Produkte aus den 
Massen aller auf ihr liegenden Elementarstrecken in ihre Argumente. 

Beweis. Wenn eine Zerlegungsstrecke (M, 7’) in Elementarstrecken 
auf verschiedene Weisen zerlegt worden ist, so besitzen alle Elementar- 


“wr 


strecken mit den Massen m,’, m,”, m;’,--- dasselbe Argument 1,; folglich ist 


>m, Ty, + >) m,t,+ >) mt, =, >™ +T, >) m+ ooo +, > m, 
= Mt, + Mr, +---+ Mt, = M(t,+17,4+---+1,) = MT. 
5. Aus diesem Satze folgt unmittelbar, daB fiir das Polyeder P die 
Gleichung > met ->'M T besteht, wo die Summierung sich auf der 
linken Seite auf alle Elementarstrecken, rechts aber auf alle Zerlegungs- 


strecken des Polyeders P bezieht. Bezeichnen wir nun mit J/,, M,,---, M. 


n? 
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M und N die Massen der Zerlegungssirecken, deren Argumente bezw. 


%,, %y,°**, %,, % und 27 sind, so laBt sich die Gleichung mer ->ur 
folgendermaBen schreiben: 


int = M,x, + M,a, + Ma, +---+ M,2,+ Ma+ N- 2a. 


Die Koeffizienten M,, M,, M,,---, M,, kénnen als Massen der Polyeder- 
kanten bezeichnet werden. 
Fiir das andere Polyeder gilt eine analoge Beziehung: 


> mr = Mini + Mini + Mins + +--+ Mini + M’n + N’-2a. 
Daher ist 
(2) M,x, + Myx, +--+ M,2,+(M+2N)a = Minj + Minj +--+ Min, 
+ (M'+2N’)-x. 


6. Die Gleichung (2) gilt fiir jede beliebige Wahl der Massen der 
Elementarstrecken, es miissen bloB dabei die Beziehungen (1) erfiillt sein. 
Da aber die letzten ein System homogener Gleichungen mit ganzzahligen 
Koeffizienten bilden, welche durch positive reelle Zahlen befriedigt werden 
kénnen, so sind wir imstande sie durch ganze positive’ Zahlen zu _be- 
friedigen, wobei auch die Koeffizienten der Gleichung (2) ganzzahlig und 
positiv sind. Darin besteht eben das von Herrn Dehn aufgestellte Theorem. 

7. Die vorigen Betrachtungen lassen sich indessen verallgemeinern. 
Es seien zwei Gruppen von Polyedern 


(P= PF, P,,::,P, wi (P)-K,K,-- % 


=> 





gegeben. Wir bezeichnen durch z,, 2,, 2;,-+-,x, und 2, m,, 24,--+, 2, alle 

Flachenwinkel der Polyeder der einen und der anderen Gruppe. 

Wir wollen nun voraussetzen, daB es ein System von Polyedern 
Q;, Ge, Q3,°°* Y, gibt, aus denen sowohl die Polyeder der ersten Gruppe 
wie auch die der zweiten sich zusammensetzen lassen. Das heibt die 
Polyeder (Q) zerfallen einerseits in k Gruppen, wobei aus den Polyedern 
der entsprechenden Gruppen sich die Polyeder P,, P,,---, P, zusammen- 
setzen lassen, und andrerseits zerfallen die Polyeder (Q) in kh’ Gruppen, 
aus denen die Polyeder (P’) sich einzeln zusammensetzen lassen. Bei 
solechen Bedingungen werden wir sagen, da die Polyedergruppen (P) und 
(P’) gleich zusammengesetat sind. 

Ohne in den vorangehenden Betrachtungen etwas abzuiindern, labt 
sich beweisen, daB die Gleichung (2) auch in diesem Falle besteht. 

Nun seien die Polyeder P;4;, Piz2,---, Py entsprechend den Poly- 
edern P41, Pi +2,---, Pv, kongruent, demzufolge 2,41, 7,42,°-+, 2, und 
Mh'+1 Wr'+2,°°*, Hn dieselben Flaichenwinkel sind. 
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Dann kénnen wir zu den Gleichungen (1) noch die Gleichungen 
(1') Miss = Mi41, Mi +42 = Mi 42,--+, M, = My 
hinzufiigen, welche besagen, daB die entsprechenden Kanten der kongruenten 
Polyeder in beiden Zerlegungen dieselben Massen haben, und ebenfalls 
befriedigt werden, wenn die Massen der Elementarstrecken ihren Lingen 
proportional sind. Die Gleichung (2) nimmt folglich die Form 

(2’) M,x,+ Mya, +--+ Mya+ Ka = Min; + Moa +--+ Mya + K'a’ 
an und driickt den folgenden Satz aus: 

Lassen sich zwei Systeme von Polyedern durch Hinzufiigung kon- 
gruenter Polyeder zu gleichzusammengesetzten Gruppen ergiinzen, so ge- 
niigen ihre Flachenwinkel einer Gleichung von der Form (2) mit ganz- 
zahligen Koeffizienten. 

Lassen sich zwei Polyeder P und P’ durch Hinzufiigung kongruenter 
Polyeder P,, P,, P,,---, P, zu endlichgleichen Polyedern erginzen, so 
sieht man leicht ein, daB die Gruppen P, P,, P,,---, P, und P’, P,, P,,---, P, 
im oben definierten Sinne gleichzusammengesetzt sind. Die Gleichung (2) 
besteht folglich auch fiir erginzungsgleiche Polyeder P und P’. 
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Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen. 


Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


Im folgenden werde ich den Begriff ,,integrierbar“ ausschlieBlich in 
dem urspriinglichen Riemannschen Sinne anwenden. 

Ist die Funktion f(x) fiir das Intervall a <a <b definiert, so sind 
die Merkmale dafiir, daB sie in diesem Intervalle integrierbar ist, bekanntlich 
die folgenden: F 

1) Die Funktionswerte liegen simtlich zwischen zwei endlichen 
Zahlen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die obere und untere Grenze 
der Funktionswerte sind endlich. 

2) Bezeichnen 6 und ¢ zwei beliebig gegebene positive Zahlen, so 
liBt sich eine Teilung 7’ des Intervalles a < 2 <b in Stiicke 

0,,9,,°-+, 9, (0, +0, +---+0,=b—a) 
so herstellen, daB die Summe derjenigen Stiicke, in welchen die Schwankung 
von /(x) gréBer als o ist, kleiner als « ausfiallt. 

Diese Merkmale der Integrierbarkeit lassen sich, wie bekannt, in noch 
andere Fassungen bringen, worauf ich hier indessen nicht weiter einzu- 
gehen brauche*). 

Dagegen erinnere ich noch an folgende auf den Begriff der Integrier- 
barkeit beziiglichen Siatze: 

Jede in einem Intervalle a < x < b stetige, oder auch nur abteilungs- 
weise stetige Funktion ist in diesem Intervalle integrierbar. Und ferner: 

Die in einem Intervall a<a#<b integrierbaren Funktionen bilden 
einen ,,Integritiitsbereich“; d. h. Summe, Differenz und Produkt zweier 
integrierbaren Funktionen sind wieder integrierbare Funktionen. 


*) Man vgl. etwa Dini, Grundlagen fiir eine Theorie der Funktionen einer ver- 
iinderlichen reellen Grisse (Deutsch von Liiroth und Schepp. Leipzig 1892). Pasch, 
Ueber einige Punkte der Funktionentheorie, (diese Annalen Bd. 30, 8. 132). 
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§ 1. 


Es bezeichne nun f(x) eine im Intervalle 0 < « < 2a integrierbare 
Funktion. 
Durchliuft dann k alle ganzen Zahlen, so definieren die Gleichungen 


22 22 
(1) = + {f@ coskadz, a, = * {re@) sin ka dx 
0 0 


ein unendliches System von Konstanten a,, a@,', die durch die Funktion f(x) 
eindeutig bestimmt sind. Diese Konstanten nenne ich die Fourierschen 
Konstanten der Funktion f(x). Wenn ich weiterhin von den Fourierschen 
Konstanten irgend einer Funktion spreche, so versteht es sich von selbst, 
daB diese Funktion im Intervalle 0 < x < 2a integrierbar vorausgesetzt 
wird. 

Da offenbar 
(2) G_~p=%, a. = — ay 
ist, so geniigt es, um die wesentlich verschiedenen unter den Fourier- 
schen Konstanten zu erhalten, dem Index f alle nicht-negativen ganz- 
zahligen Werte beizulegen. 

Die entsprechenden Werte a,, a, bilden die Koeffizienten der zu f(x) 
gehérenden Fourierschen Reihe 


+ a, + (a, cos x + a,’ sin x) + (a, cos 2x + a,’ sin 27) +---. 


Diese Reihe ist bekanntlich nur dann konvergent und zur Darstellung der 
Funktion f(x) brauchbar, wenn diese Funktion gewissen Bedingungen 
geniigt. Im Gebiete der integrierbaren Funktionen ist also die Anwend- 
barkeit der Fourierschen Reihen eine beschrankte. Dagegen ist der Begriff 
der Fourierschen Konstanten allgemein anwendbar. Deshalb schlage ich 
vor, fiir das Gebiet der integrierbaren Funktionen an die Stelle der Theorie 
der Fourierschen Reihen die dieselbe wmfassende Theorie der Fourierschen 
Konstanten zu setzen. 
Zur Abkiirzung werde ich in der Folge 


(3) f(a)~ - a, + (a, cos x + a,’ sin x) + (a, cos 2x + a, sin2x)+--- 


schreiben, um anzudeuten, daB® die GréBen a,, a,, a,', dy, ay,--- die 
Fourierschen Konstanten der Funktion f(x) sind. Eine derartige ,,Aqui- 
valenz“ (3) geht in dem speziellen Falle in eine Gleichung iiber, in 
welchem die zu f(x) gehérende Fouriersche Reihe convergiert und den 
Wert von f(x) darstellt. 
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Zuweilen werde ich an Stelle der Aquivalenz (3) auch die folgende 
+ 
(3’) f(a) ~ 4 > cos ka + a, sin kx) 


schreiben, welche wiederum nichts anderes besagen soll, als daB die in 
der Summe auftretenden Koeffizienten a,, a, die Fourierschen Konstanten 
von f(x) sind. In einer solchen Aquivalenz (3’) werden daher die Koef- 
fizienten a,, a, stets den Bedingungen (2) geniigen. 


§ 2. 

Die Fragen, die sich zuniichst darbieten, sind die, wie sich aus den 
Fourierschen Konstanten zweier Funktionen /(”) und g(x) die Fourier-| 
schen Konstanten ihrer Summe, ihrer Differenz und ihres Produktes ab- 
leiten lassen. 

Beziiglich der Addition und Subtraktion zweier Funktionen leuchtet 
sofort ein, daB folgender Satz gilt: 

Satz 1. Zwei Aquivalenzen 

+a 
f(z) ~ ~ (a, cos kx + a, sin kx), 
+a 
(x2) ~ => (b, cos kx + b,’ sin kx) 
darf man addieren und subtrahieren, d. h. es folgt aus ihnen 
+ 
f(x) + g(a) ~ = > (q+) cos kx + (a, +b,’) sin ka). 

Was die Multiplikation zweier Funktionen f(7) und g(a) angeht, so 
sind diejenigen Fille leicht zu erledigen, in welchen eine der beiden 
Funktionen eine Konstante oder der Cosinus oder der Sinus eines Viel- 
fachen des Argumentes z ist. Die betreffenden Gesetze driicken sich in 
folgenden Sitzen aus: 

Satz Il. Eine Aquivalenz 


+a 
f(x“) ~ ba > (a, cos kx + a, sin kx) 
darf mit einer beliebigen Konstanten c multipliziert werden; d.h. es folgt aus ihr 


+o 
cf(a)~ = an (ca, cos kx + ca, sin ka). 


4 
28* 
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Satz III. Aus der Aquivalenz 
+o 
f(a) ~ = y 4 (a, cos kx + a,’ sin kx) 
folgen stets die nachstehenden: 


+o ; ; 
‘ int yn int hn . 
f(x) cos nz ~ ; > eam cos kx + —*. “sin kx}, 
—@ 


a, - a ——T.. P 
f(a) sin nz ~ > > (M25 at. Sashes — — sin ka). 


Dabei bezeichnet n eine beliebige ganze Zahl. 

Die letzteren Aquivalenzen gehen dadurch aus der Aquivalenz fiir f(x) 
hervor, daB man diese mit cos mx bez. sin nx multipliziert und sodann 
auf der rechten Seite wieder nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von x 
anordnet durch Anwendung der Identitaten 


cos nx cos kx = = cos (k—n)x as = cos (k+m)a 
cos nx sin ka = = sin (k—n)x + > sin in (k+n)z, 
sin naz sin ke = = cos (k—n) ax — = cos (k+n)x. 


Auf Grund des Satzes LI lé8t sich nun die allgemeine Aufgabe, aus 
den Fourierschen Konstanten der Funktionen f(x) und g(x) diejenigen 
ihres Produktes f(x) (x) abzuleiten, sogleich bedeutend vereinfachen. Es 
geniigt nimlich offenbar, wenn man die dem Index k = 0 entsprechende 
Fouriersche Konstante von f(x) (x), also 


+ fra) g(@)ae, 
0 


durch die Fourierschen Konstanten von f(z) und g(a) auszudriicken ver- 
steht. Denn man kann dann auch fiir jedes ganzzahlige » 


2a 22 
7 ff g(x) cosnaxda und “Jf p(x) sin nx da 


durch die Fourierschen Konstanten von f(x) und g(x) darstellen, weil 
nach Satz III die Fourierschen Konstanten von (x) cosnx und p(x)sinnx 
durch diejenigen von g(a) ausdriickbar sind. 





=> 
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§ 3. 


22 


Die Bestimmung des Wertes von = fi f(x) p(x)dax durch die Fourier- 
0 
schen Konstanten von f(x) und g(x) geschieht nun durch folgenden Satz, 
den ich seiner Wichtigkeit wegen als Fundamentaleats der Fourierschen 
Konstanten bezeichnen will: 
Satz IV. Aus den Aquivalenzen 


f(a) ~ . a + (a, cos + a,’ sin x) +---+ (a, coskx +a,’ sinkx) +--+, 
(4) 
9(r)~ ; by + (b, cos x + 6,’ sin x) + +--+ (b, coskx + b,’ sinkax) +++ 


folgt die Gleichung 





(5) =. [r@)9@) dz= + yb, + (a,b, +4,'b,') + ++ + (a,b, 4+4,'b) +++. 
0 
Dieser Satz enthilt zwei Behauptungen: 1) die Reihe 


> ty by + = (a,b, + ,/b,) 
k=1 


k konvergiert; 2) die Summe dieser Reihe stimmt mit dem Werte von 
~ {r@)9@) dx iiberein. Es geniigt iibrigens, wie man leicht erkennt, 
: o 

den Beweis fiir den Fall zu fiihren, in welchem die beiden Funktionen 
f(x) und g() identisch sind. Wenn man nimlich diesen speziellen Fall 


des Satzes auf die Funktionen f(x) + p(x) und f(x”) — p(x) anwendet, so 
erhalt man 


5 [ire +o Pas = 5 mtb? + > rtd + (a +h) 
(6) 4 ° . 





= [it -9eyPae =F (a — by)? + >) ((q—d,)* + (@—by)?} 


und hieraus dann durch Subtraktion die Gleichung (5). , 
Der Fundamentalsatz wird also bewiesen sein, wenn gezeigt worden 
ist, daB aus der Aquivalenz 
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f(a) ~ =. a+ >) (a, cos kx + a,’ sin kx) 
k=l 
die Gleichung 


22 
(7) ~ [ir@ras— : a," + > (a,?+a,'*) 
. k=1 
i) 


folgt. Dieses zu zeigen, ist der Zweck der in den folgenden beiden 
Paragraphen angestellten Betrachtungen. Denselben schicke ich hier noch 
einige historische Bemerkungen iiber den Fundamentalsatz voraus. 

Die Tatsache, daB durch Integration des Produktes der beiden Ent- 
wickelungen 


f(x) = ; y + = (a, cos kx + a, sin kar), 
k=1 


9(“) = = by + > cos kx + 6,’ sin kx) 
k=1 
die Formel 


an 
a [revas m > Agby + > (a,b, + a by’) 
7 k=1 
0 


hervorgeht, ist friihzeitig bemerkt worden. In Dirichlets Vorlesungen 
iiber bestimmte Integrale (herausgegeben von G. F. Meyer, Leipzig 1871) 
wird dieselbe (Seite 364) auf Parseval zuriickgefiihrt*). Als ich nun bei 
Gelegenheit der Anwendung der Fourierschen Reihen auf gewisse geo- 
metrische Fragen veranlaBt wurde, den Giiltigkeitsumfang der Parseval- 
schen Formel naher zu erforschen, war ich sehr iiberrascht von der 
Entdeckung, daB diese Formel giiltig ist unter alleiniger Voraussetzung 
der Integrierbarkeit der Funktionen f(x) und g(x) und also vom Ver- 
halten der diesen Funktionen entsprechenden Fourierschen Reihen giinzlich 
unabhangig ist. Nachdem ich den hierin enthaltenen ,,Fundamentalsatz“ 
in den Comptes Rendus de Academie des sciences de Paris vom 17. Juni 
1901 mitgeteilt hatte, habe ich einen ausfiihrlichen Beweis desselben in 
der Abhandlung: Sur quelques applications géométriques des séries de 
Fourier (Annales de I’Ecole normale supérieure, t. 19, 1902) gegeben. 
Nun hat Herr Stekloff neuerdings (Comptes Rendus, 10. Nov. 1902) 


*) DaB es sich dabei nur um Entwickelungen handelt, die ausschlieBlich Cosinus- 
glieder enthalten, ist unwesentlich. Dem Berichte von H. Burkhardt iiber Reihen- 
entwickelungen nach oscillierenden Funktionen (Leipzig 1903) entnehme ich das 
genauere Zitat: M. A. Parseval, sav. étr. t. 1, 1806. 
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darauf hingewiesen, daB der Fundamentalsatz schon 1896 von Herrn Lia- 
pounoff in den Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft von Kharkow 
(t. VI, 13 déc. 1896, 20 janv., 7 mai 1896) ausgesprochen worden sei*). 

Indessen hat Herr Liapounoff, wie ich durch eine gefiillige. briefliche 
Mitteilung des Herrn Stekloff erfahre, seine Untersuchungen nie ver- 
éffentlicht, so daB der von mir gegebene Beweis des Fundamentalsatzes 
bislang der einzige Beweis dieses merkwiirdigen Satzes ist. Der neue 
Beweis, welchen ich in den folgenden Paragraphen entwickele, stiitzt sich 
auf eine bemerkenswerte Idee von L. Fejér**), die darin besteht, die 
successiven arithmetischen Mittel der Summenglieder einer Fourierschen 
Reihe in Betracht zu ziehen. 


g 4. 


Es sei f(x) eine in dem Intervalle 0 < x < 2m integrierbare Funk- 
tion und 


(8) f(2)~ = a, +>’ (a, cos kx +a,’ sin kx). 
k=1 


Die Summenglieder der rechten Seite bezeichne ich mit 


(9) Sy = : %, 3= : a, + a (a, cos kx + a,’ sin kx). 
k=1 
Bekanntlich ist dann fiir jeden Wert des Index » 
22 
1 sin (2n41)“—* 
(10) 5,=<— J f*:-— a du 


. sin 2 


~h fn 4 eee — cos (n-+1) (#—2) a 


1 — cos (w—2) 





*) Herr Stekloff erwihnt die Untersuchungen von Liapounoff auch schon in 
einer friiheren Note (Comptes Rendus, 4 avril 1898). In einer Reihe interessanter 
Arbeiten hat Herr Stekloff selbst bemerkenswerte Verallgemeinerungen der Formel 
des Fundamentalsatzes entwickelt. Die Beweismethoden des Herrn Stekloff setzen 
voraus, daB die betreffenden Funktionen f solche integrierbare Funktionen sind, 
deren Unstetigkeiten eine nicht ausgedehnte Menge bilden. (Neuerdings hat jedoch 
Herr Stekloff, wie er mir in einem vom 13. Febr. 1903 datierten Briefe mitteilte, seine 
Methode so weit entwickelt, um sie auch auf beliebige integrierbare Funktionen an- 
wenden zu kénnen.) 

**) Vgl. die Note: Sur les fonctions bornées et intégrables, Comptes Rendus, 
10 décembre 1900. Eine ausfiihrliche Darstellung seiner Untersuchungen hat Herr 
Fejér unter dem Titel ,,Vizgalatok A Fourier-Fele Sorok Kérébol in ungarischer 
Sprache verdffentlicht. (Budapest 1902.) 
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Nun betrachte ich weiter mit Herrn Fejér das arithmetische Mittel 
(11) 8, = 5 ots +8 +--+ +51), 


unter » eine beliebige positive ganze Zah! verstanden. 
Aus den Gleichungen (9) und (10) ergeben sich die folgenden beiden 
Darstellungen von S,: 


(12) S, = = a) + Ps — : (a, cos kx + a,’ sin kx) 
k=1 
und 
in 
1 . 1—cosn(u—2) . 
(13) 5,= aay, Fw): 1 — cos (w— x) du. 
0 


In den Gleichungen (9) bis (13) bedeutet a einen beliebig in dem 
Intervalle 0 < x < 2m fixierten Wert. 
Die Gleichung (13) wende ich zunichst auf den speziellen Fall an, 


in welchem die Funktion f(#) den konstanten Wert 1 hat. Dann ist 


ba ad) = 1 und alle iibrigen Konstanten a,, a, sind Null. Folglich wird 


2 

nach (12) bestindig S,—1 und die Gleichung (13) gibt also 
22a 

(14) pat [t=cosm(u—2) 9 


Qn, 1 — cos (u— 2x) 
0 


Durch Kombination von (13) und (14) finde ich 


1 — cos (w— 2x) 


22 
(5) S—f@) =a f LA) — fe) a a. 
0 


1 — cos nv 


Die Funktion ro fet niemals einen negativen Wert und hieraus 





lassen sich einige wichtige Folgerungen fiir die Differenz S, — f(x) ableiten. 
Es sei P die Schwankung von f(x) im Intervalle0<2<2z. Dann 
wird fiir zwei beliebige, diesem Intervalle angehérige Werte uw und x die 
Ungleichung 
—P<f)-f@<s+P 
1 1—cosn(u—~a) 
2nnx 1—cos(u—2) 
und nach w zwischen den Grenzen 0 und 22 integriert. Dadurch ergibt 
sich nach (14) und (15) 
(16) —PSS8,—f@)<+ P. 
Der absolute Betrag von S, — f(x) wird also nie gréBer als die Schwankung 
P von f(x) im Intervalle 0< # < 22. 


gelten. Diese Ungleichung werde mit multipliziert 
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Ich betrachte nun ferner ein Stiick 
d=a---b 
des Intervalles 0--- 22. Die Schwankung von f(x) fiir dieses Stiick 6 


sei gleich p. Dann ist offenbar fiir jedes dem Stiicke 0 angehdrende 
Argument x 














b 
a saa J (F) —f(a)) mie =3 duls ina? rf ey du 
Qa 
<gtg nf LEEESP au. 
Jetzt sei ® 
é’ =a...’ 
ein in das Stiick 6 eingeschachteltes Stiick, so daB 
a<a<b<b 


ist, und es bedeute 2 einen beliebig in dem Stiicke 0’ angenommenen 
Argumentenwert. 
Ferner werde das Integral in (15) nach folgendem Schema zerlegt: 


a b 
1 * 
(18) 8, — f(#) ~~ ona ake anm 6} [+ nz 


Wenn nun w im Intervalle 0---a@ und a im Intervalle a’ ---b’ variiert, 
so bleibt 1 — cos (w—z) bestiindig gréBer als eine feste positive Zahl, 
wihrend 1 — cos n(w—z) bestiindig kleiner als 2 bleibt. Daher kann das 
erste Glied der rechten Seite von (18) durch VergréBerung von » unter 
jede noch so kleine Zahl herabgedriickt werden, und dasselbe gilt offenbar 
von dem zweiten Gliede. 

In Riicksicht auf (17) folgt daher: 

Bezeichnet 7 eine beliebig klein gewahlte positive Zahl, so wird von 
einem geeigneten Index » ab 
(19) |S, —f@)|<pt+a 
sein, und zwar fiir jedes Argument x, welches dem Stiicke 6’ angehért. 

Nunmehr gelingt es leicht, zu zeigen, daB das Integral 


22 


(20) J, = fI8,—ra)Pax 


mit unbegrenzt wachsendem »” unendlich klein wird. 
In der Tat seien ¢ und 6 zwei beliebig gewihlte positive Zahlen. 
Dann kann man eine Teilung 7 des Intervalles 0 --- 22 in Stiicke so 
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herstellen, daB die Summe derjenigen Stiicke, in welchen die Schwankung 
von f(x) gréBer als o ist, kleiner als < ausfiillt. 


Diejenigen Stiicke der Teilung 7’, in welchen die Schwankung von’ 


f(x) gréBer als o ist, will ich mit A, die tibrigen Stiicke, in welchen 

jene Schwankung kleiner oder gleich o ist, mit d bezeichnen. Indem ich 

in jedes Stiick 6 ein Stiick 6’ einschachtele, zerlege ich die Stiicke 0 in die 

Stiicke 6’ und die Stiicke 6”. Die Stiicke 6’ wiihle ich so wenig von den 

Stiicken d verschieden, daB die Summe der Stiicke 0” kleiner als ¢ ausfiillt. 
Nun setze ich das Integral J, in die Form 


J,=>' fis,reords +> fis,-r@raet > [1s,-r@pae. 
a - = A A 


Bezeichnet 4 eine beliebig gewihlte positive Zahl, so ist in den 
Integralen der ersten Summe 


|S, — f(x)| <6+ n> 


sobald » einen gewissen Index iiberschritten hat; in den Integralen der 
zweiten und dritten Summe ist 


|S, — f(a)| < P. 
Daher wird dann 


J,< (6+? So'+ P? S04 PPA 
o’ é” A 
und folglich, da >’ 6’ < 2a ist, schlieBlich 
J, < 2a (+n)? + 2P%e, 


und zwar gilt diese Ungleichung von einem geeignet gewiihlten Index n 
ab. Da nun ¢, 6, 4 beliebig klein gewahlt werden kénnen, so folgt 


(21) Lim J, = 0, 


wie behauptet wurde. 


8 5. 
Das Integral J, ist ein spezieller Fall des Integrales 
22 . 
(22) / re _ ; Cp % — > cos kx + ¢,'a,' sin ta] dz. 
e k=1 


0 
Letzteres Integral geht namlich nach Gleichung (12) in J, iiber, wenn 


1 _ 7 s—k 
qm 42 474 * TT 












a a as a 








eee 

















Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen. 435 


genommen wird. Entwickelt man das im Integral (22) auftretende Quadrat 
und integriert sodann gliedweise, so erhialt man fiir das Integral den 
Ausdruck 


(23) f (f(x) Pdx —x E €y(2 — Cy) ag? + > (c,(2—c,) a,’ +c, (2—¢,')a,’ | ° 


Seiner Entstehung nach kann dieser Ausdruck niemals negativ sein. 
Aus (23) folgt insbesondere 


a i- [ireras -=|3 at + > cs cara. 
we k=1 
0 


Bezeichnet ferner i,, denjenigen Wert des Integrals (22), welcher der 
Annahme 





&=6=G = 1 
entspricht, so wird*) 


an 
25) i=  f ireras = [+ a? + Sar+a)], 
J k=1 az 
Der Vergleich von (24) und (25) ergibt 
I= i +5 SP@l+ a. 
k=1 


Nun sind hier die beiden Glieder der rechten Seite wesentlich positiv 
und es folgt daher aus der Gleichung Lim J, = 0, daB sowohl 


(26) Lim i, = 0, 

als auch 7 

(27) Lim 55 >) P(a? +a) = 0 
n=@ ke1 


ist. Die Gleichung (26) enthilt den Fundamentalsatz; denn sie besagt 
nach (25), daB 


: fi fla) Pax = 5 a + > (a,°+ a, *) 


ist. 


kiirlicher Funktionen. (Diese Annalen Bd. 17, 8S. 125.) 
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Dagegen enthalt die Gleichung (27) keine besondere Eigenschaft der 
Fourierschen Konstanten. Vielmehr gilt fiir jede konvergierende Reihe 


—E+gtat::-+e4+--- 


















die Gleichung 
Lim  (¢, + 4¢+9¢+---+-n%e,) =0, 


wie man nach bekannten Prinzipien beweist*). 
Hervorheben will ich noch, daB die rechte Seite in der Gleichung 


22 


* {Fe 9) dz = : Ayby + (a,b, +.0,'b,’) + «++ + (a,b, +0, 0) +--- 
0 


eine absolut konvergierende Reihe ist, selbst wenn man die Terme a,b, 
und a,'b,’ des allgemeinen Gliedes von einander trennt, also die Reihe 
als aus den Gliedern 


1 , , , , 
= Mg by, 4,5,, a,°b,',-+-, @,b,, a Ob, ,--- 


zusammengesetzt ansieht. Denn die Reihe entsteht durch Subtraktion 
derjenigen beiden Reihen, die in den Gleichungen (6) auftreten. Diese 
Reihen enthalten aber nur positive Glieder und sind folglich absolut kon- 





vergent. 


§ 6. 

Wie ich schon oben am Schlu8 von § 2 bemerkt habe, gestattet es 
der Fundamentalsatz, die Aufgabe zu lésen, aus den Fourierschen Kon- 
stanten von f(x) und g() diejenigen des Produktes f(x)g(x) zu bestim- ; 
men. Die Ausfiihrung der hierfiir notwendigen Rechnungen fiihrt zu 
folgendem Ergebnis: 

Satz V. Aus den Aquivalenzen 


ao 
1 ise 
f(a) ~ > % + > (a, cos kx + a,’ sin kx), 


k=1 


p(x) ~ = by + a (b, cos kx + b,' sin kx) 


k=1 





folgt die neue Aquivalenz 


f(x) p(x) ~ + % + >) (q cos ka +o sin kz), 


k=1 


*) Siehe z. B. Borel, Lecgons sur les séries divergentes, p. 93 (Paris, 1901). 
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in welcher die Konstanten ¢,, ¢, durch die nachstehenden Gleichungen 
definiert sind: 


o = = yb, + P 4 (andi + andi), 
k=1 
~— - yb, + : Oy (De +n + bx—n) + A (Di +n + din) 
5 2 


k=1 


— .,1¢€ ; a , 
Cc, = 2 yb, + => (an (bi+» — by-n) — (Dern —b-»)). 


\ k=l 





Diese Gleichungen erhalt man durch Anwendung des Fundamentalsatzes 
auf die beiden Funktionen f(x) und g(a) cos nz beziiglich f(x) und 
(a) sin na. 

Die Reihen, durch welche die Koeffizienten c, und c; ausgedriickt 
sind, konvergieren absolut. Man darf in ihnen iiberdies, unbeschadet ihres 
Wertes, die a, mit den b, und gleichzeitig die a,’ mit den b, vertauschen, 
da dieses auf eine Vertauschung der beiden Funktionen f(7) und g(a) 
hinauskommt. 





§ 7. 

Eine weitere Anwendung gestattet der Fundamentalsatz auf die Frage 

der Integration der Aquivalenzen. Es seien x, und x, zwei dem Intervalle 
Q--+2a angehérende Argumente, also 


0S %< 2%, S 22. 


Ferner sei die Funktion g(x) durch die Festsetzung definiert, daB g(x) 
den Wert 1 oder 0 besitzen soll, je nachdem x dem Intervalle a, --- 2, 
angehért oder nicht. 

Die Fourierschen Konstanten von g(x) haben die Werte 





1 . 
~ (*%,—%), wenn k = 0 ist, 
1 
bh = Lf cos kzdxz = 
o = (sin ka,—sin kay), wenn k von Null ver- 
schieden ist, 
b= 2 a 1 mi wccnniiliac’ 
» == J sinkxdx = — — (cos kx, — cos kay). 


Xo 


Wenn nun auf diese Funktion g(x) und irgend eine integrierbare Funk- 
tion f(x) der Fundamentalsatz angewendet wird, so ergibt sich: 
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Satz VI: Aus der Aquivalenz 


f(2)~ ; ay + (a, cos ka +a, sin ka) 
k=1 


fr (x) dx 


= + y(%,—%y) + Py ( . (sinka, —sin'kx,)— - (cos kx,—cos k4)) , 
k=1 


folgt die Gleichung 


wober x, und x, zwei beliebige Werte im Intervalle 0---22 bedeuten. . 
Mit anderen Worten: durch gliedweise Integration einer Aquivalenz 
entsteht eine richtige Gleichung. 
Setzt man x, =O und schreibt x statt z,, so kommt 


28 f(x) da = + a,x + * sinks — cos kx—1)}, 
pn k k 
k=1 
0 > 


(0<#2<2n) 


Nach der Bemerkung am SchluB von § 5 konvergiert die Reihe auf 
der rechten Seite dieser Gleichung fiir jeden Wert von x absolut. Dasselbe 
gilt auch von der Summe 


C) a 
(29) A= Dp 
k=1 


wie man durch folgende Betrachtung erkennt. Fiir die Funktion = (x—«) 
erhilt man die Aquivalenz: 


(30) = (x—2) ~ >) | sin ke, 
k=1 


welche fiir die zwischen 0 und 2m liegenden Werte von x auch durch 
die Gleichung 


(31) = a2) = >| sin ka 
k=1 


ersetzt werden darf. Wenn man nun auf die Funktionen f(x) und ; (x—z) 
den Fundamentalsatz anwendet, so ergibt sich 


(32) v= f @-2fe)ae= SF = 
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Die Gleichung (28) liBt sich mit Hilfe von (29) auch so schreiben: 
(33) [ro dx=A+ ba Ay + >(F sin ka — cos kz), (O<2<2m) 
e k=1 
0 


wo wiederum die rechte Seite absolut konvergiert. Endlich entsteht durch 
Kombination dieser Gleichung mit (31) 


(34) / f(a) da=A+~ aya +e sink — + cos ke), (O0<a<2zn). 
. k=1 
0 


Die vorstehende Gleichung enthilt die Tatsache, daB das Integral 
einer integrierbaren Funktion immer in eine trigonometrische Reihe ent- 
wickelbar ist*). DaB diese Reihe eine Fouriersche ist, daB also die Glei- 
chung (34) auch als Aquivalenz gelesen werden darf, folgt aus bekannten 
Siitzen oder auch direkt durch Berechnung der Fourierschen Konstanten 


der Funktion f {(x)dx. Diese Konstanten haben nimlich die Werte 
0 ‘ 
22 u 2a 22 
< cos kudu | f(x) da = * fr@) az cos kudu, 
0 0 0 x 


22 u 22 22 
+ fsin ku du | f(a)dx = + fre) ax f sin kudu, 
0 0 0 x 


deren weitere Ausrechnung unmittelbar auf die Koeffizienten der Reihen- 
entwickelung (34) fiihrt. 
Ich will jetzt annehmen, daB die Fouriersche Entwickelung der Funktion 


(35) F(«2)=C +f fe) dz, 


wo C eine beliebig gewahlte konstante GréBe bezeichnet, bekannt sei. 
Dieselbe laute : 


(36) F(a) = Ay + >" (A, cos ka + Ay’ sinkz) (0<2<2z). 
k=1 

Dann ist es leicht, die Fourierschen Konstanten von f(x) zu bestimmen. 

Der Vergleich mit (34) ergibt nimlich 

dubeniscdeunas a,=—kA,, a,—a,—kA, 


*) Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse, t. I, 68 und t. I, 211. 
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wahrend a, durch 





ay = — fi f(x) dx = — (F(2x) — F(0)) 


bestimmt ist. Wenn nun, wie iiblich, die Funktion F(x) als das un- 


> 


bestimmte Integral J {(a)dx der Funktion f(x) bezeichnet wird, so kann 
man hiernach folgenden Satz aussprechen: 
Satz VII: Ist F(x) = J f(x) dx das unbestimmte Integral der integrier- 
baren Funktion f(x) und 
F(a) == 49+ >) (A, coska+A'sinkz)  (0<x<2z) 
k=1 


thre Fouriersche Entwickelung, so ist 


7 1 PEE CTs 


f(a) ~ $a + >" ((kAy +4) 008 kar — kA, sin ka) , 
k=1 
unter a, die Konstante 


dy = — (F(2x)— F(0)) | 
verstanden. 

Dieser Satz zeigt insbesondere, daB die Aquivalenz fiir f(x) stets und 
nur dann durch gliedweise Differentiation der Entwickelung (36) fiir das 


unbestimmte Integral F(x) = J f(x)dx hervorgeht, wenn F(2x) = F(0) 


ist. Diese Bedingung kommt offenbar auf die andere hinaus, daB es 
moéglich sein mu die Funktion F(a) tiber das Intervall O0< 2 < 2a so 
auf alle reelle Werte von x fortzusetzen, daB die entstehende Funktion 
durchaus stetig ist und die Periode 22 besitzt. 


§ 8. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen gestatten es, die Frage zu 
erledigen, in wie weit eine im Intervalle 0---22 integrierbare Funktion 
durch die Werte ihrer Fourierschen Konstanten bestimmt ist. Besitzt die 
Funktion f,(x) dieselben Fourierschen Konstanten wie die Funktion /,(2), 
so sind die Fourierschen Konstanten von 

f(@) = fe(@) — f() 
simtlich Null und umgekehrt. Sind aber die Fourierschen Konstanten 
von f(x) Null, so folgt aus dem Satze VI, daB fiir zwei beliebige Werte 


% und 2, des Intervalles 0 --- 22a das Integral J f(a) dx verschwindet. 
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Die Funktion f(x) ist also dann eine Funktion ,,vom Integrale Null“. Ich 
will nun zeigen, daB auch umgekehrt jede Funktion vom Integrale Null 
Fouriersche Konstanten besitzt, die simtlich verschwinden. Zu dem Zwecke 
beweise ich zunichst folgenden Satz*): 

Eine in dem Intervalle a---b integrierbare Funktion ist fiir dieses 
Intervall eine Funktion vom Integrale Null stets und nur dann, wenn sie 
der Bedingung geniigt, dap thre Nullstellen im Intervalle a ---b iiberall 
dicht sind. 

DaB diese Bedingung hinreichend ist, leuchtet unmittelbar ein. DaB 
sie notwendig ist, erkennt man folgendermaBen: Bekanntlich sind die 
Stetigkeitsstellen einer im Intervalle a<«2<b integrierbaren Funktion 
f(a) in diesem Intervalle iiberall dicht. Wenn nun f(x) vom Integrale 
Null ist, so muB jede Stetigkeitsstelle zugleich eine Nullstelle von f(x) 
sein. Denn wire /() an einer Stetigkeitsstelle von Null verschieden, so 
lieBe sich offenbar um dieselbe ein Intervall so klein abgrenzen, daB das 


auf dieses Intervall beziigliche Integral / f(x) dx nicht Null ist. 


Aus dem vorstehenden Satze folgt nun, daB das Produkt einer Funk- 
tion vom Integrale Null und einer beliebigen integrierbaren Funktion 
wieder eine Funktion vom Integrale Null ist. 

Daher sind die Fourierschen Konstanten 


22 22 
a, = + fre) coskadz, a, = 1 fre) sin ka dx 
0 0 


simtlich Null, wenn f(z) vom Integrale Null ist. 

Hiernach gilt nun folgender Satz: 

Satz VIII. Unter den im Intervalle 0 - - - 22 integrierbaren Funktionen 
haben die Funktionen vom Integrale Null und nur diese die Eigenschaft, 
dap thre Fourierschen Konstanten sdmtlich Null sind. Durch thre Fourier- 
schen Konstanten ist eine Funktion im Intervalle 0 .--22 also bis auf’ eine 
additive Funktion vom Integrale Null bestimmt. 

Aus der Ungleichung (19) in § 4 folgt leicht, daB fiir eine Stetig- 
keitsstelle « der Funktion f(a) stets Lim (S,—/(a)) = 0, d. h. 


(37) (2) = Lim (3 Ay +>"? (a, cos kx +a,’ sin 2) 
n=@ ne, 
ist. Die Werte von f(z) an den Stetigkeitsstellen sind daher durch die 


*) Pasch, a. a. O. S. 151. 
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Fourierschen Konstanten von f(x) eindeutig bestimmt und nach der vor- 


stehenden Gleichung zu berechnen. Dieser merkwiirdige Satz riihrt von 
Fejér her*). 
§ 9. 

Wenn in der Reihe der Fourierschen Konstanten einer Funktion 
einige Anfangsglieder verschwinden, so laBt sich hieraus eine Folgerung 
betreffend die Art des Verlaufes der Funktion im Intervalle 0-.-- 2” 
ziehen. Dieses zu zeigen ist der Zweck der folgenden Betrachtungen. 

Das Intervall 0---2a werde in 2n+ 1 Stiicke 

0,, 03, ee 92541 
zerlegt. Die Begrenzungspunkte des Stiickes 0; seien die Punkte x=<2,_, 
und = 4,; es ist dann 4 = 0, 2,,,, = 2a. Die Stiicke 0,,0,,---, 0, 
sollen von nicht verschwindender Linge sein; dagegen soll der Fall, in 
welchem 0,,,, verschwindende Linge hat (also 2,, = 2,,,, = 22 ist) 
nicht ausgeschlossen werden. In jedem Falle ist also 


O = ty <4 < Wy S++ < Uy SF Mogg = 2H. 
Die Konstanten ¢,, ¢,, ¢,';-- +, n,n lassen sich nun so bestimmen, daB sie 
nicht samtlich Null sind und daB die Funktion 


(38) g(x) = . Cy + (¢, cos x + ¢,' sin 2): ---+ (€, cos Nx + c, sin NX) 


der Bedingung geniigt, fiir = 2,, x = %,---,% =, zu verschwinden. 
Denn diese Bedingung ergibt 2” lineare und homogene Gleichungen fiir 
die 2n + 1 Konstanten ¢,, ¢,, ¢',+--,Cny Cn- 

Die Gleichung g(x) =0 hat dann in dem Intervalle O0<2< 2a 
auBer den 2m Nullstellen x,, 2,,---, 2), keine weiteren, weil sie vermége 
der Substitutionen 


cos ka = + (e+ e~*s),) sinks = = (et* — e- Fiz) 


in eine algebraische Gleichung héchstens 2n”" Grades fiir e?‘* iibergeht. 
Daher hat g(x) innerhalb der einzelnen Stiicke 0,, 6,,--- konstantes 
Zeichen, welches beim Ubergang von einem Stiick zum nichstfolgenden 
wechselt, und offenbar im Stiick 0, als das positive Zeichen vorausgesetzt 
werden darf. 
Wenn nun das Intervall 0--- 22 in m SBStiicke 


(39) 0;, d:, iat. dn, 
von nicht verschwindenden Lingen zerlegt worden ist, so kann man fiir 


m=2n-+1 die oben betrachteten Stiicke 0,, 0,,---, 0,,,, mit den 





*) Vgl. die obigen Zitate. 
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Stiicken (59) identifizieren, fiir m= 2m aber die oben betrachteten Stiicke 
,, 93, -+-, dg, mit den Stiicken (39) und das letzte Stiick d,,,, von 
verschwindender Liinge annehmen. Also gilt der Satz: 

»Hat man das Intervall 0 --- 22 in m Stiicke 0,, d,,---, d,, zerlegt 


und bedeutet » die gréBte in > enthaltene ganze Zahl, so kann man die 


Funktion g(x) (vgl. (38)) so bestimmen, daB sie im Innern des Stiickes 0, 
nur positive Werte, im Innern des Stiickes 6, nur negative Werte, im 
Innern des Stiickes 0, wieder nur positive Werte u. s. f. annimmt.“ 

Nunmehr betrachte ich eine im Intervalle 0 --- 2a integrierbare 
Funktion f(x), die jedoch nicht eine Funktion vom Integrale Null sein 
soll. Uberdies mache ich die Voraussetzung, daB sich das Intervall 
Q.--2a in eine endliche Anzahl m von Stiicken (39) so zerlegen laBt, 
daB die von Null verschiedenen Werte, welche f(x) annimmt, im einzelnen 
Stiicke 0, ein konstantes Vorzeichen besitzen, welches beim Ubergange 
von einem Stiicke zum nichstfolgenden wechselt. Zur Abkiirzung will 
ich die Zahl m als ,,Anzahl der Strecken konstanten Zeichens der Funktion 
f(x)“ bezeichnen. 

Bedeutet jetzt g(x) die im vorigen Satze erwihnte’ Funktion (38) 
und « einen geeignet gewahlten unter den beiden Faktoren + 1 und — 1, 
so wird ef(x) g(x) im Intervalle 0 --- 2a niemals negativ und hieraus 
folgt leicht, daB das Integral 


22 


T= fefo)9@) dx 


einen von Null verschiedenen positiven Wert besitzt. In der Tat muB8 
es unter den das Intervall 0--- 22 iiberall dicht erfiillenden Stetigkeits- 
stellen von f(x) im Innern eines der Stiicke 0,, 0,,---, 0,, mindestens 
eine geben, fiir welche f(z) nicht Null ist. Denn sonst wiirde f(x) eine 
Funktion vom Integrale Null sein. In einem geniigend klein um eine 
solche Stetigkeitsstelle abgegrenzten Intervalle r---s bleibt ¢/(x) (x) 


gréBer als eine feste positive Zahl. Folglich ist 


T= feo) dz>0, 


wie behauptet wurde. 
Nun sei 


f(a) ~ = ty + (a, cos x+ a,’ sin x) + (a, cos 24+ a,’ sin 2”) +---. 


Dann ist nach dem Fundamentalsatze 


29* 
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J= ex {+ dye + dye, + ay' 0) + +++ Ont, + ancy} 





und es kénnen daher die Konstanten a), a,,4,',---, @,,@, nicht samtlich 
Null sein. 

Wenn also die Konstanten a,, a,, @,',---, @:-1, @x-1 Null sind, so 
ist notwendig 


n>k 


und folglich, da m die gréBte in = enthaltene ganze Zahl bedeutet, die 


Zahl m mindestens gleich 2k. 
Es gilt demnach der 
Satz IX: Sind in der Reihe der Fourierschen Konstanten 


AM, 4, a,’, My, Ay’, re 
der Funktion f(x) einige Anfangsglieder Null und bezeichnet k den ersten 
Index, fiir welchen a, und a, nicht mehr beide Null sind, so ist die Anzahl 
der Strecken konstanten Zeichens der Funktion f(x) im Intervalle 0... 2x 
mindestens 2k. 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Anzahl der Strecken konstanten 
Zeichens der Funktion f(x) endlich ist. Fiigt man den Voraussetzungen 
des vorstehenden Satzes die weitere hinzu, daB f(a”) im Intervalle 0--.2z 
stetig ist, so wird dann f(x) im Inneren dieses Intervalles mindestens 
2k—1 Nullstellen besitzen. Man kann aber noch einen Schritt weiter 
gehen, wenn man die Annahme macht, daB f(z) fiir alle Werte des 
Argumentes stetig ist und die Periode 2 besitzt. In diesem Falle ver- 
schwindet niimlich f(x) im Intervalle 0 < « < 2a mindestens 2% Mal. 

Dies ist unmittelbar klar, wenn f(x) fiir « = 0 verschwindet. Wenn 
aber f(0) nicht Null ist, so besitzt f(z) in der Nahe von z= 0 dasselbe 
Vorzeichen, wie in der Nihe von x= 2a. Daher ist dann die Anzahl 
der Strecken konstanten Zeichens von f(x) im Intervalle 0-.-2z not, 
wendig ungerade, und da diese Anzahl mindestens 2k betrigt, so ist der 
kleinste Wert, den sie haben kann, 2k +1. Folglich verschwindet nun 
f(x) im Innern des Intervalles 0--- 2a mindestens 2k Mal. 

Als spezielles Beispiel erwihne ich den von Sturm herriihrenden 
Satz, nach welchem die Gleichung: 


(a coskx + aj, sinkx) +--+ + (a, cos mx + a, sin max) = 0 


im Intervalle 0 < #< 2a mindestens 2k Wurzeln besitzt*). 
Kin interessantes Beispiel fiir den allgemeinen Satz IX bietet die 
Theorie der Kugelfunktionen. Es bezeichne nimlich P™) die n® Kugel- 


*) Liouville’s Journal, Bd. I. 
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x (2"- mn)” 


funktion, ferner v die Konstante 4° @nii' 


Man definiere dann f(z) 


fiir das Intervall 0 < x < 2a durch folgende Bestimmungen: 


f(z) =vP™(cosz), fir 0O<ar<aq, 
f(z) =—f(2x—2), fir ~<x< 2a, 
f(x) = 0. 


Die Fouriersche Entwickelung dieser Funktion f(x) lautet nun nach Heine*): 
(40) f(z) = sin (n+1)a + a8) sin (n+3)a 
1-3-(n+1)(n+2) 
12. anther 5) Sin (w-+5)a + +. 

Nach Satz IX ist daher die Anzahl der Strecken konstanten Zeichens 
von f/(x) im Intervall 0 --- 2a mindestens 2n + 2 und folglich (wegen 
f(z)=—f(2x—2)) mindestens »+1 im Intervalle 0--- 2. Das heibt 
aber: P“) (cos x) verschwindet mindestens x Mal, wenn cos x die zwischen 
—1 und +1 liegenden Werte durchliuft. Die Entwickelung (40) setzt 
also unmittelbar die Tatsache in Evidenz, daB die Nullstellen der Kugel- 
funktion P™ simtlich reell, von einander verschieden und zwischen — 1 
und + 1 enthalten sind. 

Zugleich zeigt dieses Beispiel, daB die im Satze IX angegebene untere 
Grenze 2k fiir die Anzahl der Strecken konstanten Zeichens die genaue 
untere Grenze ist, in dem Sinne, daB es unter den Funktionen f(x), welche 
den Bedingungen des Satzes IX geniigen, auch solche gibt, fiir welche die 
Anzahl der Strecken konstanten Zeichens im Intervalle 0 .-- 2a genau 
gleich 2k ist. 

SchlieBlich will ich beziiglich der Entwickelung (40) noch bemerken, 
daB die einfachste Quelle derselben die Differentialgleichung 


f’ sin a + f’ cos x + n(n+1)f sin cs = 0 


sein diirfte, welcher f(x) im Intervall 0 << «<a geniigt. Integriert man 
diese Gleichung, nachdem man sie mit 2cosrz multipliziert hat, iiber 
das Intervall 0---2, so ergibt sich nach leichten Umformungen 


(n—r) (nt-r+1) f f(@)sin(r1)2de—(n—r 1) (n+) { f(a)sin(r—1) naz 
; (r =0, 1,2,---). ; 


Durch diese Rekursionsformel sind die Koeffizienten der Entwickelung (40) 
offenbar bis auf einen allen gemeinsamen Faktor bestimmt. Dieses Verfahren 


*) Handbuch der Kugelfunktionen (Berlin 1878) Bd. I, Seite 89. 
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laBt sich unmittelbar verallgemeineren und ergibt einige weitere Fouriersche 
Entwickelungen von einfachem Bildungsgesetz, wenn man es auf die 


Funktion F («, B, y, sin? (3)) anwendet, unter F(a, B,y,2) wie iiblich 


die GauBsche hypergeometrische Reihe verstanden. Entwickelungen dieser 
Art gibt Kummer im letzten Paragraphen seiner bekannten Abhandlung 
iiber die hypergeometrische Reihe (Crelle’s Journal, Bd. 15, 8. 168). Doch 
scheint mir der Weg, auf welchem Kummer diese Entwickelungen herstellt, 
nicht einwandfrei zu sein und die von ihm erhaltenen Resultate bediirfen 
daher wohl noch einer niheren Priifung. 


Ziirich, im Januar 1903. 


















Hermann Minxowsgr. Volumen und Oberfliche. 


Volumen und Oberflache. 
Von 


Hermann Miyxowsk! in Gottingen. 


Fiir die konvexen Kérper gibt es einen elementaren Weg, um den 
Begriff der Oberfliche aus dem einfacheren Begriffe des Volumens heraus 
zu entwickeln, und in Verfolg dieses Weges gelangt man zu sehr be- 
merkenswerten Erweiterungen der Tatsache, wonach unter allen Kérpern 
gleichen Volumens die Kugel die kleinste Oberfliche besitzt. 

Liegt ein konvexer Kérper ® vor und versteht man unter 2, y, z 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes aus ®, so nimmt ein linearer 
Ausdruck wx + vy + wz, wo u,v, w feste GréBen sind, in immer einen 
bestimmten griéBten Wert H(w,v,w) an; und diese Funktion H(u, v, w) 
von drei beliebigen reellen Argumenten, die Stiitzebenenfunktion von &, 
charakterisiert den konvexen Kérper & vollkommen. Das Volumen des 
Kérpers & erscheint als ein gewisser homogener Ausdruck dritten Grades 
Vi; in den simtlichen Werten H(u, v, w). Aus diesem Ausdrucke ent- 
springt fiir drei beliebige konvexe Kérper &,, &,, R, eine polare Bildung, 
ein symbolisches Produkt Vz, Vz,Vz,, das gemischte Volumen der drei 
Kérper &,, &,, R,. Diese GréBe ist invariant bei beliebigen Translationen 
der einzelnen Kérper. Werden zwei der Kérper mit einem bestimmten 
Kérper &, der dritte aber mit einer Kugel vom Radius 1 identifiziert, so 
ist das dreifache ihres gemischten Volumens die Oberfliche von &. 

Fiir die gemischten Volumina gilt der wichtige Satz: Fiir irgend drei 
Kérper vom Volumen 1 wird das gemischte Volumen stets > 1 und nur 
dann = 1, wenn die drei Kérper mit einander homothetisch sind. Dab 
jeder konvexe Kérper, der keine Kugel ist, eine gréBere Oberflache hat 
als eine Kugel von demselben Volumen, ist nur ein spezieller Fall 
dieses Satzes. 

Diese fundamentale Ungleichung laBt weiter die folgende Auslegung 
zu: Man bezeichne in der Mannigfaltigkeit aller méglichen Funktionen 
H(u,v,w) von drei reellen Argumenten u,v, w eine einzelne Funktion 
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H(u, v, w) als einen ,,Punkt“, den Inbegriff der aus zwei Funktionen H, 
und H, abzuleitenden Funktionen (1—?) H, + tH, fiir 0<t<1 als die 
H, und H, verbindende ,Strecke“; alsdann besitzt die Gesamtheit der 
Stiitzebenenfunktionen H zu allen denjenigen konvexen Kérpern, welche 
ein Volumen > 1 haben, die Kigenschaft, mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke zu enthalten, stellé also ein ,,konvexes 
Gebilde“ in jener Mannigfaltigkeit vor. 

Geht man auf die Tangentialebenen des Gebildes ein, so ist sein 
konvexer Charakter gleichbedeutend mit folgendem Theorem: 

Auf der Kugelfliche vom Radius 1 mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt denke man sich Masse in einer beliebigen stetigen und durchweg 
positiven Flichendichtigkeit ausgebreitet, doch so, daB der Schwerpunkt 
der ganzen Belegung in den Nullpunkt fallt; alsdann existiert eine ge- 
schlossene konvexe Fliche, bei welcher an jeder Stelle das Produkt der 
Kriimmungsradien gleich der Flachendichtigkeit an dem Punkte der Kugel 
mit gleicher Normale ist; und diese Flaiche ist véllig bestimmt bis auf 
eine beliebige Translation, durch die man sie noch variieren kann. 

In diesem Theorem erkennt man eine Aussage iiber eine gewisse 
quadratische partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Lés- 
barkeit unter bestimmten Bedingungen hier durch eine eigenartige, wohl 
noch mancher weiteren Anwendungen fiahige Methode sichergestellt wird. 


§ 1. 
Stiitzebenenfunktion eines konvexen Korpers. 


1. Es seien 2, y, 2 rechtwinklige Koordinaten eines Punktes im Raume, 
und MM bedeute eine abgeschlossene Menge von Punkten 2, y, 2, die ganz 
in einer Kugel von endlichem Radius enthalten ist, aber nicht véllig in 
eine einzige Ebene fallt. Sind u,v, w irgend welche festen Werte, so 
hat der Ausdruck uz + vy + wz fiir die Gesamtheit der Punkte 2, y, z 
in M ein bestimmtes Maximum, das H(u, v, w) heibe. 

Diese Funktion H(u, v, w) von drei beliebigen reellen Argumenten erfiillt 
offenbar folgende Bedingungen (1)—(4): 

(1) H(0, 0, 0) = 0, 

(2) H(tu, tv, tw) = t H(u, v, w), 

wenn ¢>0 ist. Sind u,, v,, w, und u,, v,, w, irgend zwei Systeme der 
Argumente, so gibt es in 9% immer wenigstens einen Punkt 2, y, z, wofiir 


(u, +t) x + (% +3) y 4 (1, +W,) 2 = H(u, +g, %+%, W, +) 
wird, und da fiir diesen Punkt sicherlich 
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Ue + YY + Wye < A(u,,v,,W,), Uygx + v2y + W2< H (Ug, v,, 3) 


ist, so gilt daher immer: 
(3) A(u, +s, 0, +0, ©, +w,) < A(u,, v,, w) + H(ug, v3, wy). 
Das Maximum von — (uz+vy+wz) in M ist H(—u, —v, —w), also gilt 
in M stets: 
— H(—u, —v, —w) < ux + vy + we < H(u, v, w). 
Wenn die Werte u,v, w+ 0,0,0 sind, muB daher, da Mt nicht ganz in 
einer Ebene liegen soll, stets 
(4) H(u, v, w) + H(—u, —v, —w) >0 
sein. 

2. Eine Ebene, welche wenigstens einen Punkt der Begrenzung von 
M enthalt, aber auBer den Punkten, die sie mit Pt gemein hat, M ganz 
auf einer Seite von sich liegen léBt, nennen wir eine Stiitzebene an M. 

Ist H(u, v, w) eine beliebige reelle Funktion von drei reellen Argumenten 
u,v, w, welche allen den Bedingungen (1)—(4) geniigt, so bezeichnen wir 
den Bereich ® von Punkten x, y, 2, welcher durch die sémtlichen Un- 
gleichungen 
(5) ux+vy+ we < H(u, v, w) 
fiir alle méglichen Wertsysteme u,v, w definiert ist, als einen konvexen 
Korper. 

Die Funktion H nennen wir die Stitzebenenfunktion von R, da aus den 
Ungleichungen (5) offenbar genau die Stiitzebenen an & zu erkennen sind. 

Ist H(u, v, w) wie in 1. aus der Punktmenge Mt hergeleitet, so wird 
der durch die Ungleichungen (5) definierte Bereich ® der kleinste, M ent- 
haltende konvexe Korper, d. h. 8 ist ein notwendiger Bestandteil jedes 
konvexen Kérpers, der 2% ganz in sich aufnimmt. 

Ist R* ein zweiter konvexer Kérper mit der Stiitzebenenfunktion 
H*(u, v, w), so ist dann und nur dann & ganz in R* enthalten, wenn stets 
H(u, v, w) < H*(u, v, w) 

ausfallt. 

3. Ein konvexer Kérper ist andererseits vdéllig durch die Kigen- 
schaften zu charakterisieren, erstens, daB jede Gerade mit ihm sei es eine 
Strecke, sei es einen Punkt, sei es keinen Punkt gemein hat, zweitens, dab 
zu ihm wenigstens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte gehéren. 

4. Ist p ein beliebiger Punkt, so verstehen wir unter +p den 
Kérper, der aus 8 durch diejenige Translation entsteht, durch welche der 
Nullpunkt nach p gelangt. Sind a, b, ¢ die Koordinaten von p, so wird 
die Stiitzebenenfunktion von & + p: 


H(u, v, w) + au + bv + cw. 
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Unterwerfen wir & einer Dilatation vom Nullpunkte aus nach allen 
Richtungen in einem festen positiven Verhiltnisse ¢:1, so bezeichnen wir 
den entstehenden Kérper mit ¢&; eine Stiitzebenenfunktion wird tH (u, v, w). 

5. Wir bezeichnen mit G die Kugel 2? + y? + 22< 1, vom Radius 1 
mit dem Nullpunkt 0 als Mittelpunkt, mit € die Kugelfliche x? + y? + 2?=1, 
mit a, B, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf €, bez. die 
Richtung vom Nullpunkte nach diesem Punkte. Infolge der Kigenschaft 
(2) sind alle Werte der Funktion H bereits durch deren Werte H(«, £, y) 
fiir die Punkte auf € bestimmt. Die Ungleichung 


ax + By + ye < H(a, B, 7) 
bezeichnen wir als die Bedingung der Stitzebene an R mit der duferen 
Normale («, B, 7). 

Die Funktion H(u,v,w) ist nach den Higenschaften (1)—(4) eine 
stetige Funktion ihrer Argumente, und besitzen infolgedessen die Werte 
H (a, B,y) auf € ein bestimmtes Maximum G. Ist ein Wert H(a, 8, y) <0, 
so ist nach (4) der zugehérige Wert H(—a,—f,—y) positiv und von 
gréBerem Betrage; G ist daher jedenfalls >0. Mit Hiilfe von (3) und 
(2) gewinnen wir die Ungleichung 


(6) |H(u—u, v—v,, w—w,) — H(t, % Wo)| < G Vu? + vo? + w?. 


§ 2. 


Anniherung an einen beliebigen konvexen Korper durch 
vollkommene Ovaloide. 


6. Ist mp =0 die Gleichung einer Ebene und der konvexe Kérper & 
ganz im Bereiche mg <0 enthalten, so heiBt p< 0 ein Halbraum um &. 
Ist ein Halbraum p<0 um & so beschaffen, daB man nicht p =t,g, + ky 
setzen kann, so dab 4, >0, 4, >0 und o, <0, », <0 zwei verschiedene 
Halbriume um 8 sind, so heiBt m < 0 ein extremer Halbraum um &. Die 
Ebene g = 0 ist dann jedenfalls eine Stiitzebene an & und heiBt eine 
extreme Stiitzebene an R. Kin konvexer Kérper mit einer endlichen Anzahl 
von extremen Stiitzebenen heiBt ein (konvexes) Polyeder. 

7. Unter einem vollkommenen Ovaloid wollen wir einen konvexen 
Kérper verstehen, bei dem die Begrenzung durch eine analytische Glei- 
chung in den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z definiert wird und iiber- 
dies in jedem Punkte eine bestimmte und immer nur eine Beriihrung erster 
Ordnung eingehende Tangentialebene besitzt. 

8. Ist R ein beliebiger konvexer Korper mit dem Nullpunkte als innerem 
Punkt und « eine beliebige positive Gripe, so lapt sich stets ein vollkom- 
menes Ovaloid 0 bestimmen, so daB 0 den Korper R enthilt und selbst 
in (1+¢) & enthalten ist. 
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Es sei H(u,v, w) die Stiitzebenenfunktion von R. Da der Nullpunkt 
im Inneren von & liegt, ist jede GréBe H(a, B, y)>O0. Es sei nun g 
das Minimum der Werte H(a, 6, y) auf der Kugelfliche €, so ist auch 
g>0. Wir denken uns den ganzen Raum durch ein Netz von lauter 
gleichen Wiirfeln mit einer Kante 6 erfiillt. Es sei Y% der Gesamtbereich 
aller derjenigen Wiirfel dieses Netzes, welche iiberhaupt wenigstens einen 
Punkt von & aufnehmen, und $ der kleinste, diesen Bereich W ganz 
enthaltende konvexe Kérper, so ist $$ ein Polyeder, und fiir jede Richtung 
(a, B, y) ist der Abstand derjenigen Stiitzebene an 8, welche (a, B, 7) als 
iuBere Normale hat, vom Nullpunkte einerseits > H(a, B, y), andererseits 


dy3 
< H(«, 6, 7) + 6V3 < Hw, 8, 7) (1+ 2¥). 
Danach enthalt $8 den Kérper & im Inneren und ist selbst ganz in 


(1 + ov*) R enthalten. 


Das Polyeder $8 besitze n Seitenflichen; da % den Nullpunkt im 
Inneren enthilt, kénnen wir die Bedingungen dieser » extremen Stiitz- 


ebenen an $ in der Form : 
(7) mSl,mS1,---451 _ 
schreiben, so daB dabei y,, x2, -- - x, homogene lineare Ausdriicke in 2, y, 2 


sind. Es sei nun @ eine beliebige positive GréBe, die wir >lIgm an- 


nehmen, und © der durch die Ungleichung 
(8) Q = EPH: 4 EPka + ~~. + EP An < ne” 
bestimmte Bereich. 
Dieser Bereich © enthalt jedenfalls das durch die Ungleichungen (7) 


definierte Polyeder % in sich. Andererseits ist 0 ganz in (1+-£*) ¥ 
enthalten; denn in jedem Punkte auBerhalb des letzteren Polyeders erweist 


sich stets wenigstens eine der GréBen y7,, %,--- %, als >1+ a und 


die rechte Seite in (8) daher als > ne”. Nach der Lagenbeziehung von $ 
zu R wird weiter O den Kérper & enthalten und selbst in 


OP) (+e 


enthalten sein. Wir kénnen nun @ so klein und @ so groB annehmen, 
daB der hier stehende Faktor von & sich < 1 + € erweist. 

Die Begrenzung von © ist die analytische Fliche Q= ne”. Wir 
finden den Ausdruck 


éQ AQ e2 w 
(9) Fa Bt ag UT Gg 8 ONO* + OMe” + --- + O78 an, 
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mithin auf der Begrenzung von © stets > we” — s—; denn dort ist in 
jedem Punkte wenigstens eine der GréBen y>1 und andererseits gilt 


immer fe > — -. - Mit Beriicksichtigung von e” > » ersehen wir hieraus, 


daB auf der Begrenzung von © niemals = oe gleichzeitig Null sein 


kénnen, mithin in jedem Punkte dieser Begrenzung stets eine bestimmte 
Tangentialebene existiert. 

Weiter finden wir, wenn 2, y, 2 als lineare Funktionen eines Para- 
meters ¢ dargestellt werden, immer 


A) SP —a((ie) en 4 (Bens + GE on) > 


Aus dieser Beziehung folgt, daB auf einer beliebigen geradlinigen Strecke 
der Ausdruck Q(z, y, 2) seinen gré8ten Wert immer an wenigstens einem 
der Endpunkte annimmt, da8 mithin 0 mit irgend zwei Punkten stets 
die ganze sie verbindende Strecke enthalt. Andrerseits ist aus (10) er- 
sichtlich, daB jede Tangentialebene an 0 mit © nur eine Beriihrung 
erster Ordnung eingeht. Nach allen diesen Umstinden besitzt 0 in der 
Tat die in unserem Satze verlangten Kigenschaften. 

9. Auf Grund dieses Satzes kénnen wir weiter zu einem gegebenen 
konvexen Kérper &, der den Nullpunkt 0 im Inneren enthilt, mit einer 
Stiitzebenenfunktion H, immer eine snendliche Reihe von vollkommenen 
Ovaloiden 0’, 2”, --- mit solchen Stiitzebenenfunktionen Q’, Q”, --- her- 
stellen, daB die Reihe der Quotienten 


QY@,B,v) O67) 


Ha, By)’ H(«, B, 7)? ee 
nach der Grenze 1 konvergiert und zwar gleichmdfig fiir alle Systeme 
a, B, y auf der ganzen Kugelfliche €. Trifft der hier bezeichnete Umstand 
zu, so wollen wir sagen, die Reihe der konvexen Kérper 0’, 0”,--- hat 
den konvexen Kérper & als Grenze, oder konvergiert nach &. 
Ist p ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir weiter den Kérper 
R+ p, der p als inneren Punkt enthilt, als Grenze der Kérper 


O'+ p, Q" + p, Raa 





§ 3. 
Volumen eines konvexen Korpers. 


10. Jedem konvexen Kérper kommt ein bestimmtes Volumen zu, 
ferner ein bestimmter Schwerpunkt, welcher stets ein innerer Punkt des 
Kérpers ist. 
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11. Wir fiihren fiir die Punkte a, B, y der Kugelfliiche € Polar- 
koordinaten ein und setzen 


a=sindcosy, P=sindsiny, y= cos#, 
wobei wir # und w in den Grenzen O< ®< a, O< H< 2m annehmen. 
Wir schreiben ferner 


«i, = 2% — con 9 cos ¥, B, = 28 — cose sin y, y= = — sind, 
eh. ee ‘ ae 1 Oy . 
~~ Bb je ~~ =F Bs = snd Jy ~ 8, Ya in’ Oy 93 


dabei ergeben die drei Gleichungen 
(11) E=ar+ Byte, = %ct Byte, C= ax+ By + pe 


stets eine orthogonale Transformation der Koordinaten x, y, z mit einer 
Determinante = + 1. 

12. Es sei ein vollkommenes Ovaloid, % seine begrenzende Fiche, 
H(u, v, w) die Stiitzebenenfunktion von &. Wir schreiben 

H(a, B,y) = A(@, y) = H. 

Die Stiitzebene an mit der auBeren Normale (a, B, y) hat die Gleichung 
(12) f= H(%, ¥); 
sie ist hier zugleich Tangentialebene an § und beriihrt § in einem be- 
stimmten Punkte p. Die ganze Fliche § erscheint damit punktweise, 
durch parallele Normalen, auf die Kugelfliiche € bezogen. Wir wollen 
nun unter 2, y,2,a, 8, y, #,  speziell die betreffenden Bestimmungsstiicke 
fiir den Punkt p verstehen und die Verinderungen dieser GréBen beim 
Ubergang zu einem anderen Punkte auf § durch Vorsetzen von A andeuten; 
ferner sollen A&E, An, AE die Werte der Ausdriicke (11) bedeuten, wenn 
darin Az, Ay, Az an die Stelle von x, y, z treten. Dann gilt auf § in 
einer gewissen Umgebung von p fiir A§ eine Entwicklung nach Potenzen 
von A&, An: 


Ag —— 5 (PAE +22 Ag An + TA’) + (AE, An) +--+ 


darin bilden die quadratischen Glieder eine definite negative Form, es ist 
also P>0O, PT—=X*?>0. Wir kénnen alsdann, da PT — £?+0 ist, 


in einer gewissen Umgebung von p die Werte A&, Ay durch ae 
oA 


re ausdriicken, welche letzteren GréBen sich sofort mittels Aa, Ap, Ay 
darstellen lassen. Daraus erkennen wir, daB die Koordinaten x,y,z des 
Punktes p von %, wo die iuBere Normale die Richtung a, B, y hat, und 
weiter der zugehérige Wert H(«, 6, y) analytische Funktionen der GréBen 


a, B, y auf € sind. 


und 
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Da die Ebene (12) Tangentialebene an § ist, haben wir 
Ox éy Oz 1 Ox oy Oz\ 

(18) as t+BES+75-% smol“set Foyt? oy) —% 

und mit Riicksicht hierauf folgen aus den allgemeinen Formeln (11) zur 

Bestimmung der Koordinaten x, y, 2 des Punktes p die Gleichungen: 


13. Um nun das Volumen V des Kérpers & auszudriicken, zerlegen 
wir die Kugelfliche € in Flichenelemente da = sin #dddy; jedem Ele- 
ment dw entspricht als Abbild durch parallele Normalen ein Element 
df auf der Flaiche §, und wir konstruieren jedesmal die Pyramide mit 
dem Nullpunkt o als Spitze und dem Element df als Grundfliche; die 
Hohe dieser Pyramide, mit gewissem Vorzeichen genommen, ist = H(«, B, y) 
und ihr Volumen mit demselben Vorzeichen daher 


(15) + Haf =~ 


ge, 22 oe 
? OF’ Ow 





| de dy. 


(Wir bezeichnen hier und weiterhin eine dreireihige Determinante, in 





welcher die Glieder der ersten Reihe von der Koordinate x abhiingen und 
die der zweiten und dritten in der entsprechenden Weise mit Hiilfe des 
Zeichens y bez. z darzustellen sind, einfach durch Angabe blo der ersten 
Reihe). Der Kérper & ist nun derart das Aggregat aller jener Elementar- 
pyramiden, daB sein Volumen genau 

Ox Ox 


oy rah faar~8 fl tok 


wird, wo die Integrale iiber die ganze Fliche §, bez. die ganze Kugel- 
flache € zu erstrecken sind. 
14. Wir setzen jetzt 





|dody 


ora ory a 1 ern ary te \ 
“pert B ign t 7 gq3——2B, sno (“seayt Pade +? aac—) ~ — > 
1 aa a*y a%z\ 
zare(« Ow? + Baus + ” 553) =—T. 
Durch Differentiation der zwei Gleichungen (13) einmal nach @, einmal 
nach w erhalten wir noch die Beziehungen 
a dy dz _ §s Ox éy dz 
R= «,75 + B, aa + "159? S= ao (ms ay +B ay +” xe)? 
— | oy Oz _ ¥% Ox oy Oz 
S = 0455 + br 59+ M997 T= sao (% ay + Boy + % dy) 
Nun gilt 


a%e ae 


Ox Cx 1 2 5 cra . 



























ge »*~, 


Ee or, 
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aus den Gleichungen (11) gewinnen wir dann mit Riicksicht auf die 
letzten Ausdriicke und auf (13): 


AE= RAD+ SsndAy+---, An=SAd+TsndAy+---, 
At =— 5 (RAS +28 sin FAG AY + T sin’ FAY) +---, 


und hieraus geht durch Elimination von A@ und Ay eine Entwicklung 











1 (TA&?—2SAEA RA 
Ag —— 4 (AE Sen eat BO) + (AE, An +> 
hervor. 
Wir entnehmen daraus fiir die in 12. benutzten GréBen P, £, T: 
i —S8 R 
P=ar—s t—Rroe '— RFs 
sodaB 
1 
RI- 8 = sre 
das Produkt, 
P4T 
R+T= PT =? 


die Summe der Hauptkriimmungsradien der Fliche § im Punkte p dar- 


stellen, wahrend von eo die Neigung der Kriimmungskurven auf § 


durch p gegen die Richtungen «,, B,, 71; %, By, Ye abhingt. 
Von den Relationen (14) ausgehend, erhalten wir folgende Ausdriicke 
fir R, S, T allein durch die Funktion H = H(@, y): 


na Els 


1 oH cos? 0H 
(17) S= 26 D609 ~ ain™® Dy’ 
1 @H , cs*@ OH 
T= a6 og + sine ge + 4. 
Dabei wird immer R>O, RT —S*>0, und in diesen Ungleichungen 


sind bereits die allgemeinen Bedingungen (1)—(4) fiir die Stiitzebenen- 


funktion H véllig eingeschlossen. 
Ox Ox 


Setzen wir die Determinante | z, 78 dy| ™ ihrer linken Seite mit 





der Determinante 1 der Substitution (11) zusammen, so finden wir sie 
= H(RT—S*) sin #, sodaB aus (15): 


(18) df =(RT—S*)do 
und aus (16): 
(19) V=> f H(RT—S*) do 


hervorgeht. 
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Das Volumen V erscheint hiernach als ein gewisser homogener Ausdruck 
dritten Grades in den Werten H(@, w). 

15. Ist ein konvexer Kérper & die Grenze einer unendlichen Reihe 
vollkommener Ovaloide 0’, 0”,---, so konvergieren die Volumina dieser 
Ovaloide nach dem Volumen von &. Man erschlieBt diese Tatsache ganz 
allein mit Hiilfe des Umstandes, da8, wenn ein Ovaloid ein anderes in 
sich enthilt, das erstere stets ein gréBeres Volumen besitzt. Ferner kon- 
vergieren die Koordinaten der Schwerpunkte von 0’, O”,--- nach den 
Koordinaten des Schwerpunktes von &. 


g§ 4. 
Scharen konvexer Koérper. Gemischtes Volumen dreier Kérper. 


16. Sind H,, H,,--- H,, die Stiitzebenenfunktionen von m konvexen 
Kérpern 8,, &,,---8,,, so geniigt die Funktion 


H(u, », w) = t, H,(u, », w) + t H,(u, v%, w) » ela 2 t,, H,(%, v, Ww), 
wenn die Parameter ¢,, ¢,,---¢,, samtlich >0, aber nicht durchweg = 0 
sind, stets ebenfalls allen Bedingungen (1)—(4) in § 1 und bildet daher 


wiederum die Stiitzebenenfunktion eines konvexen Kérpers. Diesen Kérper 
bezeichnen wir durch 

(20) K = 2K, + 4K +---+4,R, 

und die Gesamtheit aller in solecher Weise aus gegebenen Grundkérpern 
KR; herzuleitenden Kérper & nennen wir eine Schar konvexer Korper. 

17. Sind &,, &,,--- &,, vollkommene Ovaloide, so gilt das gleiche von 
jedem Kérper ® der Schar (20). Bezeichnen wir die Punkte auf den 
Begrenzungen von §, &,, in welchen eine bestimmte (und die niimliche) 
iiuBere Normale «a, B, y vorhanden ist, mit 2, y, 2; 2;, y;,2,, 80 finden wir 
auf Grund der Gleichungen (14) die Beziehungen giiltig: 


(21) w= t2, + ha, +---+4,%,,---. 
Stellen wir nun das Volumen V von ® gemaB der Formel (16) dar, so 


resultiert mit Riicksicht auf diese Gleichungen (21) fiir V ein homogener 
Ausdruck dritten Grades in den Parametern ¢,: 


(22) V= > Vy tysteh (j,k, b= 1,2,---m); 


die Koeffizienten V,,, mit nicht lauter gleichen Indizes denken wir uns 
dabei so eingefiihrt, daB sie bei Permutationen der Indizes sich nicht 
indern. Ein jeder Koeffizient V,,, ist allein von den drei zugehdrigen 
Kérpern &,, &,, 8, abhiingig; wir bezeichnen ihn auch mit V(S,, &,, &,) 
und nennen ihn das gemischte Volumen der Kérper &,, &,, &,. 
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18. Betrachten wir nun das gemischte Volumen V,,, = V(&,, &,, ®;) 
dreier vollkommener Ovaloide &,, &,, R;. Schreiben wir 


oa, @ 
Ji23 = tf fie X, oa? < dt dy 
und definieren die analogen Ausdriicke fiir die Permutationen der Indizes 


1, 2, 3, so ist 
? 6V iss _ (Si23 +Jise) + (Jos: +23) + (Ssi2 +Iy01)- 
Nun gilt 


1 > e a . 1 ° . 
sf flava Re dd dy = Jix5 — Ins + ff 


1 2 a 1 a) a2 . 

hf Flam 33 ne~ Eades +$ff yy ty a, \d 8 dy. 
Die linken Seiten in diesen zwei Gleichungen sind gleich Null, weil die 
Integranden Differentialquotienten nach @, bez. y sind und die Integra- 
tionen sich tiber die ganze Kugelfliche € erstrecken. Durch Subtraktion 
der damit hervorgehenden Relationen folgt nun 

(23) 25 + Jise = 281 + Aoi, 


und durch cyklische Vertauschung von 1, 2, 3 hier finden wir weiter 
diese Ausdriicke = J,,, + J,,, sodaB sich 


1 
Vises = 2 (Si2s + Ji 32) 








07a, 
X, Xe, 38 Oy dtdy, 





herausstellt. 


Ox. 


Multiplizieren wir in J,,, die Determinante Ex ry 2 15 | zur linken 


Seite mit der Determinante 1 der Substitution (11), und bezeichnen wir 


die den Formeln (17) gemiB herzustellenden Ausdriicke R, S, 7 fir 
R,, K,, KR, mit den entsprechenden Indizes, so entsteht 


i + /H(R,2,— — $8, 8,) da; 


analog driicken wir J,,. aus, und wir erhalten endlich 


(24) a 4 (i, (R, T, —28,8,+ T,R,) do. 


Nach der Gleichung (23) besteht fiir diesen Ausdruck die wichtige Eigen- 
schaft, daB er bei beliebigen Permutationen von 1, 2, 3 seinen Wert nicht 
dndert. 

19. Wir kniipfen an diese Formel einige einfache Bemerkungen an. 
Die GréBen R,, S,, Z, bleiben bei einer Translation von &, ungeindert, 
mithin bleibt dabei auch V,,, ungeandert, und da V,,, = Vy5, = Vigo _ ist, 
so folgt allgemein: 


Mathematische Annalen. LVII. 30 
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Der Wert V(&,, &,, R;) bleibt bei beliebigen Translationen der ein- 
zelnen Korper &,, R,, R, ungedndert. 

Der Ausdruck R, 7, — 2S,S,+ 7,R, ist als die Simultaninvariante 
zweier positiver binarer quadratischer Formen stets > 0. Hat 8, den 
Nullpunkt im Inneren liegen (was sich stets durch eine Translation von 
R, hervorrufen laBt), so ist durchweg H,(#,~)>O und also dann auch 
Vi93 > 0. Mit Riicksicht auf den eben bewiesenen Satz gilt daher allgemein: 

Die Grife V(K,, R,, R,) ist stets > 0. 

Ist der Kérper &, in einem anderen vollkommenen Ovaloide &,* mit 
der Stiitzebenenfunktion H,* enthalten, so gilt stets H,(#, vy) < H,*(@, y) 
und entnehmen wir aus (24): 


(25) V(&,, &, Rs) SV(K,*, K,, &5). 
Endlich bemerken wir die Regel: Ist ¢ ein positiver Faktor, so gilt 
(26) Vis, &:, K;) = tV(K,, K,, Ks). 


20. Sind die Kérper &,, &,,R, mit einem und demselben Kérper & 
identisch, so wird V(S,, R,, R,) das Volumen von &. 

Die Stiitzebenenfunktion der Kugel @(a?+y?+2*<1) ist fiir die 
Systeme a, 8, y auf € konstant=1. Beziehen sich H, R, S, T auf ein 
vollkommenes Ovaloid und bezeichnen wir das Oberfliichenelement dieses 
Kérpers mit d/, seine ganze Oberfliche mit O, so folgt daher aus (24): 


(27) 3V(G, RK, K) -| (RT—S*)da =a - 0, 
und durch (23) gelangen wir noch zu dem Ausdrucke 


(28) 0 =3V(8, @, 9%) — +f H(R+ T) de. 


Andrerseits wird 


a : 1 3 R+7) ; 
(29) 3V(G, G, R) = 2 (R+ T) da = RT_—s? df; 


oan, Tat 
die GréBe pp —g: 
element df und kénnen wir danach 3V(G, G, R) als das Integral der 


mittleren Kriimmung von & bezeichnen. Wir haben dann noch die Be- 


hier bedeutet die mittlere Kriimmung am Flichen- 


ziehung ' 
(30) 3V(G, 6, ®) = 3V(8, 6, ®) = J Hdo. 


21. Sind &,, R,,--- &,, beliebige konvexe Kérper, so kénnen wir 
nach § 2 jeden dieser Kérper 8; als Grenze einer Reihe vollkommener 
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Ovaloide ©; darstellen. Auf Grund der in 19. abgeleiteten Regeln lift 
sich dann zeigen, da dabei ein jeder Ausdruck V(O,, O,, 0,) immer nach 
einer bestimmten, von der Wahl der anniihernden Ovaloide unabhingigen 
Grenze konvergiert, die wir mit V(&;, &,, &,) bezeichnen und das gemischte 
Volumen von &,, &,, R, nennen. Es iibertragen sich dann alle Regeln aus 
19. und die Entwicklung (22) sofort auf beliebige konvexe Kérper. 

Fiir die gemischten Volumina bestehen einige fundamentale Unglei- 
chungen, die in dem Satze gipfeln, daB irgend drei Kérper vom Volumen 1 
stets ein gemischtes Volumen > 1 ergeben. Als Vorbereitung zum Nach- 
weis dieser Ungleichungen behandeln wir zunichst die entsprechenden 
Fragen fiir die Ebene. 


§ 5. 
Ovale. Gemischter Flicheninhalt zweier Ovale. 


22. Wir betrachten jetzt Figuren in einer Ebene z = const. Es sei 
H(u,v) eine reelle Funktion zweier reeller Argumente mit den Eigen- 
schaften: 


H(0O,0)=0, H(tu,tv) =tH(u,v), wenn ¢t>0 ist, 
H(u, + Ug, 0% +%) S A(uy, 0) + A (ug, v9), 
H(u,v)+ H(—u,—v)>0, wenn u,v+0,0 ist. 
Den durch die simtlichen Ungleichungen 
ux + vy < H(u, v) 


fiir alle méglichen Systeme w, v definierten Bereich % von Punkten 2, y 
in der Ebene z = const. bezeichnen wir als ein Oval in dieser Ebene, 
und wir nennen H(u, v) die Stiitzgeradenfunktion dieses Ovals. Jedem 
solchen Oval %§ kommt ein bestimmter Flicheninhalt, ferner ein bestimmter 
Schwerpunkt zu; der Schwerpunkt wird stets ein innerer Punkt des Ovals. 

Ist s ein positiver Wert >0, so stellt sH(u, v) wieder die Stiitz- 
geradenfunktion eines Ovals vor, das wir dann s{} nennen. 

23. Wir bezeichnen ein Oval % als ein vollkommenes Oval, wenn die 
Begrenzung von % durch eine analytische Gleichung in x, y gegeben ist 
und in jedem Punkte eine bestimmte und immer nur eine Beriihrung erster 
Ordnung eingehende Tangente hat. 

Ist § ein beliebiges Oval mit dem Nullpunkt als Schwerpunkt, und 
é eine beliebige positive GréBe, so kann man stets ein vollkommenes 
Oval %*, ebenfalls mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, finden, welches 
% enthalt und selbst ganz in (1+<¢) § enthalten ist. Jedes Oval kann 
als Grenze vollkommener Ovale mit dem niamlichen Schwerpunkt dar- 
gestellt werden. 

30* 
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24. Es sei § ein vollkommenes Oval, H(u, v) seine Stiitzgeraden- 
funktion. Wir bezeichnen mit a, 6 die Koordinaten eines Punktes der 
Kreislinie z* + y? = 1 bez. die Richtung von «= 0, y=0O nach diesem 
Punkte, fihren «=cos#, B=snd, OS F< 2a ein und schreiben 
H(a, 8) = H(#)= H. Der Kriimmungsradius der Begrenzung von § in 
einem — p, wo die auBere Normale die Richtung («, 8) hat, wird 


R=H +§ a und der Flacheninhalt von ¢ bekommt den Ausdruck: 


(31) — 3 fa H(H+%) ao. 


Wir haben nun in Bezug auf den Flicheninhalt § noch einige Be- 
merkungen zu entwickeln, die bald Anwendung finden werden. 

Es sei a der kleinste, A der gréBte Wert von x in § und bezeichnen 
wir fiir ein 2 >a und < A mit y(«) die Linge der zur y-Achse parallelen 
Sehne von %, auf welcher der betreffende Abszissenwert « konstant ist. 
Die Funktion y(x) ist im Inneren des Intervalls a<a< A regulir und 
an den Grenzen niahert sie sich stetig dem Werte Null. Ferner ist darin 


49 cine mit wachsendem x stets abnehmende Funktion. Infolgedessen ist 


dx 
Pay, 
he 


weiter insbesondere 





eine stets abnehmende und analog =~ ; eine stets wachsende Funktion 


von 2. 
Der Flacheninhalt F' von % besitzt nun auch den Ausdruck 


(32) F = fy) dx. 


Setzen wir, wenn a<a2< A ist, 


Ju@de =F, 


so ist tr = t(x) eine solche Funktion der oberen Grenze x dieses Integrals, 
welche kontinuierlich von 0 bis 1 zunimmt, wihrend x von a bis A lauft, 
und kinnen wir daher umgekehrt die obere Grenze dieses Integrals als eine 
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bestimmte Funktion x(t) des Wertes t im Intervalle 0 <1 <1 einfiihren. 
Dabei gilt 
dx 


Y a = F, ty) aR oY 


dt 


Nach der zweiten Gleichung hier wird — =f eine mit wachsendem rt stets 
abnehmende Funktion von rt; infolgedessen ist weiter ¥ eine stets ab- 


eine stets zunehmende Funktion von t. 





y? 
nehmende, — 


Die Linge der Sehne be von % auf der Geraden x = “tf, also 


y (44) , sei =h. Die Tangenten an % in den Endpunkten dieser Sehne 


bilden mit den Geraden x =a und «=A ein Trapez, welches % ganz 
in sich enthalt; also folgt 


(33) (A—a)h>F. 


Andrerseits enthalt §§ das Dreieck abc mit jener Sehne be als Basis und 
der Spitze in dem Punkte a von %, fiir den x — az ist; daher gilt 
‘, a+A 
q(A-ah<r(G “) F, 
(“)< 


woraus mit Riicksicht auf (33) nun rt + hervorgeht; analog 


finden wir r(* z t 2) >< = 


Fiir einen Wert a fallt danach stets x(r) > ee — aus; da 


y 
A—@2x 





y? : 
und co mit wachsendem x bez. t zunehmen, haben wir alsdann 





zx — (l1—1r)F= Sois> See . 
—2zx 1 
~g (A—a) 


woraus mit Riicksicht auf (33) sich 


(34) A—=2(t)<(A—a) V1 —t 
ergibt, und erhalten wir andrerseits 

2 h? 4 g?_ 4 (i—s) F* 
(35) => aye Foss (A—a) 





t.—3 ey 


Nehmen wir an, der Schwerpunkt von % liege im Nullpunkte, so 
fiihrt die Betrachtung der z-Koordinate des Schwerpunktes zur Gleichung 


A 1 
1 > + 
= pfeyae = | var, 
a 0 
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woraus durch partielle Integration 


(36) Ba ~ fas, ia Pfs 


folgt. Zerlegen wir % in die Dreiecke mit a als Spitze und den einzelnen 
Bogenelementen des Umfangs von % als Grundlinien, so ist fiir den 


Schwerpunkt eines jeden dieser Dreiecke offenbar A — x > = (A—a) und 


muB die gleiche Relation daher auch fiir den Schwerpunkt von % selbst 
gelten, d. h. wir haben 
(37) a> £=*. 

25. Es seien %, und %, zwei beliebige Ovale und H,(u, v), H,(u, v) 
ihre Stiitzgeradenfunktionen; alsdann bildet (1 —?¢) H,(u, v) + tH, (u, v), 
wenn ¢>0 und <1 ist, immer ebenfalls die Stiitzgeradenfunktion eines 
Ovals, das mit % = (1—¢)%, + ¢, bezeichnet werde. Dieser Herstellung 
von % steht folgende Erzeugungsweise desselben Ovals dual gegeniiber. 
Man verbinde jeden Punkt f, von %, mit jedem Punkte f, von %, und 
teile immer die Verbindungsstrecke f,f, in einem Punkte f so, dab 


{= (1—t) fi + tfs 

ist (d. h. daB die Liingen der Strecken f,f und ff, sich wie ¢: 1 — ¢ ver- 
halten). Die Menge aller verschiedenen Punkte f, die auf diese Weise 
gefunden werden, bildet dann genau den Bereich des Ovals §. Bei dieser 
Konstruktion von % denken wir uns zweckmiBig %, und %, in zwei ver- 
schiedenen Ebenen z = const., etwa %, in 2 = 0 und %, in z = 1 gelegen; 
alsdann stellt § = (1—2#)%, + ¢%, den Schnitt des kleinsten, die beiden 
Ovale %, und %, ganz enthaltenden konvexen Kérpers mit der Ebene 
z=t vor. 

Der Flacheninhalt des Ovals % besitzt einen Ausdruck 
(38) F = (1—t)F,, + 2(1-0)tF, + @F,, 
wobei F,, den Flacheninhalt von %,, F,, den von %, und F,, eine weitere 
Konstante bedeutet, die wir den gemischten Flicheninhalt von %, und %, 
nennen. F, ‘andert sich nicht bei beliebigen Translationen von %, oder 
von %e- 


Sind %, und %, vollkommene Ovale, so finden wir, von der Formel 
(31) ausgehend, 


22 
F,=+ fH, (H, + 532) de = + [7 (H, +52) ae, 
0 


worin H, fiir H,(cos #,sin #) und H, fiir H,(cos @, sin #) steht. 
























Volumen und Oberfliche. 





463 


Stellt %, die Kreisfliiche #?+ y?<1 vor, so ist H, hier konstant = 1, 
F,, = x und wird 2F;, die Lénge des Umfangs von %,. 
26. Wir wollen nun den Satz beweisen, daB stets die Ungleichung gilt: 


(39) Fy [VF Fy. 


Diese Ungleichung ist gleichbedeutend mit folgender Beziehung fiir den 
in (38) entwickelten Ausdruck F: 
(40) VF> (1-1) VF, + tVFy.- 

Von besonderem Werte ist es, auch die Grenzfille der Ungleichung 
(39) mit aufzukliren. Wir werden den Zusatz gewinnen, da in dieser 
Ungleichung dann und nur dann das Gleichheitszeichen eintrilt, wenn %, 
und %, homothetisch sind (d. h. aus einander durch Translation und Dila- 
tation hervorgehen, mit einander ahnlich und ahnlich gelegen sind). 

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Schwerpunkt von %, 
wie den von %, im Nullpunkte gelegen (was stets durch Translation 
dieser Ovale zu erreichen ist). Alsdann sind H,(a, 8) und H,(«, B) 
immer >0O. Auf der Kreislinie «+ 6?=—1 hat die daselbst stetige 
Funktion 

VF, A, («, B) 
ne VF H, («, B) 


ein bestimmtes Maximum, das wir D nennen. Dieser Wert hat die Be- 


deutung, daB das Oval Sm %_ vom Flacheninhalt 1 im Oval VF %, vom 
22 11 
Flicheninhalt s? enthalten ist, wenn s> JD ist, aber nicht ganz darin 


enthalten, wenn s < D ist. Sind %, und %, homothetisch, so decken sich 
, 1 1 
die Ovale VF %,_ und YF. 
inhalt = 1, also F,, = VF,, Fy, und wird andrerseits D = 1. 

Jetzt verfolgen wir die Annahme, dab %, und %, nicht homothetisch 
sind. Alsdann mu8 D> 1 ausfallen. Wir werden nun eine Ungleichung 
aufstellen 


, und ist daher anch ihr gemischter Flichen- 


Fi; 

a, ea 
worin TI(D) eine stetige Funktion von D sein wird, die fiir em D>1 
stets >0 ist. Diese Beziehung setzt dann in Evidenz, daB stets F,, >WF,, Fo, 
wird, wenn %, und %, nicht homothetisch sind. 

Eine Beziehung von diesem Charakter mit einer stetigen Funktion T(D) 
braucht offenbar nur fiir vollkommene Ovale erwiesen zu werden. Durch 
unseren Hiilfssatz in 23. iiber die Anniherung eines beliebigen Ovals durch 
vollkommene Ovale gilt sie dann sofort fiir alle Ovale. 
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27. Es seien nunmehr %, und %, zwei vollkommene Ovale und sie seien 
nicht homothetisch. Wir drehen die Koordinatenachsen um den Nullpunkt 
derart, daB die positive 2-Achse in eine solche Richtung fallt, wofiir die 
Funktion (40) ihren gréBten Wert D erhilt, d. h. also, wir nehmen 


‘ VF; A, (1, 9) 
on VF H(.0) 
an. 

Es sei jetzt ¢ irgend ein bestimmter Wert >0 und <1; wir ge- 
brauchen fiir das Oval % = (1—2)%, + ¢@, die Zeichen a, A, y(x) in 
derselben Weise, wie sie fiir ein Oval % in 24. erklirt sind; die ent- 
sprechenden GréBen fiir %, und %, bezeichnen wir mit a,, A,, y,(x), 
@,, Ag, Ye(%); insbesondere ist A, = H,(1, 0), A, = H,(1, 0). Alsdann 
bestehen fiir a und A, den kieinsten bez. gréBten Wert von x in %, die 
Ausdriicke 


(43) a =(1—t)a,+ta,, A=(1—t)A, + tA,. 
Die Flacheninhalte von %, und %, stellen wir gemaB der Formel (32) dar: 


“ Ay 
(44) F;, =fu@ar, Fy =f (a) ax. 


Wir setzen nun, wenn a, < 2, < A,, a, < 4, < A, ist, 


Sa 


(45) fu (x)dx = tF,,, fue) dz = tF;, 
a, ay 

und fiihren die oberen Grenzen dieser Integrale als Funktionen 2,(r), x,(r) 
des Wertes r ein, der sich im Intervalle 0<+<1 bewegt. Indem wir 
unter t in diesen beiden Funktionen ein und dasselbe Argument ver- 
stehen, wird ein gewisser Zusammenhang zwischen den zur y-Achse 
parallelen Sehnen von %, und von %, hergestellt*). 

Wir ziehen jetzt die in 25. angegebene Methode zur Erzeugung des 
Ovals aus den Punkten von %, und %, heran und bringen sie zuniichst 
auf die Punkte der Sehne p,q, von %, auf der Geraden «= ~,(r) und 
der Sehne p,q, von %}, auf der Geraden x = x,(r) in Anwendung; dadurch 
erkennen wir, dab zu % auf der Geraden 


(46) & = (1—t) 2,(e) + tay (r) 


*) Die Idee dieser Zuordnung der parallelen Sehnen in zwei Ovalen nach dem 
Verhaltnis der je zwei Flichenstiicke, in welche sie die Ovale zerschneiden, riihrt 
von Herrn H. Brunn her (vgl. Ovale und LHifltichen, Inauguraldissertation, Miinchen, 
1887, pag. 23). 
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jedenfalls alle diejenigen Punkte gehdren miissen, welche diese Gerade 
aus dem Trapeze p,q,q,~, herausschneidet. Die Liingen der Sehnen p,q, 
und p,q, sind y,(#,(r)) bez. y,(a,(r)); danach muB fiir die Linge y(x) der 
Sehne pq von % auf der durch (46) angewiesenen Geraden jedenfalls die 
Ungleichung 


(47) y(x) > (1—t) y, (@% @) + ty, (a @) 
gelten. 
Fiir den Flacheninhalt F' des Ovals % haben wir 


F ~ (ve dx. 


Nun wichst die durch (46) gegebene Funktion x kontinuierlich und lauft 
nach (43) in den Grenzen a bis A, wenn rt von 0 bis 1 zunimmt, und 
kénnen wir sie daher als Variable in dieses Integral fiir F' einfiihren. 
Schreiben wir zur Abkiirzung 2,, y, und 2,, y, fiir 2,(t), y,(2,(c)) und 
X(T), Yg(%_(t)) und machen von (47) Gebrauch, so ergibt sich 





raf (1—t)y +t) ((1—#) 9 4 2) ae. 


Jetzt ziehen wir den Ausdruck (38) fiir F heran und benutzen die Glei- 
chungen (44); dadurch erhalten wir 


27,2 ( (y, om +. ty G2) de. 


Hier fiihren wir gemiB (45): 


ein, und wir erzielen endlich 


(48) 3(F,.— VF, 1 F,,) > 2 f was VF, — VF) dt. 


Ys 


Andrerseits haben wir der Formel (36) zufolge: 
i 1 
d d 
4,=F, f%, Ay= Fy f *, 
0 0 
1 


(49) f BY —80F us ote — 4: 4. = (p~1)-4.>°0. 
0 


mithin 


"Ys VF is VF; F;, 
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Mit Hiilfe der letzteren Beziehung suchen wir eine positive untere 
Grenze fiir das Integral auf der rechten Seite in (48) herzuleiten; dabei 


entsteht eine Schwierigkeit durch den Umstand, daB 



















bei Anniherung 
Yas Ys 
an t=1 iiber jede Grenze hinauswiachst. Es sei nun 0 eine positive 


GréBe < — so gilt 


Ia f <P fina — 2,(1—8); 


mit Riicksicht auf (34) und (37) finden wir die rechte Seite hier <34,V0, 
und wir erhalten aus (49) die Ungleichung 
1-4 


(50) fate HVE ede > (D D(i- —3V8)—1) + ! 
0 VF, 11 

Die Ungleichung (48) bleibt bestehen, wenn wir die Integration 

rechts nur bis zur oberen Grenze 1 — 0 erstrecken. Im Intervalle 0 bis 


YY 


1—o sind zufolge einer in 24. gemachten Bemerkung V; und — 
t Tt 


bestaindig abnehmende Funktionen und haben wir mit Riicksicht auf (35) 
und (37) und auf c< 1 durchweg 





ah Fi Fas , 
> a9 ry a 


damit erhalten wir aus (48) die Beziehung 


2(F,, — VF se) >5 27 oa mn fs Vea, Sy VE 


Bezeichnen wir den Integranden in (50) zur Abkiirzung mit Y, so ist 


fev s)dt 


0 


fiir jeden reellen Wert von s stets >0 und gilt infolgedessen 


i-d 1-d 
, ‘ 1 . 
(51) fvrde>5(f var) 
0 0 


Diese Beziehung fiihrt uns nun mit Riicksicht auf (50) und, wenn wir 
noch hier rechts 1 — dé im Nenner durch 1 ersetzen, zu 


F,, F,, A,? r 
2 (Fis — VF Fn) > gy 8 tg? #t (D(L—-3 V8) — 1)" 
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Das Maximum von 3/6(D—1—3 DY) tritt fir 3/0 = ao ein, 


1 : r : (D—1)? ragged 
wobei d<=,, also gewiB <~ ist, und wird =~ ip’ Mit diesem 
Werte von ¢ entsteht, wenn wir noch von (42) Gebrauch machen: 
F 1 (D—1)' 
52) dle ~~ E Sean Se 
( V Fi Fas ame D* 


In der hier geschriebenen Form (mit dem Zeichen >) iibertrigt sich 
diese Relation unmittelbar auf beliebige Ovale; sie liefert in der Tat den 
Satz, daB stets F\y >V Fi, Foy ist, wenn &, und %, nicht homothetisch sind. 

28. Nehmen wir fiir %, eine Kreisfliche vom Radius 1, so bedeutet 
2F,, die Linge des Umfangs von %,, wihrend F,,=2 zu setzen ist. 
Die fiir diesen Fall aus (39) entstehende Ungleichung 


2F Ve 
2% P — 


besagt, daB jedes Oval, welches von einem Kreise verschieden ist, immer 
kleineren Inhalt besitzt als ein Kreis von demselben Umfange. Diese Aus- 
sage lift sich sogleich auch auf nicht konvexe Fliichen ausdehnen, indem 
zu jeder abgeschlossenen und zusammenhingenden Figur, welche nicht 
ein Oval vorstellt und welcher ein bestimmter Flicheninhalt und eine 
bestimmte Linge des Umfanges zukommt, immer ein bestimmtes kleinstes, 
die Figur ganz enthaltendes Oval gehért, und fiir dieses der Flicheninhalt 
gréBer, der Umfang kleiner ausfallt als fiir die Ausgangsfigur. 


§ 6. 
Eine kubische Ungleichung fiir die gemischten Volumina. 


29. Wir suchen jetzt die entsprechenden Tatsachen fiir den Raum 
abzuleiten. Zunichst schicken wir einige Hiilfsbemerkungen voraus. 

Es sei 8 ein vollkommenes Ovaloid, ¢ der kleinste, C der gréBte 
Wert von z in 8; fiir jeden Wert z>c und <C bezeichnen wir mit 
(2) den Schnitt von R mit der Ebene, in welcher der betreffende Wert z 
konstant ist, mit (f(2))® den Flicheninhalt von %(z). Fiir die Werte im 
Inneren des Intervalls c< 2< C stellt §(z) Ovale vor und ist die Funk- 
tion f(z) immer regular, an den Grenzen nihert sich f(z) stetig dem Werte 
Null. Ist e< ae’ <e<e2"< C, 2 =(1—f)2’+ tz”, so enthilt das Schnitt- 
oval (2), da & ein konvexer Kérper ist, jedenfalls das ganze durch 
(1—t) (2) + tG(e”) dargestellte Oval in sich und gilt daher zufolge der 
Ungleichung (40) sicherlich 


f(2) = (1—t) fF) + tf"). 
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Auf Grund dieser Eigenschaften erkennen wir, wenn wir z und f als 
rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene deuten, daB der Bereich 


(53) e<e<C, 0<f<fe) 
ein Oval in dieser Ebene vorstellt, und nimmt infolgedessen af) nit 


wachsendem z bestiindig ab. 
Das Volumen V von & driickt sich durch 


(54) v= | (fe)tas 


aus. Setzen wir nun, wenn c<2z< C ist, 
f (fe)*dz = cS, 


so wachst tr = r(z) kontinuierlich von 0 bis 1, wihrend die obere Grenze z 
von ¢ bis C zunimmt; wir kénnen dann umgekehrt die obere Grenze z 
dieses Integrals als eine bestimmte Funktion z(r) des Wertes r einfiihren, 
die ihrerseits kontinuierlich von ¢ bis C zunehmen wird, wahrend rt von 
0 bis 1 wiachst. Dabei gilt, wenn wir zur Abkiirzung f(z(r)) =/ setzen, 


dz 
l ae V. 
Wir entnehmen daraus weiter 


af) 3% y 
tT b 


d dz 
a(f*) 


sodaB auch —;— mit wachsendem rt bestandig abnimmt; infolgedessen wird 


dt 
3 3 
weiter £ eine bestandig abnehmende und andrerseits > fC eine bestindig 


zunehmende Funktion von r sein. 
Betrachten wir wieder das durch (53) bestimmte Oval in seiner 
zf-Ebene. Es sei h die Lange derjenigen Sehne dieses Ovals, auf der 


s= te ist, also h = f(4*). Die Tangente des Ovals im Endpunkte 


f=h dieser Sehne bildet mit den Geraden z=c, z=C und f=0 ein 
Trapez, in welchem das Oval ganz enthalten ist; dadurch ergibt sich 





(55) V<+(C—o)h. 


Andrerseits ist das Dreieck mit jener Sehne als Basis und der Spitze 


z=c, f=0 ganz im Bereiche z < — des Ovals enthalten, und geht 


hieraus 


t(C-ot<r (tr 
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als hervor; mit Riicksicht auf die Relation (55) erhalten wir sodann 
C)>4 
= Analog finden wir 1 — rt (5 <= , also r(° t > >= 
| Fiir einen Wert t > z wird demnach immer ¢(r) > ve = sein; es 
folgt dann 
c— 
>y—— @-a~ f (fade > 5 Gaal, 
3 1 —¢) 
woraus mit Hiilfe von (55) die Ungleichung 
| (56) C—2(t)<(C—d)Vi—-t 
hervorgeht, und es ergibt sich ferner 
ez - (f (2)? hs x (fe)? 81—r73 V \% 
s —) i. 1 «(#9) >a, Sos Ge 
en, 2 
on Nehmen wir den Schwerpunkt von ® im Nullpunkt gelegen an, so 
en, fiihrt die Betrachtung der z-Koordinate dieses Schwerpunkts zur Gleichung 
Cc 1 
ee ew g tdt 
(58) = 7 feftds = fear, on fear fs . 
¢ 0 
Zerlegen wir & in lauter Pyramiden mit der Spitze in demjenigen Punkte 
¥ von &, fir den z=c ist, und mit den einzelnen Oberflachenelementen 
” von & als pecan so ist fiir den Schwerpunkt einer jeden dieser 
lig Pyramiden C — z>— + (C-e) und gilt daher die gleiche Relation auch 
fir den init von §& selbst, d. h. man hat 
a (59) C—c<40. 
ai 30. Es seien jetzt &, und &, zwei beliebige konvexe Kérper mit 
t J 1 2 8 
- den Stiitzebenenfunktionen H, und H, und ¢ ein beliebiger Wert >0 
in und <1. Verbindet man jeden Punkt f, von &, mit jedem Punkte f, von 
R, und teilt die Strecke f,f, immer in dem Punkte f = (1—4)f, + tf, so 
erfiillt die Gesamtheit aller verschiedenen in dieser Weise entstehenden 
Punkte f genau den konvexen Kérper 8 = (1—t)&, + t&,, der als Stiitz- 
ze ebenenfunktion H = (1—t)H,+tH, besitzt (vgl. hierzu die Formel (21) 
ht in § 4). Das Volumen dieses Kirpers wird durch einen Ausdruck 
(60) V = (1—t)°V, + 3(1—t)*tV, + 301-1) V, + 8, 
dargestellt, worin V,, V,, V,, V, die gemischten Volumina 
(61) VR, Ry, K,), VR, R, Ky), Vy, Ry, Ky), V (Ry, Ky, Ke) 
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bedeuten, insbesondere also V, das Volumen von , und V, das von &, 
vorstellt. Diese vier Konstanten bleiben bei beliebigen Translationen von 
R, und von &, ungeiindert. 

Wir wollen nun den Satz beweisen: 

Fiir diese Konstanten im Ausdruck von V gilt stets die Ungleichung 
(62) VISVVs 
und zwar tritt hier das Gleichheitszeichen dann und nur dann ein, wenn 
R, und R, homothetisch sind (auseinander durch Translation und Dilatation 
hervorgehen). 

Wir denken uns von vornherein mit &, und &, solche Translationen 
vorgenommen, daB sowohl der Schwerpunkt von &, wie der von &, in 
den Nullpunkt zu liegen kommt. Alsdann sind die Stiitzebenenfunktionen 
dieser Kérper, H, (u,v, w) und H,(u, v, w), fiir alle Argumente u, v, w+ 0,0,0 
stets > 0. Es sei D das Maximum der Funktion 


(63) VV. Hy, bs») 

Vv, H, («, B, y) 
auf der ganzen Kugelfliche € («?+ 6?+ y*?=1); alsdann ist der Kérper 
"Sa &, vom Volumen 1 im Kérper ;*— &, vom Volumen s° enthalten, 


8 


wenn s => D ist, aber nicht ganz darin enthalten, wenn s << D ist. Wenn 


RK, und R, homothetisch sind, gilt D—1 und entnehmen wir aus der 
Regel (26) in 19., daB alsdann 1? — 1? — f und daher V,3= V,2V, ist. 

Sind &, und &, nicht homothetisch, was wir jetzt annehmen wollen, 
so fallt D> 1 aus, und wir werden zeigen, daB alsdann eine Ungleichung 
besteht: y, 

rey 12D), 

worin TT(D) eine stetige Funktion von D vorstellt, welche fiir ein D> 1 
stets >0O ausfillt. Eine derartige Relation mit einer stetigen Funktion 
TT(D) braucht nur fiir vollkommene Ovaloide &,, &, bewiesen zu werden; 
vermége unseres Hiilfssatzes aus § 2 iiber die Anniherung beliebiger 
konvexer Kérper durch vollkommene Ovaloide gilt sie dann sofort fiir alle 
konvexen Kérper. 

31. Es seien jetzt &, und &, zwei vollkommene Ovaloide und sie 
seien nicht einander homothetisch. Wir geben den Koordinatenachsen 
eine solche Lage, daB die positive z-Achse in eine Richtung fallt, wofiir 
die Funktion (63) ihren gréBten Wert D annimmt. Wir verwenden die 
Zeichen c, C, (2), f(z) fiir den Korper R = (1—t)R, + t&,, wie sie 
fiir den Kérper & in 29. erklirt sind, und bezeichnen die entsprechenden 
GréBen und Bereiche in Bezug auf &, oder R, analog unter Hinzufiigung 
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R, des Index 1 oder 2. Alsdann ist C, = H,(1,0,0), C, = H,(1, 0,0) und 
von nach der eben gemachten Voraussetzung wird 
} (64) WG _ p>1. 


VV.C, 
Der kleinste und gréBte Wert von z in & bestimmen sich gemaB 
(65) e=(1—t)g +t, C=(1—-t)G, + tG,. 


enn ' 
Wir setzen nun, wenn ¢, <2, C,, gla <C, ist, 


1i0n 


sain (66) Jo (2))?}dz=tV,, ft (2)? dz = tV;, 

in : 7 

sen i und fiihren umgekehrt die oberen Grenzen dieser zwei Integrale als Funk- 

1.0 | tionen 2,(t), 2.(t) der Variablen + ein, die sich im Intervalle O0<1t<1 

bewegt. Indem wir fiir r in beiden Funktionen dasselbe Argument ver- 
wenden, erhalten wir eine gewisse Zuordnung der Schnitte %,(¢,(x)) von 
R, und F,(2,(r)) von RK. 


Andrerseits stellen wir das Volumen von & in der Formel 





per Cc . 
en, (61) v= f(fe)tas 
. dar. Setzen wir ‘ 
er k 
et (68) 2 = (1—t)a,(t) + ta,(z), 
ns so nimmt diese Funktion von rt, wenn 1 von 0 bis 1 lauft, kontinuierlich 
en, wachsend die Werte von ¢ bis C an. Wir wenden nun die in 30. erérterte 
ng Konstruktion, welche aus den Punkten von &, und von §, die Punkte 
von & herzuleiten gestatiet, speziell auf die Punkte f, von &, in seinem 
Schnitte %,(z,(x)) und die Punkte f, von &, in seinem Schnitte §, (2, (x) 
an, wobei t irgend ein Wert >0 und <1 sei. Die Menge der dabei 
I hervorgehenden Punkte f = (1—t#) f, + ¢f, bildet alsdann genau den Bereich 
~ (69) (1-2) Bi.) + tH) 
a in derjenigen Ebene z = const., die durch den Wert z in (68) bestimmt 
lle ist; danach muB der zu diesem Werte z gehérige Schnitt §(¢) von K 
gewiB den ganzen Bereich (69) in sich enthalten. Ziehen wir die Rela- 
" tion (40) aus 26. heran, so geht daraus 
en (70) f(@) 2=A—b)f4@@) + AEM) 
tir hervor. Aus (67) erhalten wir nunmehr, wenn wir fiir 4,(t), /,(2,(@), 
lie 2(t), fo(4,(t)) zur Abkiirzung ¢,, /,, 2, f, schreiben: 
i 1 
d d 
v2f(—or + tf,)? ((1—t) Gt + tS) dr. 
v0 
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Wir verwenden jetzt den Ausdruck (60) fiir V, machen noch von 


ron feta 


Gebrauch und lassen endlich in der entstehenden Ungleichung die GréBe ¢ q 
sich der Grenze Null naéhern; dadurch kommen wir zur Ungleichung 4 












% . ors &% 
af (42 G2 + 2h F) ae. 

Nach den Gleichungen (66) haben wir 
2g d%, 


9 dz - 
fz= Vo, hy" a ac Vs, 


und so ergibt sich weiter 
1 
3, >/ (V, 85427, 8) ae. 
*$ 2 
Setzen wir 
(71) -* = 9; fe = Q2; 
Vv, VY, 


so laBt sich diese letzte Ungleichung in 


1 
a — 281) q (%.—9)* *(G1 +294) 
7.4 Ca 1) =f Gs me =f 193" w 
0 8 0 


umwandeln. 
Andrerseits haben wir gemaB (58): 


1 
C, —|(F CQ, ~fi 
—=for Fy 
Vy, 7 A Vy, 
mithin 


1 
(73) | oe (i +9») * de = qQ GCG j = (D— 1) 
0 


91's Vv, Vv, Vn? 


Nehmen wir jetzt eine positive Grike 3 < = an, so wird unter Ver- 











> 0. 


wendung von (56) und (59): 


1 1 
rds — (*de _ Gn) 
ic % 9," = 


1-d 1-d 








s & 
Vy,’ 


















Be ¢ 





; 1-—d 
(74) f@ — v2) (ot ®)* de> (D(1—-4 V0) —1) .. 
0 
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und mit Riicksicht hierauf folgt aus (73): 





Vv, 


Die Ungleichung (72) bleibt giiltig, wenn wir auf der rechten Seite 
die Integration nur bis zur oberen Grenze 1— 0 erstrecken. Bezeichnen 
wir den Integranden in (74) mit Y, so wird der Integrand in (72): 








(Pi+2 92) Pr°%s* ye 
ns (9: + 93)*t* ." 
Nun ist im Intervalle 0<1+<1-—0 zufolge (57) und (59): 
a, 3 ay ot, 8 lh, 
3 a3 +4 1 a 73 * 2 


wobei von den zwei unteren Grenzen hier wegen (64) die erste die gréBere 
AM +292) x 3 

@+%)* = 4’ 
wenn g,>g, ist. Danach fallt der Faktor von ¥? 


ist; andrerseits hat man 


PP +29) x 3 
@+9,)* = 4’ 
in (75) im Intervalle 0<1r<1— 0 stets 


wenn g,>Qq, ist, und 





aus. Auf Grund der auch schon friiher verwandten Hiilfsformel (51) 
erhalten wir nunmehr: 


8S a 1) > 3° (4 Vo)" (pa—«Va— i)” : 


qt .ou 








Das Produkt (4//8)*(D—1—4//6 D) nimmt seinen gréBten Wert fir 











4yVo= a an, wobei d< —_ also sicher < ba ist, und wird dann 
“on Mit diesem Werte fiir 0 folgt endlich 
V. 1 (D—1)° 
16 es a. 
( ) Vv,2V, = 910. 34. 74 D 


In solcher Form iibertrigt sich diese Ungleichung sofort auf zwei, 
beliebige konvexe Kérper 8, und &, und setzt in der Tat in Evidenz, 
dap, wenn R, und R, nicht homothetisch sind, stets 

V,>VV.V; 
ausfallt. 

32. Vertauschen wir die Rollen von &, und &,, so treten, wie aus 
(61) zu ersehen ist, an Stelle von V,), V,, V,, V; diese GréBen in um- 
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gekehrter Folge und geht aus V, >)/V,?V, die Ungleichung V,>)/V, V,2 


hervor. Diese zwei Ungleichungen zusammen ergeben fiir den Ausdruck V 
in (60) die Abschiitzung 
(77) VV>0—-t) VK +tV75. 

Bezeichnen wir das Minimum der Funktion (63) auf der Kugelflaiche 
€ mit d, so ist der Kérper j = R, = L, ganz im Korper y; &, = % 

ve vs 
enthalten; infolgedessen gilt: 
V(X,, 2, Z,) > V(X, &%, Bs), 








d. h. 
d*V, 1 V, 


= s-lo;—_— 
Vv.v,’ ¢ =VV,'V, 
Verbinden wir hiermit die Ungleichung (76), so folgt 


1 1 (D—1)° 
ne ksi 
d? = 50. gt. 78 D* 


1 


IV 





(78) 
Vertauschen wir die Rollen von &, und &,, so ist D durch + und 


d durch 5 zu ersetzen und diirfen wir mithin in dieser Relation (78) noch 


P 7" 
D wnd — mit einander vertauschen. 


4a 
‘38 
und 3V, definiert uns die Oberfléche von &,. Die aus (62) entstehende 


Ungleichung 


33. “te wir fiir ®, eime Kugel vom Radius 1, so ist V, = 


3V, =? 
besagt: 

Jeder konvexe Korper, welcher nicht eine Kugel ist, besitzt immer eine 
griBere Oberfliche als eine Kugel von demselben Volumen*). 

Es sei jetzt ®, zuniichst ein vollkommenes Ovaloid. Wir bezeichnen 
mit df ein Element der Begrenzung von 8,, mit a, B, y die auBere 
Normale dieses Elements, mit dw* ein Element der Kugelfliche €, mit 
a*, B*, y* die fuBere Normale von dw*. Alsdann hat die orthogonale 
Projektion der Begrenzung von §, auf eine zur Richtung «*, B*, y* senk- 
srechte Ebene einen Flicheninhalt 


P(e, Bt, y*) = 4 f \aat + BB+ yy* laf. 


*) Von der Literatur iiber diesen Satz seien erwihnt: Steiner, Ueber Maximum 
und Minimum bei den Figuren etc., Crelles Journ. Bd. 24, 1842 (auch Werke Bd. Il). — 
H. A. Schwarz, Gott. Nachr. 1884 (auch Ges. Abh. Bd. Il). — J.O. Miiller, Inaugural- 
dissertation, Géttingen 1903. 
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Das arithmetische Mittel aller Gripen P(a*, B*,y*) in Bezug auf alle 
moglichen Richtungen (c*, B*, y*) wird nun 


J P(t, Bt, 7) do* 1 _ . 
Tao anf fet Bo + Al ataer = faf— TV 


d. i. gleich dem vierten Teile der Oberfliéche von &,. Dieses Resultat iiber- 
trigt sich sofort von vollkommenen Ovaloiden auf beliebige konvexe 
Kérper. Verbinden wir damit den vorhin gefundenen Satz, so ergibt 
sich die Folgerung: 

Jeder konvexe Korper, der nicht eine Kugel ist, besitzt stets unter den 
thm umbeschriebenen Cylindern solche, welche einen griBeren Querschnitt haben 
als die emer Kugel von demselben Volumen wie der Korper umbeschriebenen 
Cylinder. 

34. Wir nehmen ferner fiir R, den Wiirfel von der Kante 1: 


fiir diesen K6rper ist H,(«, 8, y) = =( |e|+|6|+ |y|) und stellt infolge- 
dessen 3V, =3V(R,, &,, R,) nach (24) und (18) die Summe der Fliichen- 
inhalte der drei senkrechten Projektionen des Kérpers’ R, auf die drei 
Koordinatenebenen dar, wiihrend V,= 1 ist. Aus unserer allgemeinen Un- 
gleichung (62) folgt hier der Satz: 

Wird ein konvexer Korper vom Volumen V senkrecht auf drei zu einander 
orthogonale Ehenen projiziert, so ist die Summe der Flicheninhalte dieser 
drei Projektionen stets >3V 4 und nur dann = 3V $ wenn der Korper 
ein Wiirfel mit Seitenflichen parallel den drei pawning ist. Unter solchen 
drei zu einander orthogonalen Projektionen des Kérpers befindet sich dann 


gewiB wenigstens eine von einem Fliicheninhalt > vi. 


§ 7. 
Weitere Ungleichungen fiir die gemischten Volumina. 

35. Es seien wieder ®, und &, zwei beliebige konvexe Kérper und 
es mégen fiir sie V), V,, V,, Vs die bisherige Bedeutung (s. (61)) haben. 
Das Volumen eines Kérpers s,8, + s,8,, wobei s, >0 und s, > 0 ist, 
hat den Ausdruck 


3,3V, + 33,28, V, + 3s,8,?V, + s,°V;. 
Wenden wir diese Formel auf einen Kérper 

(1+ 4)R, + tsK, = KR, + t(K, + 5K) 
an, wo ¢ und s> 0 seien, und ordnen die entstehende Formel nach ¢, so 
kommen wir zu folgender Bemerkung: 


31* 
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Wenn &,, &, durch &,, KR, + sR, ersetzt werden, so treten an die 
* Stelle von V,, V,, Vz, V, die GréBen 


Vy, Vot sVi, Vot+ 2sV,4+5°V,, V+ 3sV,+ 38°V, + s°V,. 
Aus der Ungleichung V,°>—V,?V, > 0 entsteht nun bei dieser Substitution 
die Ungleichung 
(V,+sV,)> —V2(V,+3sV,+3s°V,+5°V,) 
= 37(3V,(V,27—V,V,) + s(V,3—V,?V;)) > 0. 



































Lassen wir hierin die positive GréBe s nach Null abnehmen, so gewinnen 
wir die folgende in den Gréfen V, quadratische Ungleichung: 
(79) V2>VpVy. 
36. Vertauschen wir die Rollen der Kérper &, und &,, so treten an 
die Stelle von V,, V,, V,, V, diese GréBen in umgekehrter Folge und aus 
(79) geht die andere Ungleichung 
(80) Vy SViVs 
hervor. 
Andrerseits fiihren die zwei quadratischen Ungleichungen (79) und 
(80) bei Elimination von V, zu 








— y,* 7," , 
V2> SKN, 


mithin zuriick zu der kubischen Ungleichung, von der wir ausgegangen 
sind, sodaB jene kubische Ungleichung und die quadratische (79) einander 
gegenseitig zur Folge haben. 

Doch besteht in der Abhingigkeit dieser Ungleichungen von einander 
ein wesentlicher Unterschied, insofern als die Grenzfille der quadratischen 
Ungleichung sofort auch die Grenzfille der kubischen ergeben, dagegen 
nicht umgekehrt aus den Bedingungen, unter welchen in der kubischen 
Ungleichung das Gleichheitszeichen statthat, vollkommen zu ersehen ist, 
wann das Gleichheitszeichen in der quadratischen eintritt. 

37. Man kann nun die quadratische Ungleichung V,* >V,V, auch 
auf einem direkten Wege durch analoge Uberlegungen, wie sie zu der 
genaueren Ungleichung (76) fiihrten, herleiten und gelangt alsdann auch 
zur Kenntnis der Grenzfille dieser quadratischen Ungleichung. Wir be- 
gniigen uns hier, das beziigliche Resultat ohne Beweis anzugeben. 

Wir bezeichnen eine Stiitzebene gm <0 an einen konvexen Kérper & 
als eine Eckstiitzebene an R, wenn wir p=—1t,9, +49, +4, setzen 
kénnen, sodaB ¢,, ¢,, ¢, samtlich >0O und g, <0, 9, <0, oy, <0 drei 
solche Stiitzebenen an & sind, deren iuBere Normalenrichtungen unabhdngig 
sind, d. h. nicht einer einzigen Ebene angehéren. Ein konvexer Kérper & 
heiBe ein Kappenkirper eines konvexen Korpers &’, wenn mit Ausnahme 
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nur von gewissen Eckstiitzebenen alle anderen Stiitzebenen an & zugleich 
auch Stiitzebenen an §’ bilden. Der allgemeinste Kappenkirper einer Kugel 
wird erhalten, indem man die Kugel als Grundbestandteil nimmt, auf 
ihrer Oberfliche eine endliche oder unendliche Anzahl von Kalotten be- 
zeichnet, von denen keine die GréBe einer halben Kugelfliche erreicht 
oder iiberschreitet und die untereinander héchstens in den Randpunkten 
zusammenstoBen, und sodann die Kugel auf jeder dieser Kalotten mit der 
Kegelkappe versieht, bei der die Kalotte als Basis dient und die Erzeugen- 
den des Mantels die Kugel in dem Rande der Kalotte beriihren. 

Es besteht nun der Satz: 

In der Ungleichung V,2>V,V, fiir zwei beliebige konvexe Korper 8, 
und &, hat dann und nur dann das Gleichheitszeichen statt, wenn &, 
homothetisch mit R, oder mit einem Kappenkorper von 8, ist. 

Bei einem vollkommenen Ovaloide kommen keine Eckstiitzebenen vor 
und kann ein solches daher niemals Kappenkérper eines anderen konvexen 
Kérpers sein. Wenn also 8, ein vollkommenes Ovaloid ist, gilt in 
V,2>V,V, das Gleichheitszeichen nur dann, wenn &, und &, selbst homo- 
thetisch sind. ; 

Nehmen wir fiir , eine Kugel vom Radius 1, so ist V, das Volumen, 
3V, die Oberfliiche, 3V, das Integral der mittleren Kriimmung von §; 
Alsdann gilt V,2>V,V, und hat hier das Gleichheits- 


r 4a 
und V;= =: 


zeichen dann und nur dann statt, wenn &, eine Kugel oder ein Kappen- 
kérper einer Kugel ist. Zweitens gilt V,2>V,V, und in dieser Unglei- 
chung hat das Gleichheitszeichen dann und nur dann statt, wenn §, selbst 
eine Kugel ist. 

Danach liefern unter allen konvexen Korpern von gleicher Oberfliche 
die Kugeln und die Kappenkirper von Kugeln das Maximum des Produkts 
aus Volumen und Integral der mittleren Kriimmung und andrerseits allein 
die Kugeln das Minimum des Integrals der mittleren Kriimmung. Aus 
diesen beiden Tatsachen zusammen folgt, daB unter allen konvexen Kérpern 
von gleicher Oberfliche die Kugeln das gréBte Volumen darbieten. 

38. Es seien jetzt ®,, &,, KR; drei beliebige konvexe Kérper; das 
Volumen eines Kérpers 8 = s,8, + s,, + s,R;, wobei s,, s,, s; > 0, aber 
nicht durchweg 0 sind, stellt sich durch eine terniire kubische Form 


V= >’ V 541 8j5, 8, 


dar, wo jeder der Indizes die Werte 1, 2,3 zu durchlaufen hat. Der 
Koeffizient V,,, bedeutet das gemischte Volumen V(S&,, 8,, 8). 

Wir wenden nun die fiir zwei konvexe K6rper nachgewiesene Un- 
gleichung V,2>—V,V,>0 derart an, daB wir fiir den ersten Kérper 
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p,&, + po, + p,R;, fiir den zweiten g,R, + g,R, + q,R,; nehmen, wobei 


P:,***s lauter positive Parameter seien. Setzen wir ‘ 


; ; Vier Pa + Vijng Pe + Vins Ps = Py, 
so wird hier 


Vo = > Purim, V,= > Pi Pj ts Vz = D> Ph qk: 


Wir nehmen noch 
H=Mm+%, =the +%, b= t+7s 
an; dabei kinnen r,, 7,, 73 beliebige reelle Werte bedeuten und bei positiven 


Pi» Pe» Ps kann stets ¢ so groB gewahlt werden, daB auch q,, g,, g, siimt- 
lich >0O sind. Die in Rede stehende Ungleichung verwandelt sich nun- 


mehr in 
(>) Pur, n) iad (> Purr) (S' Par, n) = 0. 


Wir nehmen jetzt p,—=1 an und lassen die positiven Werte p,, p, 
sich der Grenze Null nahern; es entsteht dann hieraus: 


(Viss%s +Vo55%2)” — Vss(Virs 71” + 2V i257 72 +V295%2") = 9 
und dabei muB diese Ungleichung fiir beliebige Werte r,, 7, gelten. Setzen 
wir nun 
Vissy Vias, Vass | 
A® =| Vays, Vers, Vass | 
| Voss Vises, Voss | 


und bezeichnen die adjungierte Unterdeterminante zum Element V;,, hier 
mit Wj?', so schreibt sich diese Ungleichung 
(81) —WEr? + 2WHrr, —Wir,? = 0. 
Die Determinante der binaren quadratischen Form rechts hier ist V;,,A® 
und folgt daher 
A®> 0. 
Ferner haben wir insbesondere —W{) >0, —W{?) >0. Ist nun etwa 
—W > 0, so geht vermége der Beziehung 
WE WE — (WE) =TysA® 
die Ungleichung 
—W = Vies — Viss Voe3 = 0 
hervor. Analog erschlieBt man diese Ungleichung, wenn — W{%) > 0 ist. 
Hat man jedoch sowohl —W{) = 0 wie —W{) = 0, so muB, da die 
Ungleichung (81) fiir beliebige 7, und r, statthaben soll, durchaus auch 
W(3) =0 sein, und dann sind in A® die erste und dritte und ferner die 
zweite und dritte Reihe proportional und folgt dadurch 


A®=0, —WY=0. 
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In allen Fallen gilt hiernach 
(82) V3 = Vass Voos- 


138 = 


bei 


Verbinden wir diese Ungleichung mit den zwei Ungleichungen 
(83) V} = Vin Viss, V3. 2233 = = Vie V sss 


1138 = 
welche die Beziehung V,°>V,?V, fiir ®, und &, bez. fiir R, und &, 
vorstellen, so gelangen wir durch Elimination von V,,, und V5.5 zu 
(84) Vives > Vrs Voos Vogs- 
Dabei kann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen nur statthaben, 
wenn in beiden Ungleichungen (83) das Gleichheitszeichen gilt. Damit 
kommen wir zu folgendem Satze: 





; Drei beliebige konvexe Korper vom Volumen 1 (hier 5 P. &,, = 
: V Vin V Vees 
wine & ) ergeben stets ein gemischtes Volumen ( niimlich = iss = pe 
, V Voss V Visa Vere Vors 
Ps das >1 und nur dann =1 ist, wenn alle drei Korper einander homo- 
thetisch sind. 

Die friihere Ungleichung V,° >V,?V, geht aus diesem Satze, ebenso 
on die Ungleichung V,* >V,V, aus (82) als spezieller Fall hervor, wenn der 
zweite und dritte Kérper identisch gesetzt werden. 

39. Es seien &,, ,,---8,, m beliebige konvexe Kérper. Wir wenden 
die Ungleichung (82) fiir drei konvexe Kérper an, indem wir fiir den 
ersten einen Korper > R;, fiir den zweiten einen Koérper > (trtr)%, 
ier fiir den dritten einen Kérper > 58, (¢=1,2,---m) nehmen, wobei die 
r, beliebige GréBen und die Werte p,, tp; + 7;, s; samtlich positiv sind. 


Setzen wir 
() V(&;, K,, &,) = Vins Vier Ss + Ving +--+ + VisemSm * Sir; 
so wird die betreffende Ungleichung 


rs (S'Su0s7) — (S'Sursey) (QSarsn) 20% 


47s, bei einer Transformation 


in ein Aggregat von Quadraten reeller unabhingiger linearer Formen mit 
positiven oder negativen Vorzeichen ein einziges Quadrat mit positivem und 
im tibrigen lauter Quadrate mit negativem Vorzeichen darbieten mub. Im 


sie bedeutet, daB die quadratische Form > Sit 


t. 
“s besonderen muB danach die Determinante dieser Form mit (—1)"~* multi- 
- pliziert, stets >0 sein, d. h. fiir beliebige positive Werte s,, s.,---s,, 
_ muB stets die Ungleichung 

(85) (—1)"—"| Var 8s + jn252 +++ +ViemSn| 2 9 


bestehen. 
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§ 8. 
Stetig gekriimmte konvexe Kérper. 


40. Das allgemeine Theorem V,* >V,?V, fiir zwei beliebige konvexe 
Kérper ist aufs engste mit gewissen Fragen iiber die Kriimmung konvexer 
Kérper verkniipft. — 

Sind & und &’ zwei beliebige konvexe Kérper, so wollen wir den 
Wert 3V(R’, R, R) die Relativoberfliiche von R in Bezug auf &’ nennen. 
Es seien H und H’ die Stiitzebenenfunktionen von & und &’. Wir nehmen 
R zunichst als ein vollkommenes Ovaloid an und verwenden dafiir die in 
§ 3 eingefiihrten Bezeichnungen; alsdann gilt nach (24) und (18) der 
Ausdruck 


(86) 3V(®, &, ) — | ‘H'(RT—S?) do = [Haf; 


darin bedeutet df das Flachenelement der Begrenzung von &, welches durch 
parallele Normalen dem Element dw der Kugelfliche € entspricht, und 
RT — S? das Produkt der Hauptkriimmungsradien, die reziproke GauBsche 
Kriimmung, an der Stelle von df. 

Setzen wir H’= H+ 06H, so hat der Kérper (1—¢)& + ¢&’, wenn 
t#>0O und <1 ist, die Stiitzebenenfunktion H+ tdH. Die Differenz aus 
dem Volumen dieses Kérpers und dem Volumen von & ist dann bis auf 
GréBen von der Ordnung ¢? gleich 


t [oH(RT-S%)/do = if aHar. 


41. Diese Beziehungen, die jedenfalls bei einem vollkommenen Ovaloide 
R statthaben, veranlassen uns nun zu folgender Definition: 

Ein konvexer Korper & soll stetig gekriimmt heiBen, wenn fiir ihn eine 
auf der Kugeloberfliche € stetige und durchweg positive Funktion F = F(a, B, y) 
existiert derart, daB die Relativoberfliiche von R in Bezug auf einen be- 
liebigen konvexen Korper 8’ mit der Stiitzebenenfunktion H’ immer den 
Ausdruck hat: 


(87) 3V(®, &, &) = | H Fao. 


Diese Funktion F(a, 6, y) (oder F(&, w)) wollen wir dann die Kriim- 
mungsfunktion des Kérpers R nennen. Zunichst leuchtet ein, daB bei 
einem stetig gekriimmten Kérper & diese Funktion jedenfalls eine durch- 
aus bestimmte ist. Denn nehmen wir an, es gabe fiir R noch eine zweite 
auf € stetige und positive Funktion F*(a, 8, y); welche in derselben 
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Weise wie F' in (87) eintreten kénnte, so ware dann fiir jeden beliebigen 
konvexen Kérper §’ stets 


(88) [HF de - [ H'Fao, far—Pyao = 0. 


Da F* — F auf € nicht durchweg Null ist, kénnen wir auf € einen Punkt 
finden, wo F* — F'+ 0 ist, und hernach kénnen wir, da F*— F auf € 
stetig ist, eine ganze Kalotte um diesen Punkt bestimmen, (die wir kleiner 
als eine Halbkugel wihlen), sodaB F'* — F daselbst tiberall + 0 und also 
von konstantem Vorzeichen, etwa stets >0 ist. Wir setzen auf die 
Kalotte die Kegelkappe, bei welcher die Kalotte die Basis bildet und die 
Erzeugenden des Mantels die Kugelfliche € im Rande der Kalotte be- 
riihren, und nehmen nun in der Gleichung (88) fiir &’ einmal den Kérper, 
der aus der Kugel © und dieser Kappe besteht, ein andres Mal © selbst, 


so hat das Integral i H’ (F*—F) do im ersten Falle einen gréBeren Wert 


als im zweiten Falle und kann daher nicht in beiden Fallen Null sein. 

42. Nehmen wir mit dem Kérper §’, fiir den (87) gebildet ist, die 
Translation vom Nullpunkte nach einem Punkte a, b, ¢ vor, so ist 
H' (a, B, y) durch 

H'(«, B, 7) + ae + bB + ey 

zu ersetzen. Da nun hierbei der Wert 3V(S’, 8, R) sich nicht andert und 
die GréBen a,b,c vollig beliebig sind, so ersehen wir: 

Die Kriimmungsfunktion F' fiir einen stetig gekriimmten Korper mup 
stets die drei Bedingungsgleichungen erfiillen: 


(89) fardo =o, fprdo-0, frFao=0. 


Andrerseits erhellt, da8, wenn wir mit & eine Translation vornehmen, 
dabei die Kriimmungsfunktion invariant ist. Unter den samtlichen, aus 
R durch Translationen abzuleitenden Kérpern kénnen wir einen bestimmten 
Kérper durch die Lage des Schwerpunkts fixieren. 

Ist ¢ ein positiver Parameter, so hat ¢® die Kriimmungsfunktion ¢? F, 
wenn F' die Kriimmungsfunktion von & ist; dieses folgt unmittelbar aus 
der Formel 

3V(R’, ER, tR) = 3t°V(K’, K, K). 

43. Unsere weiteren Entwicklungen nun werden darauf gerichtet sein, 
den folgenden sehr bemerkenswerten Satz zu beweisen: 

Ist F(a, B, y) eine auf der Kugelfliiche © beliebig vorgeschriebene, daselbst 
stetige und durchweg positive Funktion, welche die drei Bedingungsgleichungen 


fuFao=0, [Fao =0, JrFao=0 
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erfiillt, so gibt es immer einen stetig gekriimmten konvexen Korper & mit 
F(a, B,y) als Kriimmungsfunktion, und dieser Korper ist bestimmt bis 
auf eine willkiirliche Translation, durch die man ihn noch abéndern kann, 
also eindeutig festgelegt, wenn noch zusiitzlich gefordert wird, daB sein 
Schwerpunkt im Nullpunkte liegen soll. 

Wir beweisen zunichst den Nachsatz, daB den hier gestellten 
Forderungen, wenn iiberhaupt, jedenfalls nur durch einen einzigen Kérper 
geniigt werden kann. In der Tat, nehmen wir an, es sei ein konvexer 
Kérper & gefunden mit F’ als Kriimmungsfunktion und mit dem Schwer- 
punkte im Nullpunkte, und es sei H die Stiitzebenenfunktion von &. 
Zunachst ist klar, daB unter den mit & homothetischen Kérpern kein 
anderer diese beiden EHigenschaften mit § teilt. 

Das Volumen von & ist durch 


V= ; f HFdo 


dargestellt. Ist sodann & mit der Stiitzebenenfunktion H’ und dem 
Volumen V’ ein beliebiger konvexer Kérper, der mit & nicht homothetisch 





ist, so ergibt das allgemeine Theorem 7 > — auf die Kérper 8 und 
Vy, 6, 
R’ angewandt: 
1 H’ 1 H 
90) fr Fda >— | <~— Fda. 
( 3 V Vy’ 3 V V 





Darin sind nun i und ve die Stiitzebenenfunktionen der Kérper 
V Vv’ 
1 1 
g =>z— R und g’ = R 
Vv Vr’ 
und diese zwei mit R bez. R’ homothetischen Kérper sind dadurch charakte- 
risiert, daB sie ein Volumen = 1 haben. 
Damit kommen wir zu folgendem Ergebnisse, welches zeigt, daB der 
Kérper & eindeutig bestimmt ist. 
Man betrachte fiir alle méglichen konvexen Korper & vom Volumen 1 


das Integral 
IQ) =F f LFdo, 


wobei L = L(a, B, y) die Stiitzebenenfunktion von 2 und F = F(a, p, 7) 
die gegebene Funktion fiir die Argumente «, B, y, die Normale in da, be- 
deute; gibt es einen stetig gekriimmten konvexen Korper 8 mit F als 
Kriimmungsfunktion, so hat dieses Integral J(2) fiir einen ganz bestimmten 
Korper 2 mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt (und fiir die aus thm durch 
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Translationen hervorgehenden Korper) einen kleinsten Wert J, und alsdann 
ist R identisch mit VJ & oder geht aus letzterem Korper durch eine Trans- 
lation hervor. 

44. Zugleich werden wir hierdurch auf ein gewisses Variationsproblem 
hingewiesen, das in nahem Zusammenhange mit der von uns zu behandeln- 
den Aufgabe steht; und in der Tat erkennen wir sofort, da® die Differen- 
tialgleichung zu diesem Variationsproblem 

RT — 8S? = F(@, y) 
wird, worin F’ die gegebene, den Gleichungen (89) geniigende Funktion 
ist, und die in R, S, 7 auftretende Funktion H(#, y) gefunden werden 
soll. Diese Gleichung ist nach den Ausdriicken von R,S, 7 in (17) fiir 
H(#, y) eine quadratische Differentialgleichung zweiter Ordnung von dem 
Monge-Ampéreschen Typus; sie transformiert sich, wenn wir auf der 
Oberflache des gesuchten Kérpers die Koordinate z als Funktion von 2, y 
einfiihren, in die Gleichung: 
rt —s* = f(p, q) 
fiir diese Funktion 2(x, y), wobei 


Oz Oz e%z Or z 0%z 


da) Gy Gat") Gedy dy? — 


gesetzt ist und 


Mp.) _ 
(1+ p*+ 9°)? a 
als eine beliebige eindeutige und stetige Funktion in 
Ge eS ee [Se 
Vitete’ Oo" yitpte’ ?~ ytrte 


vorgeschrieben sein kann, die nur den Gleichungen (89) zu geniigen hat. 

Wir werden jetzt ein gewisses Problem mit einer nur endlichen An- 
zahl von Parametern, sozusagen eine Art von Differenzengleichung erledigen 
und hernach von diesem Probleme aus durch einen Grenziibergang zu 
Lésung der hier gestellten Aufgabe, die von einer kontinuierlichen Funk- 
tion F handelt, gelangen. 


g 9. 


Bestimmung eines Polyeders durch die Normalen und die Inhalte 
der Seitenflichen. 


45. Es sei $ ein beliebiges Polyeder mit » Seitenflichen, die in 
irgend einer Ordnung numeriert seien. Wir wollen annehmen, der Null- 
punkt liege in $$ selbst, sei es im Inneren, sei es auf der Begrenzung 
von §. Wir bezeichnen fiir i=1,2,---m mit (e;, B;, y,) die auBere 
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Normale, mit F; den Flacheninhalt der 7*" Seitenflaiche von $, mit p, 
die Lange des vom Nullpunkt auf die Ebene dieser Flache gefallten Lotes, 
endlich mit V das Volumen von §. 

Die Richtungen («,, B;, y;) sind gewiB so beschaffen, daB sie nicht 
simtlich eimer Ebene angehéren; die Gréfen F, sind simtlich >0. Bei 
einer Translation des Polyeders $8 bleiben alle GréBen «;, B;, y,, F, un- 
geandert. 

Indem wir das Polyeder % nach der in § 2 entwickelten Methode als 
Grenze von vollkommenen Ovaloiden darstellen und die Formel (86) heran- 
ziehen, gewinnen wir die folgende Regel: 

Ist 2 ein beliebiger konvexer Korper, Q seine Stiitzebenenfunktion und 
setzen wir allgemein Q(c;, B;, ¥;) = 4,;, 80 wird das gemischte Volumen 


(91) V(Q, 8, B) = 5 Fint Feat: + Fa): 
Insbesondere entnehmen wir daraus fiir das Volumen von §$ den 

Ausdruck 

(92) V=— (Fip.+ Fr t---+Fyp,): 


Genau so, wie wir aus (87) die drei Gleichungen (89) folgerten, 
schlieBen wir aus (91) durch beliebige Translation des Kérpers 0 auf das 
notwendige Bestehen der drei Gleichungen: 


(93) >Fa=-9, SFb-9, S'Fn=-9 (=1,2,--0). 


Bezeichnen wir das Volumen von 0 mit V, und bilden wir unsere 
BV, 


allgemeine Ungleichung vi > 7— in Beg auf das Polyeder $ als 
8 


ersten und den Kérper © als zweiten Kérper, so finden wir, daB stets 


Pits + Fade Foot Pade Fits + Fats + + Fan 


(94) = | — 





ist und hierin das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn OQ mit $% homo- 
thetisch ist. 

Wir werden nunmehr den folgenden Satz beweisen*): 

Es seien n beliebige Richtungen («,, B;, y;) fiir t=1,2,---n gegeben, 
die nicht stimtlich einer Ebene angehiren, und dazu n beliebige positive 
Gropen F,, sodap die drei Gleichungen bestehen 


> Fa, = 9, > FB: =, > Fin=9 (i= 1,2,---m); 





*) Diesen Satz habe ich zuerst in dem Aufsatze: Allgemeine Lehrsétze tiber die 
konvexen Polyeder, Gitt. Nachr. 1897 publiziert. 
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DP; alsdann gibt es stets ein Polyeder % mit n Seitenflichen, wofiir die Richtungen 

es, (a,, B;, ¥,) die duBeren Normalen und die Gripen F, die Flicheninhalte 

dieser Seitenfliichen bilden, und dieses Polyeder $% ist vollkommen bestimmt 

cht bis auf eine beliebige Translation, durch die man dasselbe noch variieren 

Bei kann, also eindeutig festgelegt, wenn ferner noch die Lage seines Schwer- 
in- punktes beliebig vorgeschrieben wird. 

46. Um zu einem Beweise dieses Satzes zu gelangen, fassen wir jetzt 

als die Gesamtheit aller méglichen Polyeder mit » oder weniger Seitenflichen 

an- ins Auge, welche die fiuBeren Normalen der Seitenflachen nur unter den 


n Richtungen («,, B;, y;) besitzen und welche ferner den Nullpunkt in 
md sich schlieBen. 

Sind ¢,, ,°-*q, irgend welche » GréBen, simtlich > 0 und derart, 
daB die » Ungleichungen 
(95) at + By + 7254 (¢=1,2,---m) 
len ein wirkliches Polyeder definieren, so bezeichnen wir dieses Polyeder mit 
&(q,, de,*+ + dq) oder K(g,), sein Volumen mit V(q, 4, ~~ Gq) oder V(q)). 
Dabei kann auch ein Teil dieser Ungleichungen eine Folge der iibrigen 
sein, das Polyeder also weniger als n wirkliche Seitenflachen besitzen. 
en, Wir bezeichnen ferner mit g;* den gréBten Wert von «2 + B,y + y,4 in 
las R(q;); fiir diejenigen Indizes i, wobei & eine wirkliche Seitenfliche mit 
der Normale (a,, 8;, y;) besitzt, ist immer g* = q,, wahrend wir bei den 


anderen Indizes nur g; > q;* behaupten kénnen. Wir nennen 4q,*, q,*,-+-q,* 


n). die tangentialen Parameter von &(q,, %,°-* %,); Offenbar ist 
ere RG, Qa,°*° Qn) = K(q,*, q*, sti n*)- 
aie Existiert nun ein Polyeder $ = R(p,, p.,---p,) gemaB den Forderungen 


unseres Satzes, so zeigt die Ungleichung (94), daB unter allen vorhan- 
denen Kérpern &(q,, 4d, +--+ q,,) eben dieses Polyeder $8 und die ihm homo- 
thetischen Kérper den kleinsten Wert des Ausdrucks 


Fay + Fate +--+ Fy 
no- (V(a..d>- =e q,))* 


liefern. Daraus erhellt zuniichst der letzte Teil jenes Satzes, da nimlich 

das gesuchte Polyeder $$ gewiB nur auf eine Art, abgesehen von einer 

en, Translation, bestimmt werden kann. 

ive Nunmehr wollen wir die wirkliche Existenz jenes Polyeders $ dartun. 
47. Wir zeigen vor allem, daB, wie die m Richtungen (a,, B;, 7;) 

vorausgesetzt sind, gewiB irgend welche Polyeder R(q,, q.,--+4q,) Vor- 

handen sind. In der Tat, der durch die » Ungleichungen 


die (96) «2 + By + 72<1 (i =1,2,-+-n) 
definierte Bereich ®(1, 1, --- 1) = R(1) stellt ein solches Polyeder, und 


we 
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zwar wirklich mit » Seitenfliichen vor. Denn diese Ungleichungen sind 
die Bedingungen von verschiedenen Tangentialebenen an die Kugel G; 
der Bereich enthilt daher die Kugel G in sich und besitzt jene » Ebenen 
als extreme Stiitzebenen. Andrerseits kann dieser Bereich ®(1) sich nicht 
ins Unendliche erstrecken; denn der Abstand eines beliebigen Punktes 
Zz, y, 2 in ihm von der ¢ jener Stiitzebenen wird 
t;=1—a,a — py — 220 
und entnehmen wir aus den Gleichungen (93) dann 


> Fi-> Fk, (i =1,2,---n). 


Da die Werte F; simtlich > 0 sind, besteht hiernach fiir eine jede 
GréBe ¢; eine obere Grenze. Nun kénnen wir unter den Stiitzebenen (96) 
gewiB drei solche herausgreifen, die sich in einem Punkte schneiden; 
durch die oberen Grenzen der drei zugehérigen GréBen ¢; werden dann 
drei zu ihnen parallele Ebenen angewiesen, welche mit den ersteren zu- 
sammen ein Parallelepipedum bestimmen, in dem der Bereich (1) ganz 
enthalten sein muf. Danach liegt dieser Bereich ganz im Endlichen. Das 


Volumen von (1) setzen wir => alsdann hat R(/,/,---7) das Volumen 1. 


Weiter wird iiberhaupt fiir beliebige endliche Werte g,, q,,---q,, der durch 
die Ungleichungen (95) bestimmte Bereich ganz im Endlichen liegen und 
bei lauter positiven Werten gq, stets ein wirkliches Polyeder, wenn auch 
nicht immer mit » Seitenfliichen, vorstellen. 

48. Wir betrachten jetzt in der n-fachen Mannigfaltigkeit 2% von » 
beliebig veriinderlichen reellen GréBen q,, q,--- 4, den Bereich B aller 
solchen Systeme q,, 2, 4qy »Punkte (4), wobei q, =0, d >0,---4,20 
ist und den Gripen q,, dg) °**%, em Polyeder R(Q,, do) -+*,) von einem 


Volumen 
‘ V(Qiy Ga9° °° MG) = 1 
entspricht. 


Sind (r;) und (s;) (¢=1,2,---m) zwei beliebige Punkte dieses Bereichs 
B und (r*) bez. (s*) die tangentialen Parameter von R(r;) und R(s;) und 
ist ¢ ein Werth >0 und <1, so besitzt der aus diesen zwei Polyedern 
abzuleitende Bereich (1—?¢) R(r,) + ¢R(s,) nach (77) ein Volumen 


> (—-t) VV) + VV) = (A +P = 1. 
Die Stiitzebenenfunktion des letzteren Bereichs hat fiir die Argumente 
«;, B;, y,; den Wert (1—t)r* + ts*, und danach ist dieser Bereich ent- 
weder identisch, oder, wenn nicht identisch, so doch jedenfalls ganz ent- 
halten in dem Bereich 


at + By + 7,2 <(1—t)r* + ts* (¢=1,2,---m), 
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der dadurch gewiB auch ein Polyeder vorstellt, und um so mehr dann 
enthalten im Polyeder R((1—?)r,+¢s,). Mithin ist fiir das letztere Polyeder 
notwendig ebenfalls das Volumen > 1, also 


V((i—#)r,+¢s) >1. 
Der Bereich 8 hat danach die Eigenschaft, mit irgend zwei Punkten 
(7), (s,) stets die ganze sie verbindende ,,Strecke“ von Punkten ((1—¢)r; + ts,) 
zm enthalten, und ist deshalb als ein ,hkonvexes Gebilde“ in der Mannig- 
faltigkeit Yt anzusprechen. Da V(q,,q.,---q,) eine stetige Function der 
Argumente ist, wird ferner der Bereich 8 abgeschlossen sein und wird 
seine Begrenzung von denjenigen Punkten (q,) gebildet werden, fiir welche 


VQ, 929°**%) = 1 


ist. Wir haben jetzt nach dem kleinsten Werte des mit den gegebenen 
positiven GréBen F’, zu bildenden linearen Ausdrucks 


(97) Fiant+ hat-:-+ Fin 
im ganzen Bereiche 8 zu fragen. Der Bereich 8 erstreckt sich ins Un- 
endliche. Insbesondere ist g, = ¢. =--:-=4q, =/ ein Punkt aus 8. Nun 


wird durch die Ungleichung 

Fig + Fea t-+ ++ Fig SUA +A t+::++F) 
ein Teil von 8 bestimmt, der ganz im Endlichen liegt und zum mindesten 
jenen speziellen Punkt enthilt. In diesem Teile hat der Ausdruck (97) 
sicher einen bestimmten kleinsten Wert, welcher nun zugleich das Minimum 
dieses Ausdrucks (97) im ganzen Bereiche 8 sein wird. 


Dieser kleinste Wert von (97) in B sei avi, und es sei 7,, 1% ,°°° ", 
ein Punkt in %, fiir den dieser Wert eintritt. Der Punkt (r;) liegt dann 
jedenfalls auf der Begrenzung von %, es stellt also R(r,;) ein Polyeder 
vom Volumen 1 vor. Nehmen wir mit diesem Polyeder diejenige Trans- 
lation vor, wodurch sein Schwerpunkt in den Nullpunkt fiallt, so treten 
an Stelle der Parameter 7; gewisse Werte rv; + aa; + b8,+ cy,; fiir diese 
hat dann aber der Ausdruck (97) genau denselben Wert, da wir fiir die 
GréBen F, die Gleichungen (93) als bestehend angenommen haben. Danach 
kénnen wir auch yon vornherein uns die Parameter r; so beschaffen denken, 
daB der Schwerpunkt von R(r;) sich im Nullpunkte befindet. Alsdann 
sind notwendig die GréBen 7,, 7,,---7, samtlich >0O. Fiir alle Punkte 
(q;) in B gilt nun die Ungleichung 

(98) Pig + Fag +--+ Fg, 2 8V3 

und haben wir hierin also die Bedingung einer ,,Stiitzebene“ an 8 durch 


den Punkt (r,), d. h. einer solchen Ebene, welche auf einer Seite von sich 
gar keinen Punkt von % liegen hat. 
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Fiir das Polyeder &(r,,7,,---7,) bedeute allgemein ®, den Fliachen- 
inhalt der Seitenfliiche mit der auBeren Normale («,, B;, y,), wobei wir 
®, = 0 zu setzen hiitten, falls eine solche Seitenfliche im Polyeder nicht 
wirklich vorkiime. Alsdann kénnen wir zeigen, daB die Ebene 


1 
3 (9,9, + Org +--+ %,9,) = 1, 


die jedenfalls durch den Punkt (r;) geht, die einzige Stiitzebene an B 
durch diesen Punkt vorstellt, daB mithin die » Gleichungen 


F. 
(99) o, = — (¢=1,2,---m) 
yi 
gelten miissen. Denn hitten nicht diese » Gleichungen simtlich statt, 
so kénnten wir in der durch (98) dargestellten Stiitzebene an 8 einen 
Punkt (r;+s,) finden, fiir den 


= (0,5; + Os, +---+9,5,) > 0 


ausfallt und noch alle Werte r;+s5,>0 sind. Nun ist V(r, =1 und 
nach (91) das gemischte Volumen 


V(Xr,+s), Ke), Rr))=1+ => M5 >1; 


infolgedessen wird das Volumen von (1—t)R(r,) + ¢R(r;+s,) dem Aus- 
drucke (60) zufolge bei hinreichend kleinen positiven Werten ¢ sicher 
> 1 und umsomehr nach den oben gemachten Bemerkungen dann 


V(l—t)r, + t@,4+8)) =V(r,+¢ts,) > 1. 
Dieses kénnte aber nicht der Fall sein, weil der Punkt (r,+¢s,) in einer 
Stiitzebene an 8 liegt, somit gewiB nicht ein innerer Punkt von 8 


sein kann. 
Damit ist in der Tat bewiesen, daB die » Gleichungen (99) gelten 


miissen. Setzen wir V* r; = p;, 80 besitzt alsdann das Polyeder R(p,) zu 
den Normalen («,, 8;, y;) die Inhalte F, der Seitenflichen, entspricht mit- 
hin genau den Forderungen unseres Satzes in 45. 


§ 10. 


Bestimmung eines konvexen Korpers zu einer gegebenen 
Kriimmungsfunktion. 


49. Auf den soeben- gewonnenen Satz iiber Polyeder griinden wir 
nun den Beweis des Satzes in 43. iiber die Existenz eines stetig gekriimmten 
konvexen Kérpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion. Dabei wird 
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uns namentlich die in (76) abgeleitete untere Grenze fiir die Differenz 
V, —VV,?V, von Nutzen sein. 

Zuniichst haben wir eine Bemerkung iiber gewisse Einteilungen auf 
der Kugelfliche € (a+ y?+2*=1) vorauszuschicken. Unter der Winkel- 
distanz zweier Punkte r und r* auf € wollen wir den Winkel ror* der 
Radien vom Nullpunkte 0 nach diesen Punkten verstehen. Es sei @ ein 


¥ beliebiger positiver Wert, den wir < ; annehmen. Wir bestimmen auf 


€ successive Punkte t,,1,,--- derart, daB die Winkeldistanz jedes folgen- 
den Punktes von allen vorhergehenden > @ ist. Da die Oberfliiche von € 
eine endliche Gré8e hat, kénnen wir eine solche Reihe von Punkten nicht 
unbegrenzt bilden, sondern wir gelangen schlieBlich zu einer endlichen 
tt, Reihe v,, t%,,+++ %, derart, dap nun fiir jeden beliebigen Punkt v auf € 
unter den n Winkeldistanzen von vt nach %,, t,,--+%,, immer wenigstens eine 
<6 ausfiallt. 

Es seien &;, ,, §; die Koordinaten von tr; (¢=1,2,---m). Die » Un- 


nd _— b,x + Hy + f,2 < 1 (@ = 1,2,--- n) 


bestimmen alsdann ein Polyeder mit m Seitenflichen ¥,, das ganz in der 


Kugel mit 0 als Mittelpunkt vom Radius né enthalten ist. Die Pyramide 


of, mit o als Spitze und §; als Basis schneidet aus der Kugelfliche € 


- eine Partie ©, heraus, den Bereich aller der Punkte r auf ©, fiir welche 


wal die Winkeldistanz von dem betreffenden Punkte r, nicht gréBer als von 
irgend einem der anderen »—1 Punkte +, (j2i) ist. Es sei KF, der 
Flicheninhalt von ©; das Gebiet €, enthalt gewiB alle Punkte auf € mit 
er einer Winkeldistanz < : von rt, und ist selbst ganz enthalten im Gebiet 
¥ aller Punkte auf € mit einer Winkeldistanz < 6 von 1,; daraus folgt 
en 2a (1 —cos >) < E, <2 (1 —c0s 6). 
_ Da iiberdies 
. E,+ E,+---+#,=42 
it- ‘ . ” 
ist, so haben wir 
6 
sn( — cos 3) <i< <n(1 — cos 6). 
50. Es sei nun F(a, B, y) die gegebene auf € durchweg stetige und 
positive Funktion, welche die drei Gleichungen 
(100) ferio = 0, [prado = 0, JrFio =0 
wir 
ten erfiillt und als Kriimmungsfunktion eines gewissen konvexen Kérpers 
ird erkannt werden soll. 
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Verstehen wir unter a*, B*, y* ebenfalls einen beliebigen Punkt auf &, 
so stellt 


(101) (et, 6, 7) = 2 f \aat + B+ 77*| Flu, B, 7) do 


eine Funktion der Argumente «*, 6*, y* dar, welche gleichfalls auf © durch- 
weg stetig und positiv sein wird, und besitzt diese Funktion dann auf € 
ein bestimmtes Minimum, das wir S, nennen und das auch noch > 0 
sein wird. 

51. Wir denken uns jetzt eine Massenbelegung der Kugelfliiche € 
vorgenommen, wobei die Flichendichtigkeit an einem Punkte «, 6, y durch 
F(a, B, y) dargestellt ist. Der Schwerpunkt der Belegung des Gebiets ©, 
wird alsdann, da der Sektor o€; mit o als Spitze und ©, als Basis ein 
konvexer Kérper ist und die Punkte auf ©, eine Winkeldistanz < @ von r, 
haben, ein Punkt q; sein, der eine Entfernung oe, > cos @ und <1 von 0 
besitzt und so gelegen ist, daB der Strahl oq; in seiner Verlingerung 
einen Punkt p, innerhalb ©, trifft. Wir bezeichnen mit «,, B,, y, die 
Koordinaten von p;, sodaB 0,«;, 0;8;, @;y; die von q; sind. Setzen wir noch 


(102) J "Fdo = z, 

€) 
so wird 
(103) JeFao = «,F,, [oF do = 6,F,, JrFdo = »,F;; 

(Si) (Si) () 

darin sind die vier Integrale iiber den Bereich ©, zu erstrecken. Fiir die 
damit eingefiihrten » Richtungen «;, 6;, y; und m positiven GréBen F, 
werden nunmehr auf Grund der Gleichungen (100) die Beziehungen 


(104) > «iF, = 9, > BF: =9, > uF, = 0 (¢=1,2,---m) 
statthaben. 

Jeder Punkt auf € besitzt von wenigstens einem der Punkte 1, eine 
Winkeldistanz <6, und sodann von dem zugehérigen Punkte p, gewib 
eine Winkeldistanz < 26, weil immer rt, von p,; eine Winkeldistanz < 6 


hat. Da wir nun 20 <= vorausgesetzt haben, kénnen hiernach die 


m Richtungen «;, 6;, y,; gewiB nicht simtlich in einer Ebene liegen. 
Nach dem Satze in 45. wird es nunmehr ein ganz bestimmtes Polyeder 
$8 geben mit » Seitenfliichen, den Richtungen (e,, B,;, y;) als iiuBeren 
Normalen und den GréBen F’, als Flicheninhalten dieser Seitenfliichen, und 
gudem noch mit dem Schwerpunkte im Nullpunkte. 
52. Wir haben jetzt noch einige allgemeinere Abschitzungen zur 
Sprache zu bringen. 
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Ist R ein beliebiger konvexer Kérper mit dem Schwerpunkte im Null- 
punkte, H die Stiitzebenenfunktion von &, so wollen wir das Integral 


(105) 1 [H(e, 6,7) Fle, B,7)do = I8) 


schreiben. Es sei G das Maximum unter den Werten H(«, p, y) auf 6, 
also der Radius der kleinsten, den Kérper 8 ganz in sich enthaltenden 
Kugel mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, und etwa Ga*, GA*, Gy* 
ein solcher Punkt der Begrenzung von &, der vom Nullpunkte die Ent- 
fernung G hat. Nach der Definition der Stiitzebenenfunktion ist dann 
sicherlich immer 

(106) G(aa* + BB* + yy*) < H(@, B, 7). 

Andrerseits haben wir, weil der Schwerpunkt von & sich im Nullpunkte 
befindet, mit Riicksicht auf die Ungleichung (59) stets 

(107) H(«, B, y) <3H(—«, —B, —7). 

Wir wenden nun auf das Integral (105) die Ungleichung (106) fiir 
alle diejenigen Richtungen a, 6, y an, wobei aa*+ Bp*+ yy* > 0 ist, 
und machen fiir die anderen Richtungen von (107) Gebrauch; beachten 
wir noch, daB zufolge der Gleichungen (100) das Integral 


5 f \eat+ BB* + yy*| F(a, B, y) da, 


erstreckt iiber die halben Kugelflichen von €, wo wa* + Bp* + py* >0 
bez. <9 gilt, beide Male denselben Wert hat, mithin, nach der in 50. 


erklirten Bedeutung der GréBe S,, jedesmal > = S, sein muB, so folgt 


(108) I(R) = | (S.+ |S) =F HE. 
Setzen wir : 

(109) J F(a, p,7)do = 0,, 

so wird andrerseits 

(110) = OG >J(R). 


Bei der Annahme F(a, 8, y) = 1, wobei die Relationen (100) jeden- 
falls erfiillt sind, geht auf diese Weise insbesondere 


(111) ‘Ga>1 {aio G 
hervor. 
Setzen wir H(«,, B;, y;) = 4;, 80 ist nach (91) das gemischte Volumen 
r 1 7 
(112) VS, BB) = 3 Mat eget + Fg). 


32* 
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Jeder Punkt «, 8, y auf € besitzt von wenigstens einem Punkte «,, 8,, 7; 
eine Winkeldistanz < 20, also eine geradlinige Distanz < 2 sin 6 und gilt 
alsdann nach der Ungleichung (6) in § 1 immer: 


| H(«, B, Y) — H(«,, B;, ¥;)| <2 sin @- G. 


Mit Hiilfe dieser Beziehung und der Formeln (102) gewinnen wir 
aus (105) und (112) einerseits: 


(113) J(R) >V(R, B, B) — 2 sin 6 - O,G, 
andrerseits: 
(114) —, ViS, B, B) > I(K) — 2 sin 6. OG. 


53. Die abgeleiteten Ungleichungen benutzen wir zunichst, um in 
Betreff der Ausdehnung des in 51. konstruierten Polyeders $8 gewisse 
Grenzen nachzuweisen. Es sei P(u,v, w) die Stiitzebenenfunktion von §f, 
N das Maximum unter den Werten P(a, 8, y), ferner V das Volumen 
von $. Aus (111) entnehmen wir 


4 1 — 
(115) N21 { Pe, 8, y)do > N. 
Die Oberfliche von § ist 
(116) F,+AF,+---+F,<0O, und >cosé- 0. 


Wenden wir nun die allgemeinen Ungleichungen V,° >V,?V,, V,> >V,V,? 
fiir zwei beliebige konvexe Kérper auf das Polyeder $$ und die Kugel G 
an, so erhalten wir mit Riicksicht hierauf: 


(117) 7 O'>Sy, SN>YV. 
Aus (113) gewinnen wir 


(118) J($) >V —2sin6-O,N 
und aus (114) und (108): 


(119) 5 >J(P®)—2sin0- ON > (> S,—2sin d- 0,) N. 
Mit Hiilfe der zweiten Ungleichung in (117) folgt hieraus 


4 
(120) Vi > (2) cos 6 (5 S,—2 sin 0-0). 
Wir nehmen nun einen Winkel @, so klein an, daB jedenfalls 
sin 06) < - s 


ist, und gewinnen dann aus (120) eine von 6 unabhingige positive GréBe V, 
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und hernach aus der zweiten Ungleichung in (117) eine von 6 unabhiangige 
GréBe N, derart, daB immer 

(121) Veh, N2N 

statthat, wenn 6 < 6, ist, was wir von nun an voraussetzen. 


Das Polyeder % hat das Volumen 1. Aus (119) entnehmen wir 
V 


(122) 7(%) — I(B) < (‘2)' coed, No? + 2 sin 64. aa 


die hier rechts stehende Gréfe setzen wir = < S,M,, dann ist also 


(123) ws ba )<o <+s.M. 
vi 

54. Es sei jetzt & ein beliebiger konvexer Kérper vom Volumen 1 
und mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, L(u, v, w) die Stiitzebenen- 
funktion von 2. Wir fragen, unter welchen Umstinden sich 
(124) JQ) < 7( *) 

vi 

herausstellen kann. Nach der Formel (108) und infolge der Ungleichung 
(123) wird hierzu jedenfalls nétig sein, daB 2 ganz im Inneren der Kugel 
vom Radius M, mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt enthalten ist, daB 
also stets L(a, B, y) < M, gilt. Nach (113) ist sodann 


(125) J(2) > V(&, $, B) — 2 sin 0-0, M,. 
Jetzt ziehen wir die Resultate des § 6 heran. Bezeichnen wir mit D 
das Maximum unter den Quotienten 
V+ L(a, f, 7) 
P(e, 6, Y) 
so gilt nach (76) die Ungleichung 


(126) 


(127) r@.9.9 _ 155257, 


yh 





worin x die numerische Konstante j bedeutet. Aus (125), (124), 
21°. 34.7 


(119) und (121) schlieBen wir nun 





cos 6 


(128) (Srp— 1) + 2sin 9-0, (% +2) > 225. 


Aus dieser Ungleichung entnehmen wir fiir D —1 eine obere Grenze, die 
nach Null konvergiert, wenn @ nach Null abnimmt. 
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Andrerseits haben wir, wenn d das Minimum der Funktion (126) 
bedeutet, nach (78) und der an diese Ungleichung angeschlossenen Be- 
merkung: 


(129) P-1zs*5%, 

und hieraus ergibt sich weiter fiir 1—d eine obere Grenze, die mit 6 
zugleich nach Null konvergiert. Wir werden somit auch eine GréBe «, 
die zugleich mit 6 nach Null konvergiert, angeben kénnen, sodaB 


1 
1+e>D, do; = 
gilt, und wir haben damit das Resultat erlangt: 
Soll 


IQ) < 7(%) 


; enthalten sein und selbst 
3 


ausfallen, so mup jedenfalls 2 ganz in (1+e) 8 
V 
1 § 


a in sich enthalten, wobei « eine gewisse vom Winkel 6 
+8 ys 
abhiingende Gripe bedeutet, die mit nach Null abnehmendem 0 ebenfalls 
nach Null konvergiert. 


55. Dieses Resultat zeigt uns sofort (s. 9.), dab, wenn wir den 


das Polyeder 


Winkel @ nach Null abnehmen lassen, das Polyeder * nach einem be- 
V? 


stimmten konvexen Kérper & als Grenze konvergieren mu, welchem die 
Eigenschaft zukommen wird, da fiir ihn unter allen konvexen Kérpern 
vom Volumen 1 und dem Nullpunkt als Schwerpunkt das Integral 


1 
I(2) = 4 [U(@, 6”) Fle, 6, ») do, 
unter L die Stiitzebenenfunktion von & verstanden, den kleinsten Wert 
hat. Bezeichnen wir das betreffende Minimum dieses Integrals mit J, 
so konvergiert gleichzeitig V' nach J (s. (118) und (119)) und das Polyeder % 


nach dem Kérper R = JR. 

Ist jetzt & ein beliebiger konvexer Kérper, H”’ seine Stiitzebenen- 
funktion, G’ das Maximum der Werte H’(a, B, y), so folgt aus (113), 
(114) und (110): 


| (KX) —V(&, B, B)| < (| (1 —cos 4) + 2 sin 6) 0,6". 


Da nun fir ein nach Null abnehmendes @ die GréBe V(&’, $B, PB) nach 
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V (&’, R, &) konvergiert, so ersehen wir hieraus, daB allgemein die Dar- 
stellung 


V(@,R,R) — I), ai, —4 f H'Fdo 


gilt. Danach ist in der Tat der gefundene konvexe Kérper & ein stetig 
gekriimmter mit F(a, 6, y) als Kriimmungsfunktion, mithin der Beweis 
fiir den Satz in 43. vollstaindig erbracht. 

56. Wir kénnen diesen Satz iiber die Bestimmung eines konvexen 
Kérpers zu einer gegebenen Kriimmungsfunktion F’ auch auf Fille ausdehnen, 
wo diese vorgelegte Funktion F' nicht durchweg stetig ist. Insbesondere 
lassen sich alle konvexen Kérper, welche in der Regel konstante positive 
Kriimmung und nur an singuliiren Stellen unendliche Kriimmung besitzen, 
durch folgende Aussage charakterisieren: 

Es seien auf der Kugelfliiche € beliebige Partien 9% abgegrenzt, 
denen ein bestimmter und von Null verschiedener Flaicheninhalt zukommt 
und so, daB der Schwerpunkt dieser Partien M fiir sich, wie der der 
ganzen Kugelfliche €, im Nullpunkte liegt. Alsdann gibt es stets einen 
und nur einen konvexen Kérper ® mit dem Nullpunkte als Schwerpunkt, 
derart daB fiir jeden beliebigen konvexen Korper &’ die Darstellung 


V(%,&,%)-+ | Hdo 
(R) 


gilt, wo H’ die Stiitzebenenfunktion von &’ bedeutet und das Integral nur 
iiber die Partien 9 der Kugelfliiche € zu erstrecken ist. 













8. O. Scuatunovsry. 


Uber den Rauminhalt der Polyeder. 
Von 


S. O. Scuarunovsxky in Odessa.*) 


1. In dem vorliegenden Aufsatze will ich eine Theorie der Raum- 
inhalte von Polyeder darlegen, welche ich schon friiher in russischer 
Sprache veréffentlicht habe**). 

Es sei vorweg bemerkt, daB diese Theorie sich von derjenigen 
der Flicheninhalte in der Ebene wesentlich unterscheidet: Die Kriteria, 
welche zur Vergleichung der Rauminhalte dienen, sind von denjenigen, 
mittelst deren die Vergleichung der Flacheninhalte geschieht, giinzlich 
verschieden. M. Dehn***) hat ja auch gezeigt, daB ein solcher Unter- 
schied sich notwendigerweise herausstellen mu’, wenn man in den betreffen- 
den Untersuchungen jedwede Stetigkeitsbetrachtungen von vornherein aus- 
schlieBt. 

Ich gehe dabei von folgenden Betrachtungen aus: Die in den Lehr- 
biichern der Elementargeometrie gegebene Lehre vom Rauminhalte geo- 
metrischer Kérper setzt stillschweigend voraus, daB dieser Rauminhalt 
eine GréBe darstellt. Wir verstehen hier unter dem Begriff ,,GréBe“, wie 
allgemein angenommen, das Folgende: 

Definition 1. Wir nennen eine Mannigfaltigheit eine skalare Grope 
(oder schlechtweg eine Grofe) und ihre Elemente Werte dieser Grope, wenn 


*) Aus dem Russischen iibersetzt von D. Schor mit den vom Verfasser ge- 
nehmigten Verinderungen. 

**) Diese Theorie habe ich in den Jahren 1895—6 der mathematischen Ab- 
teilung der Neurussischen Naturforscher-Gesellschaft (in Odessa) vorgelegt und nach- 
her dieselbe dem X. Kongre8 der Russischen Naturforscher und Arzte (in Kieff) im 
Jahre 1898 mitgeteilt. Eine Notiz iiber den letztgenannten Vortrag befindet sich in 
den Berichten dieser Versammlung abgedruckt. Im Zusammenhang gab ich damals 
eine Theorie der Flichenmessung in der Ebene, welche mit der von D. Hilbert im 
Jahre 1899 in seinen ,,Grundlagen der Geometrie“ veréffentlichten identisch ist. 

**) M. Dehn. Ueber den Rauminhalt; Math. Ann. Bd. 55. 
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fiir diese Elemente durch ein bestimmtes Vergleichungskriterium festgesetat 
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ist, dap 

1) Zwischen zwei beliebigen Elementen a und b der Mannigfaltigkeit 
wenigstens eine der drei Bezeichnungen a = b; a>b; a <b besteht. 

2) Ist a=b, so ist nicht a> b. 

3) Ist a=b, so ist nicht a<b. 

4) Es ist a=a. 

5) Wenn a = b ist, so ist auch b=a. 

6) Wenn a=b und b=c, so ist auch a=c. 

7) Wenn a>b und b>, so ist auch a> ce. 

8) Wenn a<b und b<e, so ist auch a < c*). 

Es fragt sich nun, ob die Voraussetzung, daB der Rauminhalt eine 
GréBe in diesem Sinne darstellt, als ein neues Axiom ausgesprochen werden 
muB oder ob dieser Satz sich aus den Axiomen der Euklidischen Geometrie 
ohne Grenzbetrachtungen ableiten laiBt. Es trifft in der Tat das letzte zu 
und in dem vorliegenden Artikel wollen wir einen dazu nétigen Beweis 
geben. 

2. Sei ABCD ein Tetraeder; wir bezeichnen die von den Eckpunkten 
A, B, C, D auf die gegeniiberliegenden Flichen gefillten Senkrechten 
resp. mit h,,h,,h,, h,; die Flachen- 
inhalte dieser Dreiecke sollen resp. 
a,b, c,d heiBen. Weiter bezeichnen 
wir mit mw eine positive Konstante, 
deren numerischer Wert im Spiteren 
festgesetzt werden soll. 

Satz 1. Nun wollen wir zeigen, 
dag der Wert des Produktes 


wah, 
unverdndert bleibt, wenn man anstatt a 
emen beliebigen der Buchstaben b, c, d 
setat, d. h. dap die Gleichungen 

wah, = wbhh, = uch, = wdh, 
gelten. 

Zu diesem Zwecke konstruieren wir die Héhen AA, =h, und 
BB, = h, (s. Fig. 1). Weiter fallen wir von den Punkten A, und B, die 
Senkrechten A,A,, und B,B,, auf die Kante DC, lings welcher die beiden 








*) Ich habe in einer Sitzung der mathematischen Abteilung der Neurussischen 
Naturforscher-Gesellschaft gezeigt, daB diese acht Postulate von einander logisch 
unabhiingig, widerspruchslos und hinreichend sind. Dieser Vortrag wird demnichst 
im Druck erscheinen. 
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Flaichen a und 6 zusammenstoBen, und ziehen die Strecken AA,, =h,’ 
und BB, =h,. Dann sind die Dreiecke AA,A,, und BB,B,, ahnlich 
und folglich ist as ge ae ed 


Multipliziert man die beiden Seiten dieser Gleichung mit ; uCD, unter 


Beriicksichtigung der Beziehungen a = ; h,-CD und b= = h,'-CD, so 
erhalt man die gesuchte Relation: 
wah, = wbh,. 
Auf analoge Weise folgt, daB auch 
wah, = wch,=udh, ist. 
Definition 2. Das Produkt wah,, welches sich von der Wahl der 
‘etraederecke als unabhiingig erwiesen hat, nennen wir die Invariante des 
Tetraeders und bezeichnen es mit J(ABCD). 

2. Fundamentalsatz. Bei jeder beliebigen Zerlegung eines Tetraeders 
in Teiltetraeder ist die Summe der Invarianten der so erhaltenen Teiltetraeder 
gleich der Invariante des urspriinglichen Tetraeders. 

Um den Beweis dieses Satzes méglichst iibersichtlich zu gestalten, 
betrachten wir zunichst eine Reihe von Spezialfiallen der Tetraederzer- 
legungen. 

Zerlegungsart I. Wir zerlegen eine Flache, z.B. DBC (s. Fig. 2) 
des vorliegenden Tetraeders in eine endliche Anzahl » von Dreiecken, und 
verbinden die Ecken der 
letzteren mit dem Scheitel- 
punkt A. Die so erhaltenen 
Teiltetraeder haben einen 
gemeinsamen Eckpunkt A 
und die demselben gegen- 
iiberliegenden Flachen lie- 
gen in einer Ebene DBC 
(in der Fig. 2 ist der Uber- 


A 





ee a sichtlichkeit halber nur 
Sane. & ail ein solches Teiltetrader 
: P gezeichnet). 





Es ist ganz evident, 
da8 in diesem Spezialfall 
die Invariante des Tetraeders gleich der Summe der Invarianten ¢,, #,, --- ¢ 
aller Teiltetraeder ist. 

Korollar 1. Diese Zerlegungsart enthilt als Spezialfall (namlich 
fiir n= 2) die Zerschneidung des Tetraeders durch eine Ebene, welche 
durch eine seiner Kanten hindurchgeht. 


Fig. 2. 
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Zerlegungsart IJ. Wir kénnen das Tetraeder A BCD so zerschneiden, 
daB die simtlichen Ecken der Teiltetraeder auf den drei an denselben 
Scheitel anstoBenden Kanten liegen, z. B. auf den Kanten AB, AC und AD. 

Dabei liegen auf der Fliche BCD auBer den Punkten B, C, D keine 
weiteren Eckpunkte der Teiltetraeder; und folglich ist die Flache BCD 
eine Seitenfliche eines der Teiltetraeder, 
etwa des Tetraeders P,; die vierte 
Ecke EF dieses Teiltetraeders mége auf 
der Kante AB liegen (s. Fig. 3). 

Wir kénnen also die Zerlegung 
in x Teiltetraeder in der Weise erhalten, 
daB wir zuerst das Tetraeder A BCD 
durch eine Ebene, welche durch eine 
Kante (wir haben DC gewihlt) hin- 
durchgeht, in zwei Tetraeder 


EDBC =P, wd ADCE=P; 


n 





zerlegen, und alsdann ADCE aut 
gleiche Weise in » — 1 Teiltetraeder 
zerschneiden. 

Da aber die Zerschneidung des ABCD in P, und P; mit Hilfe 
einer durch eine Kante gehenden Ebene geschieht, so ist nach Korollar 1 
J(ABCD) = J(P,) + J(P;). 

Wenn nx = 2 ist, so sind P, und P, schon die Teiltetraeder von ABCD, 
und der Satz gilt also in diesem Fall. Ist aber » > 2, so beweisen wir 
durch den Schlu8 von » — 1 auf m seine Allgemeingiiltigkeit. 

Zerlegungsart III. Wir zerlegen jetzt das gegebene Tetraeder in 
Teiltetraeder 





P,, P,,-++ P,,-++P 


m?" n 
nach der Zerlegungsart I. Jedes dieser Teiltetraeder P,, wird seinerseits 
in weitere Teiltetraeder nach der Zerlegungsart II zerschnitten; diese 
letzten Teiltetrader von P,, bezeichnen wir mit 


yh) (2) (8m) 
Pro Pr, ” ial Pn - 
Dann haben wir einerseits 
J(ABCD) = J(P,) + H(P,) +--+ IP), . 
anderseits 


k=%, k=8 k=8, 


I(P,) = >'I(v), I(P:) => (oP), + WP) =o), 
k=1 k=1 k= 
und folglich 
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n k=S&y 


J(ABCD) = 5) >) I (v®); 
a=1 k=1 


d. h. die Invariante des Tetraeders ABCD ist gleich der Summe der 
Invarianten der Teiltetraeder. 

Wir kénnen auf diesen so erledigten Fall den allgemeinsten iiber- 
haupt médglichen Fall der Tetraederzerlegung zuriickfiihren. Aber bevor 
wir es tun, miissen wir noch eine Zerlegungsart kennen lernen, welche 
wir als Zerlegung mit Hiilfe der Zentralprojektion bezeichnen wollen. 

Zerlegungsart IV. (Zerlegung mit Hiilfe der Zentralprojektion.) 
Wir nehmen im Raume einen Punkt 0, welcher entweder auferhalb des 
Tetraeders ABCD liegt oder mit einer seiner Ecken, z. B. mit A zusam- 
menfalit, und projizieren ABCD vom Punkte O aus auf eine Ebene P, 
welche von jedem der Strahlen O.A, OB, OC, OD in einem Punkte getroffen 
wird. Die so erhaltenen Projektionen a, b, c, d der Tetraederecken 
A, B, C, D kénnen nicht alle zugleich auf einer geraden Linie liegen, 
da A, B, C, D nicht einer und derselben Ebene angehéren. Daher ist die 
von den Projektionen der Kanten des Tetraeders A BCD gebildete Figur im 
allgemeinen (die Spezialfille, die dabei eintreten kénnen, werden unten 
ausfiihrlich behandelt) ein Viereck mit seinen zwei Diagonalen, welche 
dasselbe in Dreiecke zerlegen. 

Wir zerlegen nun jedes dieser letzten Dreiecke auf beliebige Weise 
in weitere Teildreiecke, deren Gesamtzahl » sein soll. Die Ecken dieser 
Teildreiecke (in unseren Figuren ist immer nur ein solches Dreieck q 
gezeichnet) verbinden wir mit dem Projektionszentrum O, wodurch n 
Tetraeder Og,, Oq,,--- Og, entstehen*), die einen gemeinsamen Scheitel- 
punkt O haben, und deren Grundflaichen q,, q,,---q, die samtlichen Teil- 
dreiecke der Projektionsfigur abcd sind. Wenn O mit.A zusammenfiillt, 
so zerlegen die Kanten der Tetraeder Og,, Og,,--- Og, das urspriingliche 
Tetraeder 4 BCD in n Teiltetraeder. Wenn O dagegen von A verschieden 
ist, so teilen die Kanten von Og,, Oq,,--- Oq, das Tetraeder ABCD in 
eine Anzahl abgestumpfter Tetraeder, zu denen im speziellen die viereckigen 
Pyramiden und die vollstindigen Tetraeder hinzutreten kénnen. Viereckige 
Pyramiden kommen dann vor, wenn ein Eckpunkt des entsprechenden 
Dreiecks q, auf eine der Geraden ab, ac,--- fallt; vollstindige Tetraeder 
erscheinen, wenn zwei Ecken des Dreiecks q auf eine der genannten Ge- 
raden fallen. 

Die abgestumpften Tetraeder und die viereckigen Pyramiden zerlegen 
wir jedes Mal in drei bezw. zwei vollstiindige Tetraeder dadurch, daB wir 


*) Wir bezeichnen ein Tetraeder mit der Spitze O und der Grundflaiche f mit Of. 
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in jeder der viereckigen Seitenflichen je eine Diagonale ziehen. Durch 
diese letzten Zerlegungen erhalten wir keine neuen Tetraederecken. 

Die auf diese Weise gewonnene Zerlegung des Tetraeders in Teil- 
tetraeder nennen wir Zerlegung mit Hiilfe der Zentralprojektion. 

Nun wollen wir die verschiedenen Fiille der Zerlegung mit Hiilfe der 
Zentralprojektion naher auseinandersetzen. 

Fall a. .O fallt mit A zusammen. Dieser Fall ergibt nichts anderes, 
als die erste Zerlegungsart. Vgl. Fig. 2. 

Fall p. O liegt auf der Verlingerung einer der Kanten, z. B. DA 
(s. Fig. 4). Die Projektionspunkte @ und d fallen zusammen und wir 
haben auf der Ebene P ein Dreieck abc. Wir bezeichnen die durch die oben 
angegebene Konstruktion erhaltenen 
Grundfliichen der abgestumpften Te- 
traeder (ev. der viereckigen Pyramiden 
und der vollstindigen Tetraeder), 
welche durch die Projektion q,, auf 
die Flichen DCB bezw. ACB ent- 
standen sind, resp. mit Y,, und Qn; 
die Tetraeder, welche durch die Zer- 





legung dieser abgestumpften Tetraeder a 
erhalten werden, bezw. durch 
my Dm Pn 
1 ? P ? P P 





Dann ist die Invariante von ABCD 
gleich der Summe der Invarianten 
aller p. Denn jedes Tetraeder OQ,, zerfiallt in héchstens vier Teiltetraeder 
OQrm; Pny Pmy Pm, Geren simtliche Ecken auf den drei an eine Spitze O 
anstoBenden Kanten liegen, d. h. jedes OQ,, wird nach der Zerlegungsart II 
zerschnitten. Also ist: 


J(0Q) = I(OQn) + F(p1) + S(pr’) + I(r"), 
J(OQ.) = T(OQr2) + I pz) + I(ps’) + I(p2"), 


Fig. 4. 


T(GQn) = I(OQin) + Twn) + I (va) + F(a"). 
Indem wir diese Gleichungen zu einander addieren und bemerken, dab 


(vgl. die Zerlegungsart I, 8. 498) einerseits 
J(0Q,) + J(0Q) +---+ J(0Q,) = J(OBCD), 


anderseits 


J(0Q:) + J(OQrs) +++ + I(OQrn) = J(OBCA) ist, 
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finden wir 


J(OBCD) = J(O BCA) +>’ [J (pn) + JT (pr) + F(p.”)). 
n=1 
Weiter wird das Tetraeder OBCD durch die Ebene ABC in zwei Tetra- 
eder OA BC und ABCD zerlegt, folglich gilt (nach Korollar 1, vgl. S. 498) 
J(OBCD) = J(OABC) + J(ABCD). 
Die letzten zwei Gleichungen ergeben schlieBlich: 


J(ABCD) = S[I(pi) + Ive’) + Iwi’ 
n=1 
_ also ist unser Satz auch fiir diesen Fall bewiesen. 
Fall y. O liegt auerhalb des Tetraeders auf einer seiner Begrenzungs- 
ebenen, z. B. auf der Ebene ABD 
(s. Fig. 5). 
Dann liegen die Projektionen 
a, b, d der Ecken A, B, D auf einer 
Geraden; also eine von ihnen, sie sei 
a, liegt zwischen den beiden anderen; 
d, b und ¢ bilden dabei ein Dreieck, 
welches durch die Gerade ac in zwei 
Teildreiecke ade und abe zerlegt wird. 
whee Dementsprechend teilt die Ebene Oac 
“ee P das Tetraeder ABCD in zwei Teil- 
tetraeder AA,BC und AA,CD; und 
da diese Ebene durch die Kante AC 
geht, so haben wir nach Korollar 1 (s. S. 498) 
J(ABCD) = J(AA,BC) + J(AA,CD). 

Da aber O auf der Verliingerung der Kante A, A liegt, so ist nach dem 
Fall 6 (s. S. 501) 


2 








Fig. 5. 


J(AA, BC) = >’ I(p,) 


und 
J(AA,CD) = DI I(p,); 

Wo p, resp. p, samtliche Teiltetraeder sind, in welche nach der oben an- 

gefiihrten Methode die Tetraeder AA,BC bezw. AA,CD zerlegt werden. 
Diese letzten drei Gleichungen ergeben nun 
J(ABCD) = >’ (p), 

wo p samtliche Teiltetraeder von ABCD sind. 














~ wm ke ~ 




















Uber den Rauminhalt der Polyeder. 503 


Fall 6. Wenn O auf keiner der Begrenzungsflichen des Tetraeders 
ABCD liegt, so liegen keine drei Projektionspunkte a, b, c, d der Ecken 
A, B, C, D auf einer geraden Linie. Wir 
wollen zuniichst den Fall betrachten, daf ry) 
einer dieser Punkte (sagen wir a) in das 
Innere des von den drei anderen gebildeten 
Dreiecks (bed) fillt (s. Fig. 6). 

Die Verbindungslinien ab, ac, ad 
zerlegen das Dreieck dbe in drei Teil- 
dreiecke, und dementsprechend wird das 





. ‘ 
‘ 
‘ % ‘ 
: e 5 . 
dgz-----------4-f.--.-- es 





Tetraeder ABCD in drei Teiltetraeder ae it aap 
AA, BC, AA,BD wd AA,CD fees Hf 

zerschnitten, was einen Fall der ersten baal Pp 

Zerlegungsart (s. oben 8. 498) darstellt; nis 

daher ist 


J(ABCD) = J(AA, BC) + J(AA,BD) + J(AA, CD). 


Wenn wir jetzt, wie oben, die Dreiecke abd, abc und acd in Teil- 
dreiecke zerteilen, auf die entsprechenden Teiltetraeder zuriickprojizieren 
und die auf oben angegebene Weise erhaltenen Teiltetraeder der Tetraeder 
AA, BC, AA,BD wnd AA,CD mit p, resp. p,, p, bezeichnen, so erhalten 
wir drei Gleichungen: 


J(AA, BO) = >'I(p,), (AA, BD)= 'I(p,), (AA, CD) = >'I(n») 


da O auf dem Strahl AA, liegt, d. h. es liegt hier jedesmal der Fall 6 vor. 
Diese letzten vier Gleichungen ergeben nun 


J(ABCD) = >) J(p), 


wo p samtliche Teiltetraeder von ABCD sind. 

Fall «. Wenn schlieBlich abermals O in keiner der Begrenzungs- 
fltichen des Tetraeders ABCD liegt, aber jede der Projektionen a, b, c, d 
auBerhalb des Dreiecks fiillt, das von den iibrigen Projektionspunkten 
gebildet wird, so ergeben die Projektionen der Kanten des Tetraeders ein 
konvexes Viereck mit seinen zwei Diagonalen. Dieses Viereck wird durch 
seine Diagonalen in vier Dreiecke mac, mbd, mbc, mad (s. Fig. 7) 
geteilt. 

Die Ebene Oab teilt das Tetraeder ABCD nach der ersten Zer- 
legungsart (s. Korollar 1 auf S. 498) in zwei Teile, so da® wir haben 


J(ABCD) = J(AMBD) + Jd(AMBC), 
wo M der dem Schnittpunkte m der Diagonalen ab und cd entsprechende 
Punkt ist. 
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Wenn wir jetzt die schon oft angewandte Konstruktion ausfiihren, 
indem wir jedes Dreieck mac, mbd, mbc, mad in Teildreiecke zerlegen 
und auf die Seiten des Tetraeders ABCD zuriickprojizieren, so zerfallen 
die Tetraeder AMBC und AMBD jedes in Teiltetraeder, die allgemein 
p, bezw. p, heiBen mégen. Da nun 
dabei O in der Ebene AMB liegt, 
so gelten nach Fall y (s. 8. 502) die 
Gleichungen 


J(AMBC) = >) I(p,) 


ce) 
rs 








und 
8 see J(AMBD) = >" I(p,). 
' : ; | Folglich ist auch in diesem Falle 
a! P J(ABCD) -» J(p). 
Fig. 7. Auf solche Weise haben wir den 


Beweis des Satzes erbracht, daB bei 
jeder Zerlegung eines Tetraeders durch die Zentralprojektion die Summe 
der Invarianten der Teiltetraeder gleich der Invariante des ganzen Tetra- 
eders ist. 

Aus den genannten vier Zerlegungen lift sich nun die allgemeinste 
Zerlegung zusammensetzen, wodurch dann unser Fundamentalsatz (s. 8. 498) 
bewiesen ist. 

Sei naimlich ABCD ein Tetraeder und P,, P,,---P,,,--- Py, die 
Teiltetraeder, welche durch eine beliebige Zerlegung des ersteren entstanden 
sind. Wenn wir jetzt alle diese Tetraeder vom Punkte A aus auf die 
Flache BCD projizieren, so iiberdecken sich ihre Projektionen, welche 
notwendig saimtlich ins Innere des Dreiecks BCD fallen, im allgemeinen 
gesprochen, vielfach und zerlegen einander in Vielecke. Indem wir diese 
Vielecke in Dreiecke zerlegen und ihre Ecken mit A verbinden, zer- 
schneiden wir jedes Tetraeder P,,(m = 1, 2,---k) in eine Zahl abgestumpfter 
Tetraeder (ev. viereckiger Pyramiden und vollstiindiger Tetraeder), die 
in bekannter Weise ihrerseits in weitere Teiltetraeder zerlegt werden. Da 
die auf solche Weise erhaltene Zerlegung jedes Teiltetraeders P,, in 


weitere Teiltetraeder, welche p’ , p” ,--- pm) heiBen mégen, mit Hiilfe der 


” 


m?° 
Zentralprojektion vorgenommen wurde — denn jedes Projektionszentrum 
liegt auBerhalb eines jeden der Tetraeder, nur diejenigen mit der Ecke A 
ausgenommen — so ist 


J (P,,) =F (v,,) + I(r) +++ + JF (perm). 
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ren, Wenn wir jetzt m successive die Werte 1, 2,---k geben, erhalten wir k 
gen solche Gleichungen, welche addiert die folgende ergeben: 
llen 
2 m= 1,2,---k 
en > I(Pn) = > I(v?) ( ¢ == 1, 2,-- teal F 
nun 
ogt, Anderseits aber sondert jedes Tetraeder Ag, wo q ein Teildreieck von 
die BCD ist, aus der Gesamtheit der Teiltetraeder p eine Reihe aus, und 
| jedes Tetraeder dieser Reihe kommt in der obigen Summe ein und nur 
. einmal vor. Dabei liegen alle Ecken dieser letzten Teiltetraeder auf den 
| drei an A anstoBenden Kanten des zugehdrigen Tetraeders Aq, d. h. Ag 
wird durch diese Reihe von Tetraedern p nach der Zerlegungsart II 
(s. 8.499) zerlegt; weiter ist das ganze Tetraeder ABCD auf die erste 
Art in Tetraeder Ag zerlegt (s. 5.498), so daB es nach der dritten Zer- 
legungsart (s. $8. 499) in Teiltetraeder p zerschnitten worden ist. 
Nun ist es klar, da® dieser Komplex von Tetraedern p mit dem 
Komplex p, wo ¢=1,2,---,; m=1, 2,---k ist, tibereinstimmt. 
| Folglich ist 
len : w) (M=1,2,-+-% 
bei ‘ J(A BCD) = >' Ivf ( t= 1, 2, eee a ? 
mn was mit der obigen Gleichung kombiniert den gesuchten Beweis des 
| Fundamentalsatzes liefert: 
m=k 
ste T/ Y as 7 
on J(ABCD) = p2 J(P,,). 
die 3. Satz 3. Wenn ein Polyeder Q auf verschiedene Weise in eine Anzahl 
len von Tetraedern zerlegt wird, so ist bei jeder Zerlegung die Summe der In- 
die varianten der Teiltetraeder die gleiche. 
he Denn gesetzt, es ist uns gelungen das Polyeder Q einmal in m 
en Teiltetraeder Q,, Q.,--- Q,,, ein andres Mal in » Teiltetraeder q,, q.,-- - ¢,, 
age zu zerlegen; dann konstruieren wir ein Tetraeder P, welches das Polyeder 
er- Q enthilt, und zerlegen das Polyeder, das begrenzt ist einerseits durch 
ter die Oberfliiche des Polyeders @ und anderseits des Tetraeders P, auf 
lie irgend welche bestimmte Weise in Teiltetraeder p,, p,,---. Damit erhalten 
Da wir zwei Zerlegungen des Tetraeders P: 
“ 1) Q, Qs, ae Qms Pr» Por ** "> 
ii 2) iy Gar Any Pry Par °° %5 
A und nach dem oben Erwiesenen gelten die Gleichungen: 
I(P) = F(Q) + JQ) +» + ICQ) + I(r) + ICDs) ++ 
IP) = T(u) + IW) ++ + T@) +I) +I) +25 
Mathematische Annalen. IVIL. 33 
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aus welchen ohne weiteres folgt, daB 


F(Q) + (Qs) + +> + I(Qn) = IG) + IG) ++ >> + IG); 

w. z. b. w. 

Definition 3. Die konstante Summe der Invarianten der Teiltetraeder, 
in welche ein Polyeder geteilt wird, wollen wir seine ,, Invariante“ nennen. 

Satz 4. Wie man auch ein Polyeder Q in Teilpolyeder Q,, Q:,--- 
zerlegen mag, die Invariante von Q ist immer gleich der Summe der In- 
varianten der Teilpolyeder Q,, Q:,--- 

Zerlegen wir 


Q, in eine Reihe von Tetraedern q,,17,,5,,°--, 


Q» ” ” ” ” ” 92> V2, Sg,°**) 


Damit wird auch das Polyeder Q in Tetraeder q,, 7,,5,,-+ +; Go) 9) Sa) ° °° 
zerlegt, so da wir erhalten: 


J(Q1) = A(H) + J) + J) +--- 
J(Q2) = FG) + J (%2) +S (%)+--- us 
Durch die Addition dieser Gleichungen bekommen wir dann den Beweis 
unseres Satzes: 
’ J(Q,) + (GQ) +--- =JS(Q). 

4. Es sollen noch folgende Siitze angefiihrt werden, deren Beweise 
ihrer Einfachheit halber an dieser Stelle itihergangen werden kénnen. 

Satz 5. Die Invarianten zweier Polyeder, die aus einer und derselben 
Anzahl resp. kongruenter Polyeder zusammengesetzt sind, sind gleich. 

Satz 6. Wenn, wie vorausgesetet, die Konstante u eine positive Zahl 
ist, so ist die Invariante eines Polyeders immer griper, als diejenige seines 
Teiles. 

Satz 7. Zerlegt man ein Polyeder M auf eine beliebige Weise in Teil- 
polyeder und setzt diese zu einem neuen Polyeder M, zusammen, so ist 

J(M) = J(M,). 

Bezeichnen wir mit M, (bezw. N,) ein Polyeder, welches durch irgend 
welche Zerlegung des Polyeders M (bezw. N) im Stiicke und beliebige 
Zusammensetzung derselben entsteht, so haben wir: 

Satz 8. Sind M, und N, einander kongruent, so kann keines der 
Polyeder M, N einen Teil des anderen bilden. 

Satz 9. Wenn N, ein Teil von M, ist, so kinnen die Polyeder M und 
N nicht kongruent sein und M kann nicht ein Teil von N sein. 

5. Nachdem wir in den vorangehenden Paragraphen ein Vergleichungs- 
kriterium fiir die Polyeder aufgestellt haben, wenden wir uns jetzt zum 








id 


re 
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eigentlichen Ziel dieses Aufsatzes, zur Untersuchung des Verhiiltnisses 
zwischen dem Begriff ,.Rauminhalt“ und dem allgemeinen GréBenbegriff. 

In den Lehrbiichern werden folgende Definitionen der Begriffe ,,gleich“, 
kleiner“, ,gréBer“ in Bezug auf die Rauminhalte gegeben, ev. still- 
schweigend vorausgesetzt: 

a) Die Polyeder M und N haben gleiche Inhalte, wenn es ein Paar 
mgehérige Polyeder M, und N, (die Bezeichnung ist hier dieselbe, wie 
in 4., vgl. 8.506) gibt, welche einander kongruent sind; 

b) der Inhalt M ist > als derjenige von N, wenn es ein solches Paar 
M,, N, gibt, daB N, einem Teil von M, kongruent ist; 

c) der Inhalt M ist < als derjenige von N, wenn es ein Paar M,, N, 
gibt, so daB M, ein Teil von N, bildet. 

Aus den Siitzen 8 und 9 folgt, daB® diese Definitionen zulissig sind, 
insofern als sie den allgemeinen Definitionen der Begriffe ,gréfer“, ,, kleiner“, 
ygleich* (s. oben 8.497) nicht widersprechen; d. h. es kann nicht vor- 
kommen, daf zwei Polyeder M und N auf Grund dieser Definitionen 
gleichzeitig mehr als eine der Beziehungen 


Inh. M = Inh. N, Inh. M > Inh. N, Inh. M < Inh. N 


befriedigen. Die Definitionen a), b), c) erfiillen somit die Forderung, 
da8 eine Disjunktion der Begriffe gleich“, ,gréBer“, ,,kleiner“ stattfindet. 
Jedoch ist diese Disjunktion keine vollstiindige, d. h. man kann zwei 
Polyeder M und N angeben von der Beschaffenheit, daB weder zwei zu- 
gehérige Polyeder M, und N, kongruent sein kénnen, noch ein Polyeder 
M, ein Teil eines Polyeders N, oder umgekehrt sein kann. Daher fiigt 
man in der iiblichen Darstellung der Lehre vom Rauminhalte noch eine 
Definition hinzu, welche lautet: 

d) Wenn ein Polyeder P in zwei Teile M und m zerlegt wird, ein 
anderes ihm kongruentes Polyeder Q in Teile N und , und wenn m und 
n einander kongruent sind, so sind die Rauminhalte von M und N einander 
gleich. 

Da aber die Annahme dieser letzten Definition d) die Begriffe ,gleich“, 
ygroBer“, kleiner“ in Bezug auf die Rauminhalte der Polyeder doch nicht 
volistiindig disjunkt macht*), so benutzt man noch eine fiinfte Definition 
der Gleichheit zweier Rauminhalte, welche auf dem Grenzbegriffe beruht. 

Wir lassen hier die Frage nach der gegenseitigen Widerspruchs- 
losigkeit dieser fiinf Definitionen auBer acht, da die oben bewiesenen 
Siitze uns in Stand setzen, solche Definitionen der Begriffe _,,gleich“, 
ygroBer“, ,,kleiner“ in Bezug auf die Rauminhalte der Polyeder zu geben, 
daB dabei der Begriff ,,.Rauminhalt“ eine GréBe wird, im Sinne der am 


*) Dehn, l. ¢. 


33* 
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Anfang dieses Aufsatzes (s. oben Definition 1, 8. 496—497) aufgestellten 
Definition. 

Um eine genaue Ubereinstimmung mit der iiblichen Theorie zu erzielen, 
wahlen wir den Wert der willkiirlichen Konstante u, welche in dem Aus- 
druck der Invariante J(A BCD) = uah, jedes Polyeders eintritt, so, daf 
die Invariante des Wiirfels mit der Kante 1 gleich der Einheit sein wiirde. 
Hieraus ergibt sich 


— 


deat a 

Jetzt geben wir folgende Definition: 

A. — Inh. M = Inh. N, wenn J(M) = J(N). 

B. — Inh. M> Inh. N, wenn J(M)>J(N). 

l. — Inh. M < Inh. N, wenn J(M) < J(N). 

A. — Als Zahlenwert des Rawminhaltes eines Polyeders soll der Zahlen- 
wert seiner Invariante gelten. 

Die ersten drei dieser Definitionen A, B, [ stellen eine vollstindige 
Disjunktion der Begriffe gleich“, ,gréBer“, kleiner“ fest, was aus dem 
Obigen ohne weiteres folgt. Wir kénnen leicht zeigen, daB unser Ver- 
gleichungskriterium den sechs Bedingungen der Definition 1 (s. 8. 496—497) 
Geniige leistet. 

Bei Annahme dieser Definitionen A, B, [, A werden weiterhin: 
erstens, die Rauminhalte zweier kongruenter Polyeder einander gleich; 
zweitens, der Rauminhalt eines jeden Polyeders, das nicht in eine ebene 
Figur ausartet, von Null verschieden; drittens, der Inhalt des Ganzen wird 
gréBer, als derjenige seines Teiles; viertens, der Rauminhalt der Summe von 
Polyedern wird gleich der Summe der Rauminhalte von allen Summanden; 
und schlieBlich fiinftens, kraft der Definition A werden die Zahlenwerte 
der Rauminhalte mit denjenigen Zahlenwerten in Ubereinstimmung sein, 
welche die gewohnliche Theorie ableitet. 

Daraus folgt, daB die Lehre vom Rauminhalte der Polyeder in der 
Euklidischen Geometrie von drei Dimensionen ohne Benutzung des Grenz- 
begriffes aufgebaut werden kann. 
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I. Einleitung. 


Mit dem Begriff der Funktion ist das Postulat der numerischen Be- 
rechnung der Funktionswerte fiir irgendwelche Werte der unabhiingigen 
Variabeln gegeben. Da aber die vier elementaren Spezies der Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division, oder streng genommen nur die 
ersten drei derselben, die einzigen numerisch ausfiihrbaren Rechnungs- 
arten, alle andern aber nur insoweit durchfiihrbar sind, als sie sich auf 
diese zuriickfiihren lassen, so folgt hieraus, daB® wir simtliche Funktionen 
nur insoweit numerisch beherrschen, als sie sich durch rationale Funk- 
tionen ersetzen, d. h. angenihert darstellen lassen. Hieraus erhellt die 
groBe Bedeutung der Anniherungsprobleme fiir die gesamte Mathematik 
und die ausgezeichnete Stellung, die die Probleme der Anniherung durch 
rationale oder ganze rationale Funktionen einnehmen. In der Tat setzt, 








*) Diese Arbeit ist ein Auszug aus der Inaugural-Dissertation des Verfassers, 
Géttingen 1902. 
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wenigstens fiir die numerische Berechnung, jede Anniherung durch andere, 
z. B. trigonometrische, Funktionen die anniherungsweise Ersetzbarkeit 
dieser Funktionen durch rationale voraus. 

Die simtlichen Probleme der Anniherung kénnen wir von verschie- 
denem Gesichtspunkt aus einteilen. Die verschiedene Natur der anzundhern- 
den Funktion, die entweder stetig sein, oder auch aus diskreten Wertepaaren 
bestehen kann, laiBt die eigentlichen Anniherungsprobleme und die Inter- 
polationsprobleme unterscheiden. Ferner kénnen wir einteilen nach der 
Art der anniihernden Funktion, die ein Polynom, eine rationale oder eine 
transcendente Funktion sein kann. Vor allem aber kénnen wir nach der 
Natur der Anniiherung selber, d. h. nach dem Gesichtspunkt, von dem aus 
die gesuchte Funktion als die am besten anniihernde betrachtet werden soll, 
verschiedene Gruppen von Problemen unterscheiden. Es kann ein bestimmter 
Punkt bevorzugt und hier z. B. in der Ubereinstimmung méglichst vieler 
Ableitungen das Kriterium der besten Anniherung gesehen werden, wie 
dies bei den abgebrochenen Potenzreihen und Kettenbriichen der Fall ist. 
Es kann aber auch ein ganzes Intervall gleichberechtigt erscheinen. Dann 
kénnen entweder alle gemachten Fehler gleichmaBig beriicksichtigt werden, 
indem verlangt wird, daB die Summe ihrer absoluten Betriige, die Summe 
ihrer Quadrate u. s. w. méglichst klein sei. Dies fiihrt, wenn die anzu- 
nahernde Funktion stetig ist, auf ein Problem der Variationsrechnung. 
Oder aber, es kann gefordert werden, da der grépte Fehler, der bei der 
Ersetzung der anzunaihernden Funktion durch die annihernde gemacht 
wird, méglichst klein sei. 

Dies letzte Kriterium wurde zuerst von Poncelet aufgestellt und von 
Tchebychef*) systematisch ausgearbeitet. 

Vergleichen wir diese Methode mit der gewéhnlichen, nach der Potenz- 
reihen nach einer endlichen Anzahl Glieder abgebrochen. werden, so leuchtet 
sofort ein Vorzug der Tchebychefschen Methode ein: Jede Anniherung 
hat nur Sinn in einem endlichen Intervall, und in einem solchen erfiillen 
die abgebrochenen Pétenzreihen keine Minimalbedingung. Die Tcheby- 
chefsche Methode hat dagegen den Nachteil, daB bei ihr der Grad der 
annihernden Funktion fest vorgeschrieben sein mu, es also nicht, wie 
bei den Potenzreihen, méglich ist, durch Erhéhung des Grades mit Be- 
nutzung des vorangegangenen Resultates eine Besserung der Annaherung 
zu erzielen. 

Im folgenden soll die von Tchebychef fiir Funktionen einer Variabeln 
aufgestellte Theorie auf Funktionen mehrerer Variabeln iibertragen werden. 





*) Tchebychef, Oeuvres complétes, herausgegeben von Markoff und Sonin, Sur 
les questions de minima qui se rattachent a la représentation approximative des 
fonctions und Theorie des mécanismes connus sous le nom de parallelogrammes. 
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Dabei soll nicht, wie bei Tchebychef, von der Anniherung stetiger Funk- 
tionen, sondern vom Interpolationsproblem ausgegangen werden, wodurch 
die ganze Theorie eine andere Gestalt gewinnt. 

Im nichsten Abschnitt werden wir uns das Wesentliche des Ver- 
fahrens durch einige anschauliche wenn auch nicht strenge Erwigungen 
klar zu machen haben, in den folgenden Abschnitten folgt dann der ab- 
strakte und strenge Beweis. 


Die vorliegende Arbeit ist aus einem Vortrag im Seminar des Herrn 
Professor Hilbert entstanden. Auch weiterhin hat ihr Herr Professor 
Hilbert sein freundliches Interesse bewahrt und seine Ratschliige waren 
mehrfach von durchgreifendem Erfolg begleitet. Ich sage ihm dafiir auch 
an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank. 


II. Die Grundgedanken der Theorie. 


Unter einer Tchebychefschen Anniherung einer beliebigen gegebenen 
Funktion g(x) durch ein Polynom n Grades f,(”) in einem gegebenen 
Intervall verstehen wir die Anniherung durch diejenige Funktion /f,(z), 
die das Maximum von 

Ifn(@) — 9) | 
im gegebenen Intervall méglichst klein macht. Es sei das Maximum des 
absoluten Retrages der Differenz ,Abweichung“ genannt und mit L be- 
zeichnet; es ist dann ZL eine Funktion der Koeffizienten von /,,(x) 


L= L(y, My°* *y Pn) 
f, (2) = p,x" + p,_1x"—* fos} Po- 


Die p sollen so bestimmt werden, daB LZ ein Minimum wird. 

Man iiberzeugt sich leicht von der Existenz dieses Minimums. L ist 
eine stetige Funktion der p. Denn eine geniigend kleine Anderung der p 
hat an jeder Stelle des Intervalls eine beliebig kleine Anderung von f,(z), 
daher auch des Maximums von 

|f.(%) — p(a) | 
zur Folge. Hierbei braucht Stetigkeit von (x) nicht vorausgesetzt zu 
werden, nur Hindeutigkeit und Endlichkeit von g(x) miissen wir ver- 
langen, damit die Definition von Z ihren Sinn nicht verliert. Hingegen 
wollen wir Fille, in denen g(x) fiir endliche Teile des Intervalls nicht 
definiert ist, nicht ausschlieBen. 

Stetige Funktionen nehmen im Endlichen stets ihr Minimum an, wir 
haben demnach nur das Unendliche auszuschlieBen. Es ist zu zeigen, 


| 
wenn etwa 
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daB LZ beliebig gro® wird, wenn eins der Argumente p iiber alle Grenzen 
wichst. Dies kénnen wir statt von ZL auch von dem Maximum von 
|f,(z)| nachweisen, da dies sich ja nur um eine endliche GréSe, deren 
gréBter méglicher Betrag bekannt ist, von LZ unterscheidet. Betrachten 
wir die Wurzeln von z+! + f,(~) = 0, so wird mindestens eine derselben 
beliebig groB, wenn einer oder mehrere Koeffizienten von f,(2) wachsen, 
wie dies aus dem. Zusammenhang zwischen Wurzeln und Koeffizienten 
einer Gleichung folgt. Denken wir uns 2**! + f,(x) in Faktoren zerlegt, 
so ist klar, daB das Produkt an mindestens einer Stelle des Intervalls 
iiber alle Grenzen wachsen muB, wenn eine oder mehrere Wurzeln ge- 
niigend groB werden. |f,(7)| kann aber nur um eine bestimmt angebbare 
Zahl kleiner sein als |a"+'+ f,(x)|. Hieraus folgt dann die Existenz 
des Minimums von 
L= Lp Pi; i * Pn) 

Der hier angedeutete Existenzbeweis léBt sich auch auf den Fall 
ausdehnen, daB die annaiherungsweise Darstellung einer Funktion mehrerer 
Variabeln verlangt wird, etwa die Anniherung von g(x, y) durch 


Fa, 9) = PO" + Pye *y + + Paid + Pm 
in einem gegebenen Intervall. Auch hier ist nur zu zeigen, dab das 
Maximum von |f,(x,y)| im gegebenen Intervall mit jedem der Koeffi- 
zienten p zugleich pnendlich wird. Schreiben wir: 


fy(@, y) = Ca" + g,(y) a*-* + ga(y)a®—* + +--+ In(Y), 
so sind die Koeffizienten von /,(a,y) auch die Koeffizienten der g(y). 
Das Maximum jeder Funktion g(y) wird beliebig gro8, wenn einer ihrer 
Koeffizienten hinreichend wichst. Halten wir diesen Wert von y fest und 
betrachten nun /f,(z, y) als Funktion von x, so wird alsdann einer ihrer 
Koeffizienten, also nach dem Vorangegangenen auch ihr Maximum be- 
liebig groB. _ 

Nach dieser Methode laBt sich der Existenzbeweis der Anniherungs- 
funktion bei beliebig vielen Variabeln fiihren. Von der gegebenen anzu- 
nihernden Funktion ist dabei nur Eindeutigkeit und Endlichkeit voraus- 
gesetzt. Den im folgenden zu behandelnden Fall des Interpolationsproblems, 
bei dem diskrete Wertsysteme durch rationale Funktionen angenihert 
werden sollen, kénnen wir als speziellen Fall des Problems begreifen, bei 
dem g nur an diskreten Stellen definiert ist. 

Nehmen wir etwa zwei unabhiingige Variable und machen wir uns 
das Wesentliche des Problems an einem méglichst einfachen Beispiel 
geometrisch klar. Es seien eine Anzahl Punkte im Raum 


(24,21), (WeYo%q),***y (L,Y, %,)y* °° 
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gegeben und diejenige Ebene 
£= 4,0 + Ay + as 
gesucht, die die gréBte der Differenzen 2 — z, die ,,Abweichung“ absolut 
genommen moglichst klein macht. Es fragt sich: an wievielen der ge- 
gebenen Punkte nimmt | z—z,| die Abweichung an, und welches ist dabei 
das Vorzeichen von z— z,? Die Abweichung wird an mindestens vier 
Punkten angenommen; denn nehmen wir an, sie wiirde nur an etwa 
drei Punkten angenommen, so kénnten wir, da wir durch drei Punkte 
stets eine Ebene legen kénnen, uns die betrachtete Ebene an den Stellen 
LY, TY. und w,y,, an denen die Abweichung angenommen wird, nach 
dem gegebenen Punkt hin verschoben denken, wodurch sich an diesen 
Stellen die Differenz z—z, verkleinern wiirde. An den andern Stellen 
kénnte sie sich zwar vergréBern, sie wiirde jedoch bei hinreichend gering- 
fiigiger Verschiebung der Ebene das Maximum ihres Betrags, das nur 
bei 24%, YoYo, %Y3 angenommen wird, noch nicht erreichen. Die Ab- 
weichung kénnte also noch verkleinert werden. 
Betrachten wir nun das Vorzeichen von z — z,; die Projektionen der- 
jenigen Punkte xyz auf die zy Ebene, bei denen « — z, = + L, seien mit 
p, die der Punkte, bei denen ¢ — z,= — L, seien mit p bezeichnet. Es 


sei zunachst 
= 4,2 + Agy + ay 


noch nicht die gesuchte Ebene, vielmehr sei die Abweichung einer andern 
Ebene, etwa 
Z=G,2+a,y + a, 
kleiner. Man sieht, dab 
@— # = (a,—G,) x + (a,—G)y + (45 —4s) 


an den Punkten p positiv, an den Punkten p negativ ist. 
(a,—@,)« + (4,—4)y + (4,—Gs) = 0 
ist die Gleichung einer Geraden auf der xy Ebene, die die Projektionen p 
von den 7 so trennt, daB die p auf der einen, die jf auf der andern 
Seite liegen. Umgekehrt sieht man auch leicht, dab, wenn eine derartige 
Trennungslinie existiert, die betrachtete Ebene nicht die am besten an- 
nihernde sein kann. Denn ist etwa z=/f(x,y) die betrachtete Ebene, 
f (x,y) =0 die Trennungslinie, so hat 
f(@, y) ai Af (a, y) 
bei geniigend kleinem 4 eine kleinere Abweichung als f(z, y). 
Hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, dap 
= a0 + Gy + ay 
die gegebenen Punkte am besten anniihert, ist die, daB sich die Projektionen 
der Punkte, an denen die Abweichung im einen Sinn angenommen wird, 
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von den Projektionen der Punkte, an denen die Abweichung im andern 
Sinn angenommen wird, nicht durch eine Gerade trennen lassen. 

Wird die Abweichung an vier Punkten angenomm.a, so sind fiir die 
Lage ihrer Projektionen zwei Typen méglich. Die vier Punkte kénnen 
ein konvexes Viereck bilden, oder es kann einer in einem von den iibrigen 
gebildeten Dreieck liegen. Im ersten Fall miissen 1 und 3 Punkte p 


1. Typus 2. Typus 








2 und 4 Punkte p (oder umgekehrt), im zweiten 1, 2, 3 Punkte p, 
4 ei Punkt p (oder umgekehrt) sein, wenn Untrennbarkeit durch eine 
Gerade statthaben soll. 
Es fragt sich, ob wir auch auf diese beiden Typen gefiihrt werden, 
wenn die Abweichung an mehr als vier Punkten angenommen wird. Das 
ist nun in der Tat der Fall. 
/ Wir denken uns alle Punkte 
/ p za einem konvexen Poly- 
gon P so angeordnet, dab 
alle Eckpunkte von P Punkte 
p sind und alle Punkte p 
entweder Eckpunkte von P 
sind, oder im Innern liegen; 
wir kénnen uns z. B. um die 
Punkte p einen Gummifaden 
gelegt denken. Ebenso ver- 
einigen wir die Punkte p zu 
einem konvexen Polygon P. 
Nun diirfen die Polygone 
nicht getrennt voneinander 
liegen, weil sie sonst durch eine Gerade trennbar wiiren. Liegen sie aber 
nicht getrennt voneinander, so muB entweder eine Seite des einen eine 
Seite des andern durchschneiden, und dann kénnen wir diese beiden Seiten 














die 
1en 
ren 
‘2 


_ 
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als die Diagonalen des Vierecks des ersten Typus betrachten, oder es mub 
ein Eckpunkt des einen Polygons innerhalb des andern Polygons liegen; 
dann mu8 er auch innerhalb eines Dreiecks liegen, das von den Kck- 
punkten des zweiten Polygons gebildet wird, und dann werden wir auf 


den zweiten Typus gefiihrt. 
2 

















2 


Dies bedeutet: Ist eine Anzahl Punkte gegeben und die ,,Annaherungs- 
ebene“ dieser Punkte gesucht, so gibt es unter ihnen vier Punkte derart, 
daB die Anniherungsebene dieser vier Punkte auch die Anniherungsebene 
aller Punkte ist. 

Wir wollen nun diese Gédanken auf den allgemeinen Fall iibertragen 
und streng beweisen. Wir schlieBen zuniichst an die letzten Bemerkungen an. 


Ill. Ein Hiulfssatz. 
Es seien 
ga) a?) eee a) 
unabhiingige reelle Variable; ein System von speziellen Werten 
a!) a2)... aoln) 
nenne ich einen Punkt. Es seien eine Anzahl Punkte p,,p,,p,,--- und 
hiervon verschiedene Punkte p,, f,, P,,--- gegeben. Es handelt sich 
darum, ob es méglich sei, eine lineare Funktion 
a, 2 + a, a ee a,x) + a, 
anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten p 
negative Werte annimmt. Unser Satz lautet nun: 
Entweder ist es méglich eine solche lineare Funktion anzugeben, 
Oder man kann aus den gegebenen Punkten n+ 2 Punkte von der 
Art auswiihlen, daB schon sie allein die Existenz einer solchen linearen 
Funktion unmdglich machen. 
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§ 1. 
Polyeder. 



















Aus n+ 1 Punkten, d. h. speziellen Wertsystemen der Variabeln 





2 a ... 2 kénnen wir eine Determinante der Form bilden: ¥ 
k 
| (1 2 3 
| at) a{?) x) vos 1 
| a 22) 2) --- a 1 
|: 
: | t 
} gl 2 Bs ered ) 
| oO oO a an) 1 
las R é 
Sie sei kurz mit dem Symbol 
|1, 2, 3,---n,n+1)| ( 


bezeichnet. Hin System von n Punkten 

(1, 2,3, --+ m) 
d. h. die Matrix von n+ 1 Spalten und n Zeilen sei eine ,, Wandung“, 
ein System von (n—1) Punkten 

{1, 2, 3,---—1} 
ein ,,Rand“ genannt. Die Anordnung der Elemente dieser Symbole ist 
nur insoweit bestimmt, daB ich Symbole, die durch eine gerade Zahl von 
Transpositionen ineinander iibergefiihrt werden kénnen, als identisch be- 
trachten will. 
Sind zwei Punkte a und b gegeben, 
a) gf) 5 gon) 


und 
x) xi?) se x”), 


so spreche ich von der Linie (ab) und verstehe darunter die Gesamtheit 
der Punkte, die (n—1) unabhingigen linearen Gleichungen 

pi» ae) a p? aw) feeeet po a) oa per) == 0, 

pa +4 pe) 4...4 pa + pet) —0, 


pt? 2 + pa +--+ yd, + pint — 0 


geniigen, wo diese Gleichungen nur der Bedingung unterworfen sind, dab 
sie von a und b befriedigt werden. Man sieht, daB es auf die Wahl 
der p dabei nicht ankommt. Denn die » — 1 Gleichungen definieren die 
Unbekannten als lineare Funktionen eines Parameters ¢ 









we = wy 
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ao) = Lt + LO, 
a) = L2¢ + Le, 


a”) — Lt + Le, 
wo ¢ eine der Variabeln « oder eine lineare Funktion derselben bedeuten 
kann. Nach Definition von ¢ bestimmen sich die Z durch 
ait) = Lt(a) + 1B, 
1) = Lt) + Lp 
unabhingig von den Werten der p. 

Man sieht nun sofort: Habe ich eine Wandung (1, 2,---) und 
einen Punkt p, der der Bedingung geniigt, auf einer gegebenen Linie (ab) 
zu liegen, so ist die Determinante |1,2,---m,p| eine lineare Funktion 
des Parameters der Linie (ab). Hiervon werden wir éfters Gebrauch zu 
machen haben. 

Wenn n+ 1 Punkte 1,2,3,---m-+ 1 gegeben sind, die 

|1,2,3,---m+1|/>0 
geniigen, so nenne ich das System der Wandungen ; 
(1,2,---m—I1,m), (—1)(1,2,---n—1, n+1), 
(1,2,---—2,m,+ 1) hi tes (—1)" (2, 3,--+m, +1) 

ein Elementarpolyeder. Das System dieser Wandungen hat die Eigenschaft, 
dag, wenn ich jede Wandung mit einem Punkte p zur Bildung einer 
Determinante zusammennehme, die Summe dieser Determinanten von der 
Wahl des Punktes p unabhiingig ist. 
(1) |wp| + |wp|+|w’p| +--+ = const., 
wo p einen beliebigen Punkt bedeutet. Diese Summe ist nimlich gleich 
|1,2,3,---m+1]|, sodaB die Gleichung besteht: 
(2) |1,2, 3,---m+1| + (—1)|1, 2, ---m, p| + (—1)*|1,2,---m—1, +1, p| 

+++++(—1)**"|2,3,---m+1,p| = 0. 


Fiir alle kleineren Werte von m sei die Gleichung bewiesen. Ich nehme 
nun auf der linken Seite von (2) den Koeffizienten einer Variabeln, etwa 
den von x. In |1,2,---n+1| kommt 2” nicht vor; in (—1) |1,2,---n,p| 
d. h. in 


a) g2) «a | 
af) af) ++ of) 1 | 


| ait) 2). « «alo 
|) gf) 22. gi 
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ist der Koeffizient gleich: 
a) 2)... glm—1) 
a) af. a J 


| 
|) 
| | 
| . | 
, a2) _ | 
| a) a... gm 1 | 


welche Determinante wir mit | 1, 2,---%{ bezeichnen wollen, um anzudeuten, 
daB der Punkt 1 eine Koordinate, nimlich « weniger enthiilt als 1, also 
in einem niedriger dimensionalen Raume liegt. Auf diese Weise bestimmt 
sich der Koeffizient von x”: 

|1,2,---%|+(—1)|1, 2,---n—1,n4+1]+---+(—1)""'|2, 3,---m41); 
dies ist die linke Seite der Gleichung (2) fiir den niedriger dimensionalen 
Raum; p hat hier den Wert n+ 1. Der Koeffizient von 2 in (2) ver- 
schwindet, und dasselbe kénnen wir von den andern Variabeln nachweisen. 
Zur Betrachtung des absoluten Gliedes setzen wir alle Variabeln in (2) 
gleich Null. Der zweite Term von (2) (—1)/1,2,---m,p! hat dann 
den Wert 


a) 22)... 2) 1 at) a2)... alr) 
a) 2@--- 2 1 a a2)... a | 

(—1)| - =(—1)| - I: 
at) gf)... aim 1 wt) gp)... a) | 
0 0 0 1 | 











Das erste Glied von (2) lautet: 


g(t a? eee gm 1 | 
) ”) ") | 

a? a 
ag) ) eee n) 1 | 


(1) 2 


eee | 
n+1 Va+t 1 | 


1 
Entwickeln wir nach den Elementen der letzten Spalte, so liefert das 
letzte Element eine Determinante, die sich gegen die vorige gerade weg- 
hebt, und ebenso heben sich die iibrigen Determinanten der Entwicklung 
von |1,2,---m-+1{| gegen die folgenden Terme der linken Seite von (2). 
Da (2) fiir n =1 gilt, ist sie hierdurch allgemein bewiesen. 

Die Bildung der Elementarpolyeder aus » + 1 Punkten kénnen wir 
folgendermaBen vornehmen: Wir wollen die » Punkte 1, 2,---m als 
Wandung auffassen und mit w bezeichnen. »—1 Punkte in solcher An- 








uten, 
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ordnung, daB der n® Punkt, hinter sie gesetzt, w ergibt, wollen wir einen 
Rand nennen, der in w enthalten ist, 2. B. 
{1,2,---m—l} =?’ 

Dagegen n — 1 Punkte, die, wenn wir den n* Punkt hinter sie setzen, 
—w ergeben, wollen wir mit (—1) multiplizieren und alsdann einen Rand 
nennen, der in w enthalten ist, z. B. 

—{1,2,---n—2,n}=r". 

Wir kénnen jetzt, wenn wir p statt (n+1) einsetzen, sagen: Hin Ele- 
mentarpolyeder wird gebildet von den Wandungen 

w und —(rp) 
wo r alle Rénder von w durchlaufen mu, oder von 

—w und (rp) 
je nachdem 

|wp|>O0 oder —\|wp|>0. 

Nehmen wir den ersten Fall an; es sei ferner q ein Punkt, der 
—|wq|>O geniigt. Ich bilde das Elementarpolyeder —w, (rq), nehme 
das System dieser Wandungen mit dem friiheren zusammen und lasse w 
gegen —w weg. Man sieht, daB dabei die Gleichung (1) erhalten bleibt. 
Das neue System von Wandungen nennen wir ein Polyeder. Allgemein 
verstehen wir unter einem Polyeder ein System von Wandungen, das gebildet 
wird aus den Wandungen einer endlichen Anzahl von Elementarpolyedern 
unter Wealassung gleicher und entgegengesetzter Wandungen. Kin in den 
Wandungen vorkommender Punkt 1,2, 3,--- heiBe ein Eckpunkt. 

Fiir die Polyeder gilt demnach Gleichung (1) 


|wt| + |w’t| + |w’t| +--+ = const., 


wo t irgend einen Punkt bedeutet. Die linke Seite heiBe der Inhalt des 
Polyeders; man sieht, daB sich bei dem Aufbau der Polyeder aus Ele- 
mentarpolyedern der Inhalt additiv zusammensetzt; danach haben alle 
Polyeder positiven Inhalt. 

In jedem Polyeder kommt jeder Rand, der vorkommt, eine gerade 
Anzahl Male vor, und zwar gleich oft in dem einen und dem entgegen- 
gesetzten Sinne. Man sieht zuniichst, daB® dieser Satz fiir Elementar- 
polyeder gilt; gilt er nun fiir irgend ein Polyeder, so gilt er auch fiir jedes 
Polyeder, das aus dem ersten durch Zufiigung eines Elementarpolyeders 
entsteht, sowie fiir jedes, das durch Weglassung zweier gleichen und ent- 
gegengesetzten Wandungen entsteht. Somit gilt er allgemein. 
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§ 2. 
Konvexe Polyeder. 


Unter konvexen Polyedern verstehen wir Polyeder, die der folgenden 
Bedingung geniigen: 

Irgend eine Wandung w des Polyeders mup, mit jedem in ihr nicht 
enthaltenen Eckpunkt p zusammengesetzt, eine nicht negative Determinante 
ergeben 

|wp|> 9. 
Unsere Elementarpolyeder mit den Wandungen w und —(rp) geniigen 
der Bedingung, da |wp|>0O. Denn sei etwa a der nicht in + vorkom- 
mende Punkt von w, so kann die Wandung —(rp) nur noch mit a zu- 
sammengesetzt werden, und es ist 
—|rpa|>0, da |rap|=|wp|>O0. 

Wir fiihren einen neuen Begriff ein: Wir wollen von einem Punkte i 
sagen, er liege ,innerhalb“ des von den Wandungen w, w’, w’, - - - gebildeten 
konvexen Polyeders, wenn 

|wi|>0, |w'ij>0, jw"i|>0,--.. 
Wenn nicht immer das Ungleichheitszeichen, sondern ein oder mehrere Male 
das Gleichheitszeichen gilt, so wollen wir sagen, der Punkt liege auf’ der 
Begrenzung des konvexen -Polyeders. Ebenso wollen wir sagen, er liege 
innerhalb der Wandung w, wenn |wi| = 0 und |\w'i| >0--- wnd auf der 
Begrenzung der Wandung w, wenn auch auBer |wi| = 0 noch Gleichheits- 
zeichen gelten. 

Wir wollen zeigen, da8 ein Punkt, der innerhalb der Wandung w 
liegt, dies unabhingig davon tut, zu welchem Elementarpolyeder w gehirt. 
Es sei wp ein Elementarpolyeder, |wp|>0 und.p’ irgend ein Punkt, 
der |wp'| > 0 geniigen soll. Der Punkt 7 liege in Bezug auf wp inner- 
halb w, sodaB |wi|=0, die iibrigen Determinanten positiv sind. Wir 
wollen zeigen, daB er auch in Bezug auf das Elementarpolyeder wp’ 
innerhalb w liegt. Sei —r ein in w enthaltener Rand, a der nicht zu r 
gehérende Eckpunkt von w, w = — (ra), so ist (rp) eine von den ander 
Wandungen des Polyeders wp; es sei also |rpi| > 0 und es geniigt nach- 
zuweisen, daB |rp’i| > 0. 

Wir verfolgen |rat|, waihrend der Punkt ¢ auf der Linie (pp’) lauft. 
Den Grenzfall, wo diese lineare Funktion sich auf eine Konstante reduziert, 
behandeln wir spiter, und wir bestimmen p” durch |rap”|=0, wo p” 
auf der geraden Linie (pp’). Da |rap| <0 und |rap’| <0, so ist die 
Reihenfolge der p 
ppp’ oder ppp’, 

















p’ kann nicht zwischen p und p’ liegen; denn eine lineare Funktion kann 
nicht zwischen zwei negativen Werten verschwinden. 
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Wir wollen nun nachweisen: 
\rp”’s| = 0. 
Wir haben: 
jrap’| = 0, \rai| =O. 
Ich behaupte, die beiden linearen Gleichungen 
jrat} =O und |{rti| =0, 
wo 
t = t(u a . . « a) 
irgend einen Punkt bedeutet, sind identisch. Sie mégen aufgelést etwa 
lauten 
LOg® + LOg® +... 4 Le + LO = 0 
” LY + L%z® + ...4 [M2 + LO = 0. 
In keiner dieser Gleichungen sind alle Koeffizienten Null. Denn das wiirde 
bedeuten, daB alle m-reihigen Determinanten der Matrix ra bezw. ri ver- 
schwinden, was aber nicht der Fall ist, weil |rap| <0 und |rip| <0. 
Die Gleichungen haben (n+ 1) Wurzeln gemein, namlich die (n—1) Punkte 
von 7 sowie @ und 7; 

(LY — L®) a2 + (L® — £2 +... 4+ (LO — £0) 
verschwindet also an » + 1 Stellen. Die Determinante dieses Systems 
von »+ 1 homogenen linearen Gleichungen mit (w+1) Unbekannten 
|\rai| verschwindet zwar, es kiénnen aber nicht alle Unterdeterminanten 
n° Grades verschwinden, weil sonst nicht 

jrap|<0 sondern |rap|=0 
sein miiBte. 

Hieraus folgt, daB der Quotient zweier der Unbekannten nicht un- 
endlich sein kann, und setze ich, was erlaubt ist, eine der Differenzen 
gleich 0, so verschwinden auch alle andern. Damit ist die Identitat der 
Gleichuagen 

jrat} =O und |rti|=0 
nachgewiesen, und da jrap”| = 0, so folgt 
|rp’s| = 0. 
Wir werden von dem SchluB, dap aus 





lrap’| =O und |rai|=0 
entweder |\rp”i| = 0 oder das Verschwinden der n-reihigen Determinanten 
von ra folgt, noch dfters Gebrauch machen. 
Da nun p” nicht zwischen p und p’ liegen kann und 
rpi| >9, 


Mathematische Annalen. LVI. 
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so folgt 






\rp’t| > 0. 

Ist, was wir eben ausschlossen, |rat| konstant, wenn sich ¢ auf (pp’) 
bewegt, so behaupte ich, auch |rit| ist auf dieser Linie konstant. Ist 
dies nimlich nicht der Fall, so gibt es auf (pp’) einen Punkt p”, fiir 
den |rip”|=0, und ich beweise analog wie oben, daB nun auch |rap” | = 0, 
was der Annahme, daB |rat| auf (pp’) konstant sei, widerspricht. 

Ist 

lwp’|< 0, wihrend |wp|>0, 
sodaB sich p---p”---p’ folgen, so ist zuniichst |rp’i|} <0. Wir kehren 
aber fiir das Polyeder wp’ das Zeichen von w und demnach auch von r 
um, sodaB der Satz bestehen bleibt. 

Ein Punkt i, der innerhalb der Wandung w liegt, tut dies wnabhdngig 
davon, in welchem Elementarpolyeder w vorkommt. 

Es stelle (ab) eine gerade Linie dar, und b liege im Innern eines 
konvexen Polyeders. Ich behaupte: Wenn ich mit einem variabeln Punkte ¢ 
auf der geraden Linie (ab) von a kommend iiber b hinaus fortschreite, 
so komme ich an einen Punkt c, der der Begrenzung des konvexen 
Polyeders angehért. Bilde ich naimlich die Determinanten | wt}, | w’ t|, | w” t\,--- 
und lasse ¢ lings (ab) laufen, so kénnen diese Determinanten, da ihre 
Summe konstant bleiben mu, nicht alle wachsen; falls sie nicht alle 
konstant bleiben — und da dieses nicht der Fall sein kann, werden wir 
gleich nachweisen — mu mindestens eine von ihnen abnehmen. Da 
diese Determinante eine lineare Funktion von ¢ ist, so muf sie, wihrend 
ich mit ¢ auf (ab) fortschreite, einmal 0 und sodann negativ werden; ‘sie 
bleibt dann negativ, soweit ich auch iiber ¢ hinaus fortschreite. Da 
dasselbe auch gilt, wenn ich von b nach @ zu gehe, so erhalten wir 
sofort die Siitze: 

1) Eine gerade Linie kann nur innerhalb eines endlichen Stiickes inner- 
halb eines konvexen Polyeders verlaufen. 

2) Enthiilt eine gerade Linie einen Punkt, der dem Innern, aber nicht 
der Begrenzung eines konvexen Polyeders angehirt, so hat sie mit der Be- 
grenzung dieses Polyeders zwei und nur zwei Punkte gemein. 

3) Eine Gerade, die mit dem Innern eines konvexen Polyeders zwei 
Punkte gemein hat, hat mit thm alle Punkte gemein, die auf thr zwischen 
diesen beiden liegen. 

Wir haben nun nachzuweisen, dab die Determinanten 


| wt}, |w't|, |w"t|,--- 


nicht alle konstant bleiben: kénnen, wenn sich ¢ auf einer geraden Linie 
bewegt. Wir weisen dies zunichst fiir ein Elementarpolyeder mit den 
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Eckpunkten 1,2,3,---,»+ 1 nach. Was bedeutet es, wenn |1, 2, ---nt| 
von ¢ unabhingig ist, wenn ¢ sich auf einer geraden Linie bewegt? Die 
Gerade sei gegeben durch: 


ao) = Lt + Le, 
a) = Lt + LQ), 


x”) = Lot + Le. 





Es mu8 dann 
| at) a) wad xi") 1 
| a) a?) ++ a) 1 
mm, (a 
dt| : 7m 
| a) a?) +s + go) 1 
|LOt+ 10 L&t+ 12... LO++L 1 


a) g@)... go) 1 | 
| a) a)... ao 1 


| it) a... g™ J 
|L® L®... Lo 0 
Dies ist cine humogene lineare Gleichung der Z,, und wir haben gemiB 
den » +1 Wandungen » + 1 solcher Gleichungen fiir die » GréBen L,. 


Nun ist in der hingeschriebenen Gleichung der Koeffizient von L gleich 
der dem Element x“) , zugeordneten Unterdeterminante in |1, 2,---»+1|, 





1 
die wir mit x°, bezeichnen wollen. Die Matrix der Gleichungen fiir 
die L, ist demnach 

xX® X@ ... XM, 

Xo Xe ... XM, 

mea Xppa css Xa. 

Nun miissen entweder die LZ, oder alle n-reihigen Determinanten dieser 
Matrix verschwinden. Wiire letzteres der Fall, so miiBte auch die aus den 
Unterdeterminanten von | 1, 2, 3,---”,%+1| gebildete Determinante 


;xXm XO ... XM Xm+0 
XM X® ... XM Xero 


: | 
r(1 2) 7(n) r(n+1) | 
| xB. x3: ee Xt Xn | 
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verschwinden; diese ist aber nach einem bekannten Determinantensatz 
gleich (1, 2, 3,---,-+ 1)", also sicher von 0 verschieden. 

Es kénnen also nicht alle Determinanten |wt|, |w't|,--- auf der geraden 
Tinie konstant bleiben; wegen der Bedingung (1) kann nicht eine allein 
variabel sein, es sind also mindestens zwei Determinanten variabel. 

Wir wollen diesen fiir Elementarpolyeder gefiihrten Beweis auf all- 
gemeine Polyeder ausdehnen. Wir haben dabei nur nachzuweisen, daf 
nicht alle Wandungen der Elementarpolyeder, die variable Determinanten 
liefern, bei der Zusammensetzung weggefallen sein kénnen. Es sei eine 
Linie gegeben, und wir nehmen eine Wandung, die eine auf ihr nicht 
konstante Determinante liefert. Da es, wie wir sahen, auf die Konstanten 
L,, der Linie nicht ankommt, sondern nur auf die L,, so kénnen wir uns 
die L, so bestimmt denken, daB die Linie die Wandung in ihrem Innern 
schneidet und demnach an der Schnittstelle in das Innere eines Elementar- 
polyeders tritt; wir gehen nun auf ihr stets in derselben Richtung weiter, 
sie mu8 an irgend einer Stelle aus dem Elementarpolyeder wieder aus- 
treten, sagen wir bei «, durch die Wandung w,; wenn die Wandung w, 
wegfallen soll, so muB ein Elementarpolyeder mit der Wandung — w, 
existieren, und in dieses tritt, da «, auch im Innern von — 1, liegt, die 
Linie nun ein; sie mu auch aus diesem wieder austreten, etwa bei «, 
durch w,; dann mu auch wieder —w, existieren, u.s.w. Da wir auf 
der Linie stets in demselben Sinn fortschreiten, so kommen wir stets zu 
wirklich voneinander verschiedenen Elementarpolyedern, und wir sehen, 
daB es bei einer endlichen Anzahl von Elementarpolyedern keine gerade 
Linie geben kann, auf der die Determinanten aller Wandungen konstant sind. 








































§ 3. 
Anordnung zu konvexen Polyedern. 


Wir wollen zeigen, daB, wenn eine Anzahl Punkte gegeben ist, die 
mindestens eine nichtverschwindende (n+-1) reihige Determinante liefern, man 
stets ein konvexes Polyeder konstruieren kann, dessen Eckpunkte séimtlich zu 
diesen gegebenen Punkten gehiren, und in dessen Innern alle gegebenen 
Punkte liegen. 

Wir nehmen an, wir hitten ein konvexes Polyeder konstruiert, dessen 
Eckpunkte simtlich zu den gegebenen Punkten gehéren, und in dessen 
Innern sich méglicherweise noch gegebene Punkte befinden. Wir wollen 
zeigen, wie dies Polyeder zu erweitern ist, falls noch Punkte sich aufer- 
halb befinden. Das Polyeder habe die Wandungen w, w,, w,,---, und p 
sei ein auBerhalb befindlicher Punkt. Es kénnen dann die Determinanten 
|wp|, |w,p|, |wyp|,--- weder alle positiv (einschlieBlich der Null), noch 
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alle negativ sein. Denn im ersten Fall lage der Punkt p innerhalb, im 
zweiten hiitte das Polyeder einen negativen Inhalt (S. 519). Ich teile die 
Wandungen des Polyeders ein in 

W,', W,'; Ws» rs und C's Ws"; Ws, roe 


|," p| 20, |e,’ p| =O, |w,s’ p|>0,--- 
{ey"p| <0, |wy"p| <0, |ws"p| <0. 
Die Wandungen w’ kénnen in das neu zu bildende konvexe Polyeder mit 
heriibergenommen werden, die Wandungen w” nicht. Wir bilden dem- 
gemiB die Elementarpolyeder — wp, und ich behaupte, daB das neue 
Polyeder allen Bedingungen geniigt. 
Wir teilen zum Beweise die in dem urspriinglichen Polyeder vor- 


kommenden Rander in drei Arten. 
Die Rander 


sodaB 


re 
sollen nur in den Wandungen 
W,', Wy’, Ws) * +> 
Die Riander 
i i 
sollen nur in den Wandungen 
W,", Wy, Wy, >> 
Die Rinder 
1) 9,73)" ° 
sollen sowohl in den Wandungen w’ als auch in w” enthalten sein. 
Hierbei haben wir der Kiirze halber ,,Rand“ im absoluten Sinn, ohne 
Riicksicht auf das Vorzeichen gebraucht. Wir denken uns nun alle 
Rinder, die im Polyeder vorkommen, hingeschrieben, und zwar jeden so 
oft als er vorkommt, unter Beachtung des ihm vorkommenden Zeichens. 
Teilen wir die Rander in die drei Arten ein, so ist klar, da® auch inner- 
halb jeder dieser Arten jeder Rand gleich oft mit dem einen und dem 
entgegengesetzten Zeichen vorkommen muB (S. 519). Fiir die Richtigkeit 
unserer SchluBfolgerungen ist es dabei belanglos, ob von jeder Art Riander 
existieren oder nicht. 
Bilden wir nun samtliche Elementarpolyeder 


“ge w''p ? 
wobei ja —|w”p| > 0, so haben diese die Wandungen 
—w" und (9p), 


wenn @ irgend ein Rand von w” ist. Die @ zerfallen in r und ry”, und 
zwar sind in den g samtliche r”, nicht aber samtliche r enthalten; denn 
die r kommen, sofern sie Rander der w’ sind, in den @ nicht vor. Danach 
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heben sich wohl die Wandungen (rp), nicht aber alle Wandungen (rp) 


gegeneinander auf. w” hebt sich gegen —w” und unser neues Polyeder 
hat nur Wandungen 
























w’ und (rp). 
Es ist nun nur noch zu zeigen, daB die Wandungen (rp), mit jedem der 
Eckpunkte des alten Polyeders zusammengesetzt, eine positive Determinante 
ergeben. Zu diesem Zweck verbinde ich p mit irgend einem Punkte a, 
der auf dem Rande r liegt, d. h. |w’a|=0 und |w’a|=0 geniigt und 
zu der Begrenzung des urspriinglichen Polyeders gehért, durch eine 
Gerade (pa). SchlieBen wir dabei den Grenzfall, daB in |w’p|>0 das 
Gleichheitszeichen gelten soll, zunachst aus. 

Es ist nun die Determinante |w”t|, wo ¢ einen Punkt der Geraden 
(pa) bedeutet, fiir ¢=a gleich Null, und fiir ¢ =p negativ; sie bleibt 
also negativ, soweit ich mich auch von a in der Richtung nach p oder 
iiber p hinaus entferne. Dagegen ist |w’t| fiir ¢=p positiv, fir t=a 
Null, und demnach negativ fiir alle Punkte von (pa), die von p aus 
gesehen, jenseits a liegen. Demnach ist fiir alle Punkte der Geraden 
auBer a eine der Determinanten des urspriinglichen Polyeders negativ; 
wir kénnen also sagen, die Gerade (pa) hat mit dem urspriinglichen 
Polyeder keinen Punkt auBer a gemeinsam. Ist a irgend eine gemeinsame 
Lésung von |w‘’t}=0O und |w”t|=0, ohne zu der Begrenzung des ur- 
spriinglichen Polyeders zu gehéren, so hat die Gerade (pa) mit dem 
Innern des Polyeders iiberhaupt keinen Punkt gemeinsam. 

Ich behaupte nun, |rpt| verschwindet fiir keinen Innenpunkt des 
Polyeders, abgesehen von den auf dem Rand r liegenden Punkten. Nehmen 
wir also an, es bestiinde die Gleichung |rpi| = 0, wo 7 einen Innenpunkt 
bedeutet. Wir legen eine Gerade durch die Punkte p und i durch (n—1) 
lineare Gleichungen. Als eine dieser Gleichungen kénnen wir |rpt| = 0 
wihlen, die iibrigen Gleichungen seien 


AO=9, fh) =9,--- fs) = 9. 
Wir schreiben diese Gleichungen zusammen mit jw’t}/=0. Es sei 
w’ =(r1), so haben wir das System: 





|r1¢| 0, 
\rpt| —s 0, 
A@® a 0, 
f.-a(t) —. 0. 


Die Lésung dieses Systems von » Gleichungen mit » Unbekannten stellt 
den Schnittpunkt der Geraden (pi) mit |w’t]}=0O dar. Es sei nun D 
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die Determinante dieser Gleichungen; ist D + 0, so haben die Gleichungen 
eine Lésung, etwa a, und es ist 
|rpa|=O und |rla|=0. 

Nun folgt nach unserm Beweis §. 521 aus diesen Gleichungen, daB ent- 
weder |rp1| = 0 oder alle n-reihigen Determinanten von ra verschwinden. 
Da wir die erste Eventualitit |rp1|—|w'p| = 0 ausgeschlossen haben, 
so folgt, das Verschwinden der »-reihigen Determinanten von ra, und 
hieraus folgt |w”’a|=0. D. h. der Punkt a geniigt {w’a|=90 und 
\w”a| =O, er liegt auf dem Rande r. 

(pi) ist dann eine gerade Linie, die von p zu einem Randpunkt a 
geht und einen Punkt 7 des Innern enthilt, was wir aber als unméglich 
nachgewiesen haben. 

Wir haben D +0 angenommen. Es sei jetzt D =0. Wir beachten 
nun: Vom Punkt ¢ war nur |rpi! =O vorausgesetzt. Wir ziehen nun 
von i eine Gerade zu einem beliebigen Punkte von r, etwa b, und es sei 7’ 
ein beliebiger Punkt der Geraden (ib) zwischen i und 6; 7 liegt dann im 
Innern des Polyeders, und es ist auch |rpi’| = 0, weil beide Eigenschaften 
von den beiden Punkten i und 6} gelten. Wir kénnen also in unserer 
Betrachtung 7’ statt i benutzen. Wir lassen jetzt * auf der Geraden (ib) 
wandern, dadurch werden alle » Koordinaten von 7 lineare Funktionen 
eines Parameters ¢. Es kann aber D nicht identisch in ¢ verschwinden, 
weil D fiir *’=b nicht verschwindet; denn die Gerade (pb) hat mit. 
|w’t| = sicher einen und nur einen Punkt nimlich 6 gemeinsam; d. h. 
die Gleichungen (3) haben eine und nur eine Lésung, und dann kann 
ihre Determinante nicht verschwinden. Verschwindet aber D nicht 
identisch in ¢, so mu es auch auBer i’=b noch Punkte 7 geben, fiir 
die D+ 0. 

Die Annahme |rpi| = 0 ist also unzuliissig: |rpt| kann fiir keinen 
Punkt, der im Innern des urspriinglichen Polyeders liegt, verschwinden. 
Wir haben aber noch die einschrinkende Voraussetzung, daB in | w’p| > 0 
nicht das Gleichheitszeichen gelte; nehmen wir also jetzt |w’p| = 0 an. 
|rip|=0. Dann verschwindet |rpt! fiir dieselben Punkte, fiir die |r1¢| 
verschwindet, und umgekehrt. Denn nach 8. 521 bedingt von den beiden 


Gleici 
tHeichungen \rlt} =O und |rpt|=0 


wegen |r1p| =O die eine die andere. Die n-reihigen Determinanten von 
rp kénnen nicht alle verschwinden, denn 7 kommt noch in einer Wandung 
w” vor und es miiBte |w”p| = 0, wihrend |w”’p| <0; auch die Determi- 
nanten von 71 d. h. von w’ kiénnen nicht verschwinden, wie sich aus der 
Betrachtung des Elementarpolyeders, in dem w’ vorkommt — und in 
mindestens einem mu es vorkommen —, ergibt. 
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|rpt| verschwindet also fiir keinen Punkt des Innern, wo die zur 
Begrenzung gehérenden Punkte, die |wt]/—0O geniigen, eventuell aus- 
zuschlieBen sind. Hieraus folgt aber sofort, daB |rp¢| fiir alle Punkte im 
Innern dasselbe Vorzeichen haben muf. Wir wissen nun, daB das Vor- 
zeichen fiir einen Punkt positiv ist, namlich fiir den letzten Eckpunkt des 
Elementarpolyeders, dem die Wandung (rp) angehért. 

Hiermit ist alles, was zu beweisen war, bewiesen; wir haben aus 
einem gegebenen konvexen Polyeder ein neues konstruiert, das einen 
Punkt p, der auBerhalb des urspriinglichen lag, als Eckpunkt enthalt und 
die Eckpunkte des friiheren entweder auch als Eckpunkte, oder im Innern. 
Damit ist der Eingangs dieses Paragraphen angekiindigte Satz bewiesen. 


§ 4. 
Trennung zweier konvexen Polyeder. 


Es seien P und P zwei konvexe Polyeder, die der Bedingung geniigen, 
dap kein Punkt zugleich im Innern von P und im Innern von P liegt. 
Ich behaupte dann: 

Es gibt eine lineare Funktion 

pV + pa feeet pra + pt *, 
die an allen im Innern von P liegenden Punkten positive, und an allen 
im Innern von P liegenden Punkten negative Werte annimmt. 
Es sei eine Funktion zweier Punkte 
p = p(a, a, «a 
und 
j= p(=, x, mee =z) 
definiert durch 
f= + Va — 2)? + (2 — BOPy Fe — BO), 

Wir suchen das Minimum von f unter der Bedingung, daB p im 
Polyeder P und p im Polyeder P liege. Dieses Minimum muB existieren 
und von () verschieden sein, weil nicht alle Quadrate verschwinden kénnen. 
Es werde etwa an den Punkten p* und p* angenommen. Wir legen 
durch diese beiden Punkte eine gerade Linie, d. h. wir stellen (n—1) 
Gleichungen auf, denen die Koordinaten von p* und p* geniigen. Diese 
Gleichungen seien die folgenden: 


a®) 2) + a2 24... aM 2 + at) =O, 
a®) 2) 4 a2 cM 4-.-4 aM 2” + avty —O, 





1 1 2 (2 sii DP sae 
af) 2 + a) 2 +--+ + a) 2 + att) = 0, 
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Zu diesen Gleichungen nehmen wir noch eine, die fiir p* und p* nicht 
erfiillt ist: 


n a 2) 4 a@) 7 4.6.4 a”) oo) 4 al"+1) — 0, 
od und unterwerfen die Koeffizienten a den Bedingungen: 
1S 
=n sii 

is a (a ) ws 

v=1 
“ fiir alle w und 
d van 
‘ S (aa) <0 

v=1 
fir w+w’. 


Man iiberzeugt sich leicht, daB® dies stets auf unendlich vielfache 
Weise méglich ist, und es ist bekannt, daB alsdann auch 


u=n 
1 p (a))? =% 
, — 


fiir alle » und 


=n 


©) 2) _ 
> (a a,)= 0 


Mal 


fiir v +’. 
Wir gehen jetzt zu folgendem Koordinatensystem iiber: 
a 2) + aa +--+. + aMa” + art) — E, 
al) aft) ot a) a) + rarer oo ay") a” =o a+) = é., 


a) a) + al?) a?) fiero t al”) + ais +1) = ” 
Man sieht sofort, daB bei dieser Transformation die Form der Funktion f 
erhalten bleibt, sodaB 
f = Via®—#OF + @O—zO)! fF... + (FRM! 
— VOPR FEY. 
Es hat also auch 


V(e?— gO)? + (g — g)? reer (¢ — a 
wenn p in P und > in P liegen soll, bei p=p* und p = p* ein Minimum. 
Die neuen Koordinaten von p* und p* sind alle gleich Null mit Ausnahme 
von £”* und £”*, Es sei etwa &*>#*. Ich behaupte: Kein Punkt 
im Innern von P kann ein &”) haben, das kleiner ist als &)*. Nehmen 
wir an, dies sei bei einem Punkte p** der Fall. Wir ziehen eine gerade 
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Linie von p* nach p**, und zwar denken wir uns die Koordinaten der 
Punkte dieser Linie dargestellt durch einen Parameter ¢, der zunimmt, 

(n) 
wenn ich von p* nach p** gehe. Dann ist a fiir &) = &™* negativ. 
Ich bilde sf bei festgehaltenem p = p* fiir p = p* 


df ie ge io. gm * ae” 


dt V (gm* — gma)? dt 





(n) 
Diese Gré8e ist negativ, wenn — 7 <0. Da nun jeder Punkt der Geraden 


von p* nach p** im Innern von P liegt, so widerspricht dies der Minimal- 
bedingung der Punkte p* und p*. Ebenso weisen wir nach, ‘daB kein 


(n)® 
Ss 


Punkt von P ein gréBeres &” haben kann als Nehmen wir daher 


eine Konstante c an, sodaB 
n r * 
EME C > F* 
so haben wir die verlangte lineare Funktion, die fiir alle Punkte von P 
J , 


positive und fiir alle Punkte von P negative Werte annimmt, dargestellt in: 


E() —¢ec= a a) a al?) ap(?) 4- oe + a”) a) + als +1) — €. 


§ 5. 
Zerlegung in Elementarpolyeder. 


Wir wollen den Satz beweisen: Wenn ein Punkt i in einem konvexen 
Polgeder %% liegt, so kann man stéts ein Elementarpolyeder P, dessen Eck- 
punkte zu den Eckpunkten von % gehiren, angeben, in dem i liegt. 

Der Satz gelte bei niedriger dimensionalen Riumen fiir bewiesen. 
Fiir n = 1 ist er trivial, da in diesem Fall jedes konvexe Polyeder ein 
Elementarpolyeder ist. 

Von einem Eckpunkt a von § ziehe ich eine gerade Linie nach i, 
die bei « aus dem Innern von $ austreten mége. Wenn ich ein Elementar- 
polyeder angeben kann, das a und @ als Innenpunkte (wobei a speziell 
Eckpunkt sein mége) und nur Eckpunkte von $ als Eckpunkte enthilt, so 
ist der Satz bewiesen. 

Der Punkt « mu8 mindestens einer Determinantengleichung |w’t| = 0 
geniigen. Wir nehmen eine lineare Transformation vor, die die Koordi- 
naten 2, x, 7, .-- a in &, €@,..-& iiberfiihrt, und zwar sei 
= + £0, 

Die Substitutionsdeterminante sei positiv; es bleiben dann alle Higen- 
schaften der Polyeder, da sich alle Determinanten nur mit der Substitutions- 
determinante multiplizieren, in dem neuen Raum erhalten. 


|w't 
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Es kénnen auBer w’ noch andere Wandungen von $ Determinanten- 
gleichungen liefern, die mit §”) = 0 identisch sind. Es seien dies 

w’, Wy’, Ws’, a“, 
sodaB in allen Eckpunkten dieser Wandungen die &”-Koordinate ver- 
schwindet. 
Dagegen sollen 


” 


, w"; w,", We y°*"s 
hiervon verschiedene Determinantengleichungen liefern, sodaB keine dieser 
Wandungen nur Eckpunkte mit verschwindender &-Koordinate enthiilt. 
Es sei das Vorzeichen von |w't| = + &” so bestimmt, daB ein Eck- 
punkt von §, etwa b ein negatives & habe. Da $ konvex, muB 
|\w’'b| > 0 d. h. wenn etwa w’ = (1, 2,---m) 
g) £2... £—-0 G J 
£0) £2)... g6-D Q 1 | 
'S0. 
| 


Vil 


£0) £2)... £@-1) OQ 
BO Ee). BAD gle 1 | 
Vertauschen wir die letzten Spalten und beriicksichtigen, dab &”" <0, 
so folgt 
£0) £2)... EO) 
gO) £2)... BH P| 
: S 0. 
£0) £@) eee Ss 1 
Das Gleichheitszeichen kann nicht gelten, weil sonst w’ mit jedem Punkt 
eine verschwindende Determinante liefern miiBte. Lassen wir die §&- 
Koordinate weg, was wir durch #, ¥,--- statt w,7r,--- ausdriicken wollen, 
so kann in dem (n—1)-dimensionalen Raum #’ als Elementarpolyeder 
betrachtet werden. Dasselbe gilt von #,'#,'---, da ja alle mit 6 positive 
Determinanten liefern miissen. Ebenso sehen wir, daB jeder Punkt von $ 
ein negatives oder verschwindendes §”) haben muf; denn ein Punkt mit 
positivem &”) wiirde mit w’ eine negative Determinante liefern. 


Wir teilen die Rinder der Wandungen w’, w,’, w,’,--- in zwei Teile: 
lee 2°? 
oo ° , , , 
Y,11,%,°°* mégen auBer in w’, w,',W,,°-> 
noch in Wandungen w” vorkommen, 
, , , oo ° , , , 
71% )°** mégen nur in Ww, w,',W,,--: 
vorkommen. (Vergl. 8. 525.) 
Die Rander 


Y,%)%)°*: kénnen in den Wandungen w’, w,’, w,',--- 
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nicht mit demselben Vorzeichen vorkommen, wie in w”,w,",---. Denn 
wire etwa 
(rb) = wv", (re) = uw, 
so miiBte 
\w’b| 50, |\w"e|S0, 
lreb| S50, lreb| 50, 
woraus |rcb| =0 folgen wiirde, was aber nicht méglich ist, weil sonst 
die Gleichungen 
lrbt} =O und |ret| =0 
nach §. 521 identisch waren. Denn alle n-reihigen Determinanten von 
rb oder re d. h. von w” und w’ kénnen nicht verschwinden. Die Rander 
1, Ty) 7_,°°- mobgen als 7, 7r,,7,,--- in w’, w,', w,’,--- und als —r, —7,, —175,°°° 
in w”, w,", W,”",--+ enthalten sein. 
Fassen wir @’, @,', #,',--- als Elementarpolyeder, die 
ae Dee r, 7; Ty’, Sif 
als ihre Wandungen auf, so heben sich die 7,7,',7,',--- gegenseitig 
heraus. (Vergl. 8.526.) Ich behaupte, die Wandungen 7, 7,,7,,--- bilden 
ein konvexes Polyeder. Sei ¢ ein nicht in * vorkommender Eckpunkt, 
so ist |¥c| 50 nachzuweisen. Es sei etwa 7 = (1,2,---m—1), so soll 
}e gg)... EM) 
gg). EO 
| : >0. 
WO, OP, BaP A 
| ge) -g@) Em) 
—r kommt in einer Wandung w”, w,”,--- vor, und zwar etwa als 


—(rb); 6 muB dann ein negatives &") haben. Da §$ konvex ist, mub 
—|rbe|S0; d. h. es mub 


£0) £9... £"-) O 1 
£) £2)... £-9 O 1 





< 0. 
&0) £02) ve -s &™) 1 
gO £9... £-) O 1 
woraus nach Vertauschung der letzten Zeilen und Spalten unter Beachtung 


von &”) <0 die obige Ungleichung folgt. Die 7 bilden also ein konvexes 
Polyeder. 


Der Punkt « muB innerhalb dieses konvexen Polyeders liegen. Gabe 
es namlich eine Wandung 7, fiir die |¥a| <0, so ist analog wie oben zu 
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sehen, daB im -dimensionalen Raum diejenige Wandung w”, die —r 
enthalt, auch |w”a| <0 liefern miiBte, d. h. es lige a nicht in §. 

In dem (n—1)-dimensionalen Polyeder 7, 7,,7,,--- gibt es nach 
Voraussetzung ein Elementarpolyeder, in dessen Innern a@ liegt. Sind 
7,7,,---F,_, seine Wandungen, so liegt, wie nunmehr leicht zu sehen, 
« auch innerhalb des »-dimensionalen Elementarpolyeders mit den Wan- 
dungen 

—(ra), ave (7,4), pene y —(%q,-14), 
die (n+1)* Wandung wird von den » Eckpunkten von 7,7,,---7,_, ge- 
bildet. Sie liefert, da alle &”) = O fiir a eine verschwindende Determinante. 

Damit ist der angekiindigte Sate bewiesen. Sind nun und ¥ zwei 
konvexe Polyeder, und tritt der Fall des vorigen Paragraphen, daB es keinen 
gemeinsamen Innenpunkt geben mige, nicht ein, so kinnen wir zwei Elementar- 
polyeder P und P, wo P nur Eckpunkte von %, P nur Eckpunkte von $ 
enthéilt, in solcher Weise angeben, daB auch P und P einen gemeinsamen 
ig Innenpunkt haben. 


t, § 6. 
ll Auswahl der (n+ 2) Punkte bei Unméglichkeit der Trennung. 


Unter einem Begrenzungselement eines konvexen Polyeders verstehen 
wir die Gesamteinheit der Punkte p, bei denen von den Bedingungen 
jwp|S0, |w'p|S0, |w’p|S0,--- eine bestimmte Anzahl Male das 
Gleichheitszeichen gilt. Ist das gegebene konvexe Polyeder ein Elementar- 
polyeder, so unterscheiden wir nach dieser Anzahl die Ordnung des Be- 
grenzungselementes. Es mégen die Punkte 


Is 1,2,3,---n+1 
ein Elementarpolyeder bilden. Es sei dann das Begrenzungselement 

(1, 2,-+-») 
die Gesamtheit der Punkte, bei denen diejenigen Determinanten ver- 
schwinden, in denen die Punkte 1, 2,---» alle vorkommen. Dies sind, 
da wir unter den »+1—~vy nicht in (1,2,---v) enthaltenen Punkten 
jeden zur Bildung einer Determinante weglassen kénnen, n + 1 — y Glei- 
chungen. Ist w die Ordnung eines Begrenzungselementes und yv die Anzahl 
seiner Eckpunkte, so gilt 
4 u=n+1—-». 
Verbinden wir zwei in einem Begrenzungselement liegende Punkte durch 
eine Gerade, so ist klar, daB fiir dieses Begrenzungselement dieselben 
Siitze gelten, die wir S. 522 fiir das ganze Polyeder ableiteten. Lassen 
wir den Punkt ¢ auf dieser Geraden wandern, so muB nach einem endlichen 
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Stiick eine der noch positiven Determinanten des Elementarpolyeders ver- 
schwinden. Jede dieser Determinanten enthilt die iibrigen m+ 1— vy 
Punkte und v—1 aus der Zahl der 1, 2,---». Mége etwa die den 
Punkt v nicht enthaltende verschwinden, so heiBt dies, wir gelangen in 
das Begrenzungselement (u + 1)" Ordnung (1, 2, 3,---»—1). Wir kénnen 
daher sagen: ein Begrenzungselement u** Ordnung wird von lauter Be- 
grenzungselementen (u + 1)" Ordnung begrenzt. 

Wir beweisen nun den Satz: Eine lineare Funktion 


po a) aa p® a) ao eee ob p™ a + per . 


die an den Eckpunkten 1, 2, ---» positiv ist, ist dies auch iiberall im 
Innern des Begrenzungselementes. Wir betrachten zunichst die Begrenzungs- 
elemente mit zwei Eckpunkten 


(1, 2), (1, 3), (1, 4),---(w—1, v). 
Eine lineare Funktion, die bei 1 und 2 positiv ist, kann im Inner von 
(1, 2) weder negativ noch 0 sein, weil lineare Funktionen kein Minimum 


haben. Wir gehen nun zu den Begrenzungselementen der nichst niedrigeren 
Ordnung d. h. zu 
di, 2, 3), di, 2, 4), Si (v—2, ee 1, v). 

Es liege p im Innern von (1, 2,3). Ich ziehe von 1 eine Linie nach p. 
Diese mu8 nach dem, was wir eben sahen, ein Begrenzungselement héherer 
Ordnung schneiden, und daher sowohl an dem Schnittpunkt als auch bei 
1 positiv sein, sie kann demnach bei p, das zwischen 1 und dem Schnitt- 
‘punkt liegt, nicht anders als gleichfalls positiv sein. Und in dieser Weise 
fahren wir fort. 

Es seien nun P und P zwei Elementarpolyeder, und wir wollen an- 
nehmen, es gabe einen Punkt i, der sowohl im Innern von P als auch 
im Innern von P liege. Ich behaupte, es lassen sich von den Eckpunkten 
von P und P (n+ 2) von der Art auslesen, dap es unmiglich ist, eine 
lineare Funktion 

pM) a + p® Co pm a + pet 1) 
anzugeben,' die bei denjenigen der ausgewdhlten Punkte, die Eckpunkte von 
P sind, positiv, wnd bei denjenigen, die Eckpunkte von P sind, negativ ist. 

Wir ziehen durch 7 irgend eine Gerade und verfolgen sie von i aus 
in einer beliebigen Richtung. Die Gerade kann nicht immer im Innern 
der beiden Polyeder verlaufen. Sie mége etwa aus P zuerst austreten 
und zwar bei dem Punkte 7’; 7’ liegt dann auf einem Begrenzungselement 
erster Ordnung. Zu der Gleichung dieses Begrenzungselementes nehmen 
wir noch n— 2 beliebige Gleichungen, die durch 7 befriedigt werden, 
hinzu und erhalten hierdurch eine Gerade. Verfolgen wir wieder diese 
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von 7 an, so sei 7” der erste Punkt, bei dem sie aus einem der Polyeder 
austritt. 7” kann entweder auf einem Begrenzungselement zweiter Ord- 
nung von P oder auf einem Begrenzungselement erster Ordnung von P 
liegen. Jedenfalls geniigt *” zwei Gleichungen, zu denen wir nur noch (n—3) 
hinzunehmen, um so wieder eine Gerade zu bilden und zu einem Punkt 7” 
zu gelangen. Das Weitergehen auf einer Geraden ist erst dann unméglich, 
wenn der Punkt.» Gleichungen geniigt. 

Wir kénnen also einen Punkt ‘* bestimmen, der auf zwei Begrenzungs- 
elementen der Ordnung uw und @ liegt, wo 

utu=n 
und da 
w=n+1-y, u=n+1—y7, 
so ist 
n+1—yvy+n+1—v=n, 
yv+v=—n+2. 


Eine lineare Funktion, die an diesen v Punkten positiv und an diesen 
vy negativ wire, miiBie bei i* zugleich positiv und negativ sein, sie kann 
also nicht existieren. 

Wir haben bisher stets vorausgesetzt, daB sich sowohl unter den 
gegebenen Punkten p,, p,, ~s,-*~- als auch unter p,, Py, Ps,--- (w+1) 
finden mégen, die eine nichtverschwindende (+ 1)-reihige Determinante 
liefern. Dies braucht aber nicht immer der Fall zu sein. Es k6énnen 
etwa alle (vy + i)-reihigen und héheren Determinanten der p verschwinden. 
Wir nehmen dann eine Koordinaten-Transformation vor und ordnen die 
Punkte p in dem v-dimensionalen Raum zu einem konvexen Polyeder. 
Dieses ergiinzen wir nach der Methode des § 5 durch successive Hinzunahme 
von Punkten aus den iibrigen Dimensionen zu einem n-dimensionalen kon- 
vexen Polyeder. In diesem gibt es dann Begrenzungselemente, deren Eck- 
punkte nur aus gegebenen Punkten bestehen, und in deren Innern alle 
gegebenen Punkte liegen. Mit den Punkten j verfahren wir ebenso. 
Nun stellen wir die Alternative der Existenz oder Nichtexistenz eines 
gemeinsamen Innenpunktes nicht beziiglich der ganzen Polyeder, sondern 
beziiglich der ausgezeichneten Begrenzungselemente. Man sieht sofort, dab 
man auch auf diese die Methoden von § 4 und § 6 anwenden kann. 


IV. Aufstellung der Annadherungsfunktion. 


Es seien nun, wenn wir uns der Einfachheit halber auf » = 2 be- 
schrinken wollen, eine Anzahl Punkte 


Py = (419141), D2 = (U2 Yo%), ++ * Py = (%,Y,4%,), °° 
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gegeben und 

= 4, 2° + ary + agy® + a2 + asy + a, 
so bestimmt, daB die gréBte der GréBen 

|2 coe, ey l, L, 
méglichst klein sei. Wenn L bei x,y, ---2,y, angenommen wird, so ist 
etwa 
A, 2 + Az, Y, + Asyj + 4,2, + ay, + a, — 2, =tL, 
(1) A, Uy + Uy Xz + Agyz + O42 + Ay Yy + a, — % = aL, 
a, x} + a, X,Y, + ay} + a2, +? asY, + a ‘aa %, ons é,L, 
wo die e=+1. 
Es habe nun 
s, das Vorzeichen von JL und sei +0, 
‘S20 ” ” &,L ” ” + 0, 


5, ” ” ” e,L ” ” - 0. 
Im iibrigen seien diese Gréfen s unbestimmt. Aus Erwiigungen, die 
denen unserer Kinleitung analog sind, folgt dann sofort: 
Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB es keine Funktion 
kleinerer Abweichung gibt als f(a, y), ist die Unauflisbarkeit der Gleichungen 
ba + boa, y, + dgyt + bya, + bsy, + bo = 8, 


(2) b, 23 + dy ay yy + byy + Dyxy + bey, + bg = 52, 


b, x + by X,Y, + bsy> + b,x, + bsy, + b, ™¢, 
fiir jedes mégliche Wertsystem s. 
Die Zahl der Unbekannten ist 6, die Zahl der Gleichungen v, im allge- 


meinen Fall kénnen die Gleichungen nur dann unauflésbar sein, wenn 
v>6. Fir »=7 ist die Bedingung der Unauflésbarkeit 


TY mH 1 
D= Ts %Yy Ye % Y 1 Ss +0 
% hh Yi % % 1 Ss, 
Entwickeln wir nach den Elementen der letzten Spalte, so haben wir, 
abgekiirzt geschrieben: 


D = s,-(2,3,--- 7), — 8 -(1, 3,--- 7) +--+ + s,(1, 2,--- 6). 
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Da die s bis auf das Vorzeichen vollkommen willkiirlich sind, die Deter- 
minante aber fiir alle mit der Vorzeichenbedingung vertriiglichen s von 0 
verschieden sein soll, so sieht man leicht die Bedingung: Die GréBen 


s,:(2,3,-+-7), 
—s,-(1,3,---7), 


s, - (1, 2,--- 6) 
miissen gleiches Vorzeichen haben. Hieraus bestimmt sich das Vorzeichen 
der s bis auf diesen allen gemeinsamen Faktor +1. Demnach sind auch 
die ¢ bis auf einen Faktor bestimmt; wir haben jetzt nur noch das 
Gleichungssystem zu lésen, wodurch auch dieser Faktor mitbestimmt wird. 


A, LF + AgX,Y, + Asyi + 4%, + 4,27, +a, —2,L—2,, 
Gy 13 + Ay Xe Yq + AY} + Ay %y + Oy HY, + a, — &L = 2, 


Oy U5 + Ay Ly Yq + Asyj + 4X, + Agy, + a, — &L = 2. 
Das System dieser sieben Gleichungen mit den sieben Unbekannten a, --- a, 
und LZ ist sicher eindeutig lésbar. Denn die Determinante des Systems 
unterscheidet sich von D nur dadurch, daB statt der s hier die « auf- 
treten; sie ist also sicher von 0 verschieden. 

Wir haben nachgewiesen, daB es eine Funktion kleinerer Abweichung 
als die su konstruierte Funktion f(z, y) nicht geben kann. Es fragt sich, 
ob und wann es eine von f(z, y) verschiedene Funktion von ebensogroBer 
Abweichung geben kann. Nehmen wir an, g(a, y) sei eine solche Funk- 
tion, so muB, gleichviel an welchen Punkten g(2, y) seinerseits die Ab- 
weichung annimmt, an den sieben Punkten, an denen f(z, y) seine Ab- 
weichung annimmt, 

[PG pYu) — Bul > 19 CuI) — Sel 
d. h. es darf f(x, y)—g(«, y) an den Punkten 2, y,, nicht entgegengesetztes 
Vorzeichen haben wie s,, sondern es muB entweder gleiches Vorzeichen 
haben oder verschwinden, was wir durch s, andeuten wollen. Dies ergibt 
fiir die Koeffizienten der Differenz f(x, y) — g(x,y) die Bedingungen: 


b, a? + bx,y, + bgy? + ba, + b,y, + b, = 5,', 
b, 25 + dyxeyy + dgy} + by %y + DyYy + by = 54;, 


b, 25 + bya y, + byyz + bya, + byy, + by = 87’. 
Die Bedingung fiir die Auflésbarkeit ist das Verschwinden der Deter- 
minante. Ist keine der Unterdeterminanten gleich Null, so kann dies nur 
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eintreten, wenn s,’ = s,’=--- = s,/=0, und alsdana miissen in den tibrig 
bleibenden homogenen Gleichungen alle b verschwinden, d. h. f(x, y) ist 
eindeutig bestimmt. 

Von gewissen Ausnahmefiillen abgesehen, ist die Anndherungsfunktion 
durch die gegebenen Punkte eindeutig bestimmt. 

Es sei jetzt »y >7. Es sei xy die Projektion eines Punktes, an dem 
die Abweichung angenommen wird, und zwar wollen wir xy mit p be- 
zeichnen, wenn s>QO und mit p wenn s<0. Unsere Bedingung (2) 
kinnen wir dann auch so fassen: Es soll wunmiglich sein, eine Funktion 

b, a* + boxy + byy® + b,x + byy + b, 
anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten p negative 
Werte annimmt. 

Es folgt nun aus dem Hilfssatze: Wenn die Punkte p und jp so 

gelegen sind, daB sie die Existenz einer derartigen Funktion 

b, a* + byxy + byy? + b,x + bey + bg 
ausschlieBen, so kann man aus ihnen sieben derartige Punkte auswihlen, 
daB schon sie eine Funktion der verlangten Form und Eigenschaft un- 
méglich machen. 

Setzen wir 

a = —), zy—'?, y—'0, c= 8H, y = £0. 
Bezeichnet p einen Punkt x, y,, so bezeichne a den entsprechenden Punkt 
des fiinfdimensionalen Raumes 
x, — xP EPEP EME) 
und wir unterscheiden Punkte a und z. Es kann nun keine Funktion 
BE + BE + BE” + BEM + BE + 6 
geben, die an allen Punkten z positive und an allen Punkten a negative 
Werte annaihme; denn es wiirde alsdann die Funktion 


B,x? + Bory + Bsy® + Bx + Byy + Bs 
auch an allen Punkten p positive und an allen Punkten p negative Werte 
annehmen. Ich wihle unter den Punkten a und z nach § 6 des vorigen 
Abschnittes sieben aus und nehme dann die diesen sieben Punkten ent- 
sprechenden Punkte p und p und behaupte: Es kann keine Funktion 

ba? + byxy + by” + b,x + by + bg 
geben, die an den ausgewahlten Punkten p positive und an den aus- 
gewahlten Punkten p negative Werte annimmt, denn sonst wiirde sich 

bE 4 ByE F Dye + 0,8 + B58 + 0, 
bei den entsprechenden Punkten 2 und z ebenso verhalten. 
Daraus folgt: Nimmt die Anniherungsfunktion die Abweichung mehr 
als sieben Mal an, so lassen sich aus der Zahl der Annahmestellen sieben 












rig 
ist 


em 
be- 
(2) 


Hive 


en, 
in- 


kt 


ve 
‘te 


en 


is- 


on 








Uber Tchebychefsche Anniherungsmethoden. 539 


so auswahlen, daB die Anniherungsfunktion auch Anniherungsfunktion dieser 
sieben Punkte allein ist. 

Hieraus ergibt sich die Liswng des Problems: Man greift aus der 
Zahl der gegebenen Punkte sieben heraus und bestimmt ihre Anniherungs- 
funktion. Man untersucht sodann, ob die so gefundene Funktion die 
Anniherungsfunktion fiir die Gesamtheit der gegebenen Punkte ist, indem 
man untersucht, ob |/(x,¥,.) — #|< 1 fiir alle gegebenen Punkte erfiillt 
ist. Dies ist, wenn man auf alle miglichen Arten sieben Punkte heraus- 
greift, einmal und im wesentlichen auch nur einmal der Fall (im wesent- 
lichen, d. h. die Ausnahmefille bestimmter Determinantengleichungen aus- 
geschlossen). Wir haben bisher angenommen, daB der Grad der An- 
niherungsfunktion gleich zwei sei; man sieht aber, daB unsere Methoden 
nicht auf diesen Fall beschriinkt sind. Vielmehr gilt allgemein: 

1) Die Abweichung wird im allgemeinen Fall mindestens einmal Ofter 
angenommen, als die Zahl der Parameter der Anniherungsfunktion betriigt. 

2) Der Sinn, in dem die Abweichung angenommen wird, wird durch 
eine Determinantenungleichung geliefert. 

3) Die Koeffizienten der gesuchten Anniherungsfunktion werden durch 
Auflisung eines Systems linearer Gleichungen gefunden. Dieses System wird 
aus einer endlichen Anzahl von Systemen durch Versuche bestimmt. | 

Der zweite dieser Siitze wird besonders anschaulich, wenn die Anzahl 
der unabhingigen Variabeln nicht, wie wir bisher der Allgemeinheit 
halber annahmen, gleich zwei, sondern gleich eins ist, d. h. Punkte der 
Ebene durch eine Kurve angenihert werden sollen. Unsere Ungleichung 
lautet dann: 


| an n—1 e 
| % a; re | Ss; 
@ @-*.--1 @ 
2 2 2 
ae +0. 
n a1... 
Tn +2 T+ 1 S42 


Nehmen wir 2, <a, <-+--<4%,,9 an, und entwickeln nach der letzten 
Spalte 
D=s, - (2,3,---n+2) —s,-(1,3,---m+2)+--- 

so haben die Symbole (2, 3,---n+ 2), (1, 3,---+2),--+ alle gleiches 
Vorzeichen. Denn sie sind gleich dem Differenzenprodukt, und offenbar 
ist das Vorzeichen verschiedener Differenzenprodukte, wenn in allen jedes 
Element kleiner ist, als das folgende, dasselbe. Hieraus folgt, daB die s 
abwechselndes Vorzeichen haben miissen, der Sinn, in dem die Abweichung 
angenommen wird, muB also abwechseln. 

Wir haben uns auf das Interpolationsproblem beschriankt, weil dieses 
geeignet ist, eine Art Gerippe auch fiir die Behandlung des allgemeineren 
35* 
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Problems abzugeben, in dem die Anniherung einer iiberall in einem end- 
lichen Intervall definierten Funktion durch ein Polynom verlangt wird. 
Verfolgen wir, was durch diese Anderung des Problems an unserm bis- 
herigen Gedankengang geiindert wird. Die Abweichung wird nicht mehr 
in einer endlichen Anzahl diskreter Punkte angenommen zu werden 
brauchen, sondern wir werden ,,Abweichungskurven“ haben, und zwar zwei 
verschiedene, nach dem Sinn, in dem die Abweichung angenommen wird. 
Wir projizieren diese Kurven wieder auf die Ebene der unabhiingigen 
Variabeln. Bei k unabhingigen Verinderlichen bilden die Projektionen 
(k—1)-dimensionale Gebilde. Alle friiheren Erwigungen bleiben bestehen, 
und es handelt sich vor allem um die Méglichkeit, auch den Satz des 
vorigen Abschnittes zu iibertragen. Dieser Satz wiirde lauten: 

Sind in einem n-dimensionalen Raum zwei endlich begrenzte Fliichen- 
stiicke gegeben, so lassen sie sich entweder durch eine Ebene trennen, oder 
es existieren auf ihnen n+ 2 Punkte, so daB schon diese die Trennung 
unmdglich machen, wenn die auf einem Fiachenstiick liegenden Punkte 
von denen des andern getrennt werden sollen. Diese Flichenstiicke wiren 
zu ,konvexen Kérpern“ zu erginzen, und diese Kérper kénnten als konvexe 
Polyeder mit unendlich vielen Eckpunkten angesehen werden. Das Er- 
gianzen der Fliichenstiicke zu konvexen Kérpern kann etwa so gedacht 
werden, daB als Innenpunkt des neuen Kérpers jeder Punkt genommen 
werden soll, der auf einer geradlinigen Strecke liegt, deren Endpunkte 
entweder Punkte des gegebenen Flichenstiicks oder schon auf diese Weise 
erhaltene Innenpunkte sind. Es wiire nun zu zeigen, dab zwei, aus zwei 
beliebigen Fliaichenstiicken auf diese Weise erhaltene ,konvexe Kérper“ 
sich durch eine Ebene trennen lassen, falls kein Innenpunkt des einen 
ein Innenpunkt des andern ist, und ferner, daB sich fiir jeden Innenpunkt 
eines konvexen Polyeders ein Elementarpolyeder (im friiheren Sinn) an- 
geben laBt, in dessen Innern der betreffende Punkt liegt, und dessen Eck- 
punkte saimtlich Punkte des erzeugenden Flichenstiicks sind. 

Es ist zu vermuten, daB alle diese Siitze richtig sind. Dann aber 
laBt sich unser ganzer fiir das Interpolationsproblem durchgefiihrter Ge- 
dankengang auf den Fall einer iiberall definierten Funktion iibertragen, 
und wir haben allgemein den Satz: 

Ist m die Anzahl der verfiigbaren Parameter der Anniherungsfunktion, 
so existieren m-+-1 Punkte der gegebenen angenihert darzustellenden Funktion 
von der Art, daB die Anniherungsfunktion dieser m+ 1 Punkte allein zu- 
gleich die Anniiherungsfunktion der gegebenen Funktion ist. 

Fiir den einfachsten Fall einer unabhingigen Variabeln, fiir den sich, 
wie wir sahen, eine Abwechselung des Sinnes der Abweichung ergibt, ist 
dieser Satz in meiner Dissertation ausfiihrlich nachgewiesen. 
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Uber die Instabilitat der Gleichgewichtslage eines Systems von 
zwei Freiheitsgraden. 


Von 


Grorc Hamet in Karlsruhe. 


Es handle sich um das folgende Problem: 
Ein mechanisches, konservatives System von zwei Freiheitsgraden 


x, y sei vorgelegt, 
T = Ax’? + By” 


sei der Ausdruck der lebendigen Kraft, U(#, y) das Potential, sodaB die 
Gleichung von der Erhaltung der Energie also lautet: 


T+ U=h. 


Dabei seien in dem betrachteten Bereiche A und B stetige, endliche und 
positive (von Null verschiedene) Funktionen von x und y mit endlichen 
und im allgemeinen stetigen ersten Ableitungen. (DaB wir in 7’ kein 
Glied mit zy’ angenommen haben, bedeutet keine Beschrinkung der 
Allgemeinheit.) U selbst sei ebenfalls stetig und endlich und mit im 
allgemeinen stetigen und endlichen ersten Differentialquotienten versehen. 
Es sei dann x= 0, y=0 eine Gleichgewichtslage des zu 7 und U 
gehérenden dynamischen Problems. An dieser Stelle mége U selbst ver- 
schwinden, soda8 fiir die Ruhe in der Gleichgewichtslage h = 0 wird. 
Wann ist diese Gleichgewichtslage stabil, wann ist sie instabil? 
Dieser Frage liege folgende Definition des Begriffes ,,stabil“ zu Grunde. 
Betrachten wir alle Bewegungsformen, fiir welche einmal |x| <«, 
ly|<e und |h| <k*® wird (wo « und k willkiirlich vorgegebene, kleine 
GréBen sind), so nennen wir die Gleichgewichtslage x = 0, y = 0 stabil, 
wenn alle zu diesen Bewegungsformen gehérenden Bahnkurven bei irgend 
einem Grenziibergange zu « = 0, k = 0 die Gleichgewichtslage zur Grenz- 
lage besitzen. Gibt es aber irgend eine solche Bahnkurve, die sich bei 
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dem genannten Grenziibergange nicht in die Gleichgewichtslage zusammen- 
zieht, so heiBe letztere instabil*). 

Es ist nun bekannt, daB Dirichlet**) unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen iiber U den Satz bewiesen hat: 

»Die Gleichgewichtslage ist stets stabil, wenn U an dieser Stelle ein 
Minimum besitzt.“ 

Die Umkehrung dieses Satzes, daB nimlich die Gleichgewichtslage 
stets instabil ist, wenn U kein Minimum besitzt, ist noch nicht voll- 
standig bewiesen, wenn sie auch meistens als richtig angenommen wird. 
Zwar haben Kneser***), Ljapunoff}), Hadamard+}}), Painlevé+}}}) u.a. 
eine groBe Reihe von Spezialfallen durchgefiihrt; doch fehlt, so viel mir 
bekannt ist, in der Literatur noch vollstindig eine Untersuchung des 
folgenden speziellen Problems, dem ich mich hier zuwenden michte: 

Es verschwinde U léngs einer Kurve durch den Nullpunkt in der x, y- 
Ebene, sei aber auBerhalb dieser Kurve in einer gewissen Umgebung iiberall 
positiv, so daB jeder Punkt der Kurve eine Gleichgewichislage darstellt. (Es 
handelt sich also um einen Fall von ,,positions d’équilibre non isolées“ 
Painlevé, |. c.) Die Behauptung, die im folgenden unter gewissen Voraus- 
setzungen iiber die Beschaffenheit dieser Kurve und des Potentials U be- 
wiesen werden soll, ist dann die, daB jede dieser Gleichgewichtslagen instabil 
ist, in dem oben angegebenen Sinne. Dagegen liegt eine niahete Unter- 
suchung der Bahnkurven selbst nicht in meiner Absicht. 


*) Diese Definition stimmt wesentlich mit derjenigen iiberein, die Ljapunoff 
in seiner Arbeit: ,,Sur l’instabilité de l’équilibre dans certaines cas, ot la fonction 
des forces n’est pas un maximum“ (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
Série V, t. Il, 1897) gibt. Man vergleiche auch: Klein-Sommerfeld: ,,Theorie 
des Kreisels“ (Teubner 1898) p. 350. 

*) Dirichlet: ,,Ueber die Stabilitét des Gleichgewichts. (Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik Bd. 32, 1846.) 

*“*) Kneser: ,,Studien tiber die Bewegungsvorgiinge in der Umgebung instabiler 
Gleichgewichtslagen“. (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 115 
und 118). 

+) l. c.; auBerdem einige russisch geschriebene Abhandlungen in den Berichten 
der Charkow’schen mathematischen Gesellschaft. 

++) Hadamard: ,Sur certaines propriétés des trajectoires en dynamique“. 
(Joural de Mathematiques pures et appliquées Série V, t. IIT, 1897.) 

+++) Painlevé: ,Sur les positions d’équilibre instable“. Comptes rendus t. 125, 
p. 1021—1024. 1897. 
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§ 1. 
Voraussetzungen; eine Koordinatentransformation. 


Uber die Kurve C, lings deren U verschwinde, machen wir fiir ein 
gewisses Gebiet um die Stelle 0, y=O die folgenden Voraussetzungen, 
die wir spiter in § 5 zum Teil noch etwas vermindern werden: 

Die Kurve sei stetig und besitze iiberall eine sich stetig andernde 
Tangente sowie eine iiberall endliche und im allgemeinen stetige Kriim- 
mung. Dann kénnen wir C in geeigneter Richtung der Art parallel zu sich 
verschieben, daB die so entstehende Schar von Parallelkurven zusammen 
mit ihren orthogonalen Trajektorien das in Betracht gezogene Gebiet mit 


— 
iJ 














Fig. 1. 


einem orthogonalen Netz iiberdeckt und eine ein-eindeutige Abbildung 
auf ein endliches Gebiet einer u, z-Ebene vermittelt, eine Abbildung, bei 
der die Kurve C in die w-Achse iibergehe. 

Dann erhilt die lebendige Kraft T die Gestalt 

T = aw? + bz’, 
wo a und b in dem betrachteten Bereiche stetige, endliche, positive und 
von Null verschiedene Funktionen von w und z werden mit iiberall end- 
lichen und im allgemeinen stetigen ersten Ableitungen. 

U behilt seine in der Einleitung genannten Eigenschaften; es ver- 
schwindet langs der w-Achse, ist aber auBerhalb in dem _ betrachteten 
Bereiche iiberall positiv. 

Wir machen aber jetzt tiber U noch die weiteren Annahmen: Es 
lasse sich U in zwei Faktoren zerspalten: 


U = (2): fu, 4), 
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wo » fiir z=0 verschwindet, auBerhalb z= 0 aber stets positiv ist*), f(u, 2) 
auBerhalb z = 0 ebenfalls stets positiv ist*) und fiir z= 0 nur an einer 
endlichen Anzahl von Stellen « verschwinde, unstetig oder unendlich grof 
werde. Auch nehmen wir an, daB sich f beim Uberschreiten der u-Achse 


stetig verhalte, falls es dabei endlich bleibt. Uber ; f setzen wir noch 


u 
voraus, daB die Kurven, lings deren es sein Zeichen wechselt oder un- 
endlich gro8 wird, nur in endlicher Anzahl vorhanden seien. (Ist U in 
dem betrachteten Bereiche analytisch und vom Charakter einer rationalen, 
im Reellen endlichen und bestimmten Funktion, so sind diese Voraus- 
setzungen alle von selbst erfiillt.) 


§ 2. 
Der erste vorbereitende Fall. 


In diesem Paragraphen nehmen wir den gewoéhnlichen Fall an, daB 
f an der ins Auge gefaBten Stelle « = 0, 2 = 0 weder verschwinde noch 


unendlich gro® werde, und daB ze endlich bleibe. Dann kann man nach 


den genannten Voraussetzungen um u=0, z=0 ein endliches Gebiet 
abgrenzen, innerhalb dessen f(u, 2) zwischen endlichen positiven Grenzen 


und M4 | unterhalb eines bestimmten Wertes bleibt. Auf dieses Gebiet 


kénnen wir uns beschranken; denn wiirde, so klein wir auch k und ¢ 
wihlen (siehe die Einleitung), eine Bahnkurve stets die Grenzen dieses 
Gebietes iiberschreiten, so wire die Instabilitét von vornherein bewiesen. 

Wir kénnen ferner stets h =k? setzen, da bei allen unseren Be- 
trachtungen die Gesamtenergie immer positiv oder gleich Null sein muB. 

Bezeichne dann im folgenden allemal FE eine endliche, positive GréBe 
(deren Wert aber von Zeile zu Zeile ein anderer sein kann), so folgen 
aus der Gleichung der lebendigen Kraft: 


au’® + ba’* + p(z)- f(u, 2) =i? 


die Ungleichheiten: . 
|w|<E-k, 
|2| <E- k, 
i 9@)<h 
und daraus nach den Voraussetzungen dieses Paragraphen: 
p(2)< E-FR. 


Mit diesen Ungleichheiten allein, die uns fiir alle zu k gehérigen Be- 
wegungsformen ein bestimmtes ,,Dirichletsches Bewegungsgebiet“ abgrenzen, 


*) D. h. natiirlich fiir einen hinreichend kleinen, aber endlichen Bereich um den 
Punkt 0. Ubrigens sind diese Eigenschaften Folgerungen der andern. 
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kommen wir hier nicht aus, da fiir k=O die w-Achse selbst resultiert 
und wir also nicht erkennen kénnen, ob fiir / = 0 ein endliches Stiick 
der w-Achse oder nur der Punkt w= 0, ¢ =0 als Grenzlage aller Bahn- 
kurven iibrig bleibt. 

Um diese Frage zu entscheiden, nehmen wir noch die erste Lagrangesche 


Gleichung 
d (2 T\ _ a(T—U) 
zu Hiilfe, die wir so schreiben kénnen: 
2au" + p(2) Sf = (w, 2’), 


u 


wo (w’, 2’), einen in wu’, 2’ homogenen Ausdruck zweiten Grades mit endlichen 
und im allgemeinen stetigen Koeffizienten bedeutet. Nehmen wir nun die 
Anfangsbedingungen u = 0, 2 = 0, 2’ = 0 und au’? = k*, multiplizieren die 
vorstehende Gleichung mit w’ und integrieren von dem Anfang der Be- 
wegung an, so bekommen wir nach einer partiellen Integration 


t 


t 
aw’? = k* — | o(z) af wu’ dt +f, 2’), w dt, : 
0 0 


wo (wv, 2’), einen Ausdruck derselben Form bedeutet wie oben (aber nicht 
genau denselben). Gehen wir mit der Integration nur so weit, als w’ sein 
Zeichen nicht wechselt, so folgt durch Benutzung der Mittelwertsitze und 
der im Anfang dieses Paragraphen aufgeschriebenen Ungleichheiten 
au’? = )2(1—#-E-u), 
wo |#| <1 ist. 
Daraus aber ergibt sich, daB w den bestimmten, unabhiingig von k 


angebbaren Wert + ¥ sicherlich einmal annimmt, daB also das ganze 


Stiick der u-Achse zwischen diesem Werte und dem Nullpunkte zu dem 
Grenzgebilde der Bahnkurven gehért. 

Damit ist aber bewiesen, daB unter den in diesem Paragraphen an- 
genommenen Voraussetzungen die Gleichgewichtslage u = 0, ¢=0 und 
daher auch z = 0, y = O instabil ist. 


§ 3. 
Der zweite vorbereitende Fall. 
In diesem Paragraphen lassen wir jede Voraussetzung iiber /(u, 2) 


selbst fallen, welche iiber die in § 1 gemachten allgemeinen Voraussetzungen 
hinausginge. Dagegen nehmen wir an, daB in einem endlichen Bereich 
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um den ins Auge gefaBten Punkt w=0, z=0 die Ableitung ff ein 


bestimmtes Zeichen bewahre, ohne jedoch ein Null- oder Unendlichwerden 
dieser Ableitung auszuschlieBen. 
Die Ungleichheiten 
\u'| < Ek, 
|2’| < Ek, 
p(2)-f(u, 2) < h?*) 

des vorigen Paragraphen bleiben bestehen, desgleichen unter Annahme 
derselben Anfangsbedingungen die Integralgleichung 


t t 
au’? = 5? — foe fw at +f, 2), dt. 
5 0 


Nun kénnen wir aber dem Anfangswert von wu’ noch ein solches Zeichen 


geben, daB gf u’ zu Anfang einen negativen Wert erhiilt. 


u 
Dann folgt aus obiger Gleichung, wenn wir wieder nur so weit 
integrieren, als w’ das gewahlte Zeichen beibehalt, die Ungleichheit 
t 


au*>k?+ J(u’, 2’),w dt 
0 


oder 

au*>kh1—@-E-u). 
Und daraus schlieBen wir wieder, daB der bestimmte, a priori angebbare 
-- 1 
E 
womit auch fiir die Voraussetzungen dieses Paragraphen die Instabilitat 
des Gleichgewichtes bewiesen ist. 


und von k unabhingige Wert u = auf alle Falle angenommen wird, 


§ 4. 
Drei weitere Einzelfille, die in ihrer Gesamtheit den allgemeinen 
Fall darstellen. 


Wahrend sich bei den beiden bisher behandelten Fallen die Instabilitat 
nachweisen lie’, indem wir eine von der Gleichgewichtslage selbst aus- 
gehende Bewegung einleiteten**), scheint dies bei den noch ibrigen 

*) Aber nicht mehr die vierte Ungleichheitsbedingung o(z) < Ek?. 

**) Die Untersuchungen der §§ 2 und 3 dienten vom systematischen Standpunkte 
aus nur zur Vorbereitung. Sie bieten aber auBerdem den Vorteil, die meist vor- 
kommenden Fille bequemer zu erledigen, als es in diesem Paragraphen miglich 
sein wird. 








~ «  & 
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Spezialfallen nicht mehr méglich zu sein; wir werden auch den Ausgangs- 
ort der Bewegung andern miissen, natiirlich so, daB er in der Grenze 
é=0, k=O mit der Gleichgewichtsstelle zusammenfallt. Es bleiben 
noch drei Méglichkeiten, die wir aber so formulieren und behandeln 
werden, daB der allgemeine Fall in ihnen enthalten ist: 


I) Es kann gf lings eiues Stiickes der wu Achse vom Punkte u = 0, 


z= 0 aus verschwinden. Dann ist also f(u, 0) konstant und kann daher 
nach den allgemeinen Annahmen lings des in Betracht kommenden Stiickes 
der w-Achse nicht verschwinden. Wenn wir diesen Fall noch nicht mit 
dem in § 2 behandelten als erledigt ansehen, so liegt das daran, dab 


modglicherweise an der Stelle «= 0, 2 =0 selbst gf auf einen unendlich 


groBen Wert springen kann, was wir nicht ausschlieBen wollen. 
In anderer Weise, als durch einen Ubergang durch Null kann nach 


unseren Annahmen ef beim Uberschreiten der u-Achse sein Zeichen nicht 


inmdern. Also bleiben noch die beiden folgenden Falle zu diskutieren: 
II) Es la8t sich ein an O angrenzendes Stiick der w-Axe angeben, 
gf. wu positiv ist. 
IIT) Es laBt sich ein an O angrenzendes Stiick der w-Axe angeben, 
fiir welches yf -u negativ ist. 


Das entsprechende Zeichen behialt dann of auch fiir eine gewisse 


fiir welches 


endliche Umgebung des betreffenden Stiickes der w-Achse bei. 


I. 


Es sei also f(u,2) lings eines endlichen Stiickes der u-Achse vom 
Punkte u = 0, z=0 an konstant, aber von Null verschieden. Dann kénnen 
wir einen endlichen Teil dieses Stiickes der w-Achse mit einem endlichen, 
den Nullpunkt wenigstens in der Grenze enthaltenden Gebiet G umgeben, 
in dem af unterhalb einer bestimmten Grenze, f aber oberhalb einer be- 
stimmten Grenze bleibt. Um die Ideen zu fixieren, nehmen wir an, dab 
das Gebiet G negative Werte von w enthalte. 

Dann ist jeder Punkt P der w-Achse innerhalb dieses Gebietes G 
instabil nach den Untersuchungen des § 2; und zwar laBt sich die Ent- 
fernung E in der u-Richtung, die sicher bei noch so kleinem & erreicht 
wird, unabhingig von der Lage des Punktes P angeben, da die Grenzen 
E des § 2 fiir das ganze Gebiet gelten. Wahle ich nun einen bestimmten 
Punkt P so nahe an dem Punkte O(u=0, z=0), daB die Entfernung OP 
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kleiner ist als E, so muB ein von P aus in der Richtung der w-Achse 

gestoBener Punkt entweder die z-Achse (w=) erreichen oder aber 

einen Punkt des Randes des Gebietes, der 

u ein gréBeres wu hat als P. Nenne ich 

diesen Punkt Q@. Wenn nun & stets kleiner 

genommen wird, zieht sich das ,,Dirichletsche 

Bewegungsgebiet“ auf die w-Achse zusammen. 

Infolgedessen muB der Punkt Q, mag er nun 

auf der z-Achse oder auf dem Rande des 

»z Gebietes G liegen, in der Grenze k =0 gegen 

den Punkt O konvergieren. Da aber jeder 

mechanische Vorgang der hier in Frage 

kommenden Art umkehrbar ist, so gibt es stets 

bei noch so kleinem /& eine Bewegung, die 

mit beliebig kleiner (nimlich mit k gegen 

Fig. 2. Null gehender) Geschwindigkeit und in be- 

liebiger Nahe des Punktes O (namlich im 

Punkte Q) beginnt und doch stets den endlich entfernten Punkt P erreicht. 

Und damit ist auch fiir diesen Spezialfall bewiesen, daB der Punkt O eine 
instabile Gleichgewichtslage darstellt. 











Il. 

In dem Falle, daB lings eines Stiickes der w-Axe, etwa wieder fiir 
negative wu, sf. u positiv ist (hier also gf < 0), laBt sich ebenfalls ein 
den Punkt O mindestens in der Grenze enthaltendes Gebiet G konstruieren, 
innerhalb dessen die Bedingungen des § 3 erfiillt sind. Und zwar ist die 
nach den Betrachtungen des § 3 ausgezeichnete Richtung gerade die 
positive Richtung der w-Axe, da fiir eine von einem Punkte P des Ge- 


bietes G in dieser Richtung ausgehende Bewegung ze -u' <0 ist. Nun- 


mehr laBt sich die SchluBweise aus I genau iibertragen, indem man sich 
jetzt auf die Resultate des § 3 stiitzt, sodaB auch fiir diesen Fall die 
Instabilitaét bewiesen ist. 


Il. 


Der letzte Fall, wo, etwa wieder fiir negative u of 


> Ow 
u Achse negativ, also hier af positiv ist, scheint zuniichst der leichtere 


-w langs der 


zu sein; seine exakte Erledigung erfordert aber eine kleine Uberlegung. 
Lassen wir namlich die Bewegung im Punkte O nach den Anfangs- 
bedingungen des § 2 beginnen aber mit negativem w, so ist anfangs 











Th 
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sicher gf -w’ negativ, so daB die Methode des § 3 in Geltung tritt. Kinige 
Schwierigkeit verursacht nur der exakte Nachweis dafiir, da8 die Bahn 
das Gebiet G, in dem ; ul > 0 ist, nicht in 4 
beliebiger Nahe des Punktes O verlaBt. 

Dieses Hindernis laBt sich aber auf folgende 
Weise umgehen. Konstruieren wir das 
Dirichletsche Bewegungsgebiet, fiir das ja 
U<k*, so ziehen sich dessen Grenzen bei ab- 
nehmendem k immer dichter an die w-Achse 
heran. Da aber die Grenzen des Gebietes G 
fest sind, so muB man & so klein nehmen 
kénnen, daB die Grenze des Gebietes G, 
von O an durchlaufen, das Dirichletsche 
Bewegungsgebiet in einem Punkte @ ver- 
laBt, dessen Ordinate einen dem absoluten 
Werte nach mit k beliebig klein werden- 
den, dem Vorzeichen nach negativen*) 
Wert, sagen wir u(k), besitzt. Nehmen wir nun als Ausgangsstelle der 
Bewegung nicht den Punkt 0, sondern einen Punkt 0’, der etwa die 
Ordinate 2-u(k) hat, so kann die von diesem Punkte ausgehende Bahn- 
kurve das Gebiet G nicht mehr in beliebiger Nihe von O verlassen, es 
miiBte denn vorher u’ sein Zeichen gewechselt haben. Wir wissen aber 
nach § 3, daB das nur méglich ist, wenn w einen bestimmten endlichen 
Wert angenommen hat. Wir kennen also jetzt eine Bahnkurve, die in 
beliebiger (d. h. mit  verschwindender) Nahe von O beginnend mit k=0 
gegen eine bestimmte von Null verschiedene Grenze konvergiert; die In- 
stabilitét der Gleichgewichtslage O ist damit bewiesen. 








Fig. 3. 


§ 5. 
Erweiterung der Voraussetzungen. 


Wir kénnen jetzt die Voraussetzungen iiber U resp. f erweitern. 
Wir kénnen z. B. zulassen, daB U noch auf anderen Kurven verschwindet, 
welche die Kurve C schneiden. Denn die einzige Modifikation, welche 
dadurch eintritt, ist die, daB sich jetzt das Dirichletsche Bewegungsgebiet 
in der Grenze k = 0 auf ein Kurvengeiist zusammenzieht. Das schadet 


*) Sollte dieser Wert positiv sein, das Gebiet G also in der Umgebung des 
Punktes O beiderseits iiber die z-Axe hinausgreifen, so ist die ganze Betrachtung 
nicht ndtig. 
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aber nichts, auBer in dem Fall, daB die Grenze des Gebietes G in § 4 
mit einem Aste von U=0 zusammenfillt. Denn dann kénnen wir z. B. 
nicht mehr schlieBen, daB der Punkt Q aus § 4,1 in O einriickt. Diese 
Schwierigkeit aber laBt sich vermeiden, wenn wir das Gebiet G etwas 
einengen, so daS jetzt seine Grenzen nicht mehr mit einem Aste von 
U = 0 lings eines endlichen Stiickes zusammenfallen. 

Da aber von der Kurve C immer nur ein endliches Stiick in Betracht 
kam*) und es uns z. B. in $4 gar nicht mehr interessierte, ob fiir «—0 
das Potential U(u, 0) iiberhaupt Null ist, oder aber lings anderer von 
O ausgehenden Kurven verschwindet, so gilt der Satz der Instabilitdt auch 
noch, wenn die Kurve C eine nur abteilungsweise stetige Tangente besitzt. 
Sie kann sogar Spitzen haben, wenn dieselben nur der Art sind, dab 
die Kriimmung der Kurve iiberall endlich bleibt. 

Es diirfte jedoch wiinschenswert erscheinen, auch solche Fille zu 
behandeln, in denen die Kurve C eine Spitze besitet, an der die Kriimmung 
nicht endlich bleibt. Die Schwierigkeit, welche zu den vorhergehenden 
Betrachtungen hinzukommt, besteht darin, daB bei dem Ubergange von 
den Koordinaten x, y zu den Koordinaten u, z die ersten Ableitungen der 
Koeffizienten a, 6 nicht mehr notwendigerweise endlich ausfallen. Will 
man den Instabilitiitssatz dann doch noch beweisen, so mu8 man in jedem 
Falle noch die Art des Unendlichwerdens in Betracht ziehen. 

Eine allgemeine Erérterung gelingt nun noch fiir den Fall, der 
entschieden am nichsten liegt, daB nimlich die Kurve C sich in der Form 
darstellen 1aBt: 

; y —o™- p(v) = 0; 
dabei ist v= a™ gesetzt; m ist eine Zahl gréBer als 1,  nebst ihrer 
ersten Ableitung eine regulire Funktion von v, die fiir v = 0 nicht ver- 
schwindet. Diese Klasse von Kurven umfaBt alle algebraischen Kurven 
bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems. Ein bestimmter (reeller) 
Zweig dieser Kurve bis zu der Spitze = 0, y=O sei ins Auge gefaBt. 
Dann bedecken die entsprechend gewihlten Zweige der Kurvenschar 


—o9()+y=s 
eine Halbebene (genauer gesagt, einen Teil der Halbebene, nimlich diese 


soweit, als unsere Darstellung gilt) einfach und ebenso die Schar der 
orthogonalen Trajektorien: 


— v™h(v) +y¥=4u, 


wo h eine Funktion von v ist, welche denselben Charakter wie p hat und sich 


*) Die Fille des § 4 umfassen ja alle Méglichkeiten; der §§ 2 und 3 bedurften 
wir nur aus methodischen Riicksichten. 
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durch diese eindeutig bestimmt. Wir wollen etwa annehmen, dab x > 0 
| diese Halbebene darstelle. 
Setzen wir noch 


o™- p(v) = a(a), 


| so ist @’(x) an der Stelle O endlich und von Null verschieden; ferner wird 


a dx 
o h(v) a |e 
und daher 

dx 


[oo)— Ao) = ate) +f 8, 
0 
in x nur von der ersten Ordnung Null. 
Infolgedessen laéBt sich die Gleichung 
v"[9(v) —h(v)] =u — 
umkehren und ergibt zum Resultat 


v= (u— ay" H((u—2)"), 


wo H eine regulire, fiir «=z nicht verschwindende Funktion von (w—z)” ist. 
1 


Welcher Wert von (w—z)” zu nehmen ist, ergibt sich aus der Fest- 
setzung iiber den gewihlten Zweig der urspriinglichen Kurve C. 
Somit wird 


2 =(u—z)H™ (u—2), 


1 
y=ut o™h(v) = (ut (u—2)@(u—2), 
wo G ebenfalls eine reguliire Funktion des eingeschlossenen Argu- 
mentes ist. 

Durch diese Substitution wird ein hinreichend kleines Stiick der in 
Betracht kommenden 2, y-Halbebene auf ein ebensolches Stiick der u, 2 
Ebene ein-eindeutig abgebildet. Da 2 =0 in u=a iibergeht, so kommt 
fir die Abbildung (s. Figur 4) die eine der beiden, durch wu =z ab- 
geschnittenen Halbebenen in Betracht; welche von beiden, hingt von 
dem Vorzeichen von H™ ab. (Nehmen wir einmal an, es sei die untere 
Halbebene.) 

Wenden wir nun die vorstehende Transformation auf unser mechanisches 
Problem an, so werden, wie man leicht ausrechnet, a und b positive end- 
liche, und von Null verschiedene Funktionen von a’(x), sodaB die Ungleich- 


heiten | a” | <E-k, 


|e" | <E-k 
bestehen bleiben. 
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Dagegen erhalten die Ableitungen von a und b nach u und ¢z de 
Faktor «”(x), wiihrend der andere Faktor endlich bleibt; und nun ist 





1—m 1 
ae” (x) = v'-™. K(v) = (u—z) ™ g((u—2y") . 
wo K und J regulire Funktionen der eingeschlossenen Argumente darstelle | 














Fig. 4. 


Wenn man also dieselben Betrachtungen wie in den vorhergehende 
Paragraphen anstellt, so aindert sich weiter nichts, als daB das Integral 


f (w’, 2’), uw’ dt 


jetzt dem absoluten Werte nach kleiner wird als 


| a 
. wdt | 
E-K? | a} 
# (u—z) m | 


Nun schrinken wir das Bewegungsgebiet in § 4 noch dadurch ei 
da8 wir verlangen 











—_—o |B ad |, 
wo £> 1, im iibrigen aber eine beliebige Konstante ist. 
Dann wird das vorstehende Integral kleiner als 








1 
und das ist gleich einer endlichen Zahl multipliziert mit |u|". 
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Daher tritt an Stelle der friiher stets benutzten Ungleichung jetzt 
die folgende 


aw?>B(1—9. Bw), 


aus der sich genau dieselben Schliisse ziehen lassen wie friiher. 

Damit ist auch fiir die in diesen Paragraphen erweiterten Voraus- 
setzungen die. Instabilitiét des Gleichgewichts bewiesen. Insbesondere ent- 
halten die bisherigen Ausfiihrungen den folgenden Satz: 

Ist das Potential U(a—y) eine analytische Funktion, die mit Ausnahme 
eines gewissen Kurvensystems, auf dem sie verschwinde, iiberall positiv und 
endlich ist, wnd hat U an jeder Stelle dieses Kurvensystems den Charakter 
einer (ganzen oder gebrochenen) rationalen Funktion, so ist jede Stelle des 
genannten Kurvensystems eine instabile Gleichgewichtslage. 

Die Methoden reichen aber noch weiter und diirften sich noch auf 
manche hier ausgeschlossene Fille ausdehnen lassen. Insbesondere ist 
eine Ubertragung der Resultate auf mehrere unabhiingige Variable ohne 
Schwierigkeiten méglich. 


Géttingen, im September 1902. 


Mathematische Annalen. LVII, 











Zur Theorie der GauB8schen Summen. 


Von 
M. Lercu in Freiburg (Schweiz). 
L 
Es sei @ eine rationale reelle Zahl und es bedeute, wie im folgenden 


itiberhaupt, V° denjenigen Wert der Quadratwurzel, dessen reeller Teil 
positiv ist. Alsdann wird durch das System von Gleichungen 


vn 


F(v +1) = F(x) —ie® , 
F(ot+ @) a F(v)et'@e+) + V2 


eine eindeutige Funktion F'(v) der stetigen Variablen v vollkommen definiert. 
Denn es ergeben sich aus (1) unmittelbar die Relationen 


(1) 


vy 


(2)  F(v+n) -FW)-i De ; 


(22) F(v—n) =F) +i den, 


v=1 


_ n-1 
(2°) F(v+na) _ AGo+ee) P(e) 4+ V2 Zz ervexit (tay noni 
v=0 


in welchen » eine positive ganze Zahl bedeutet. Wir werden hiiufig 
F(v, o) an Stelle von F(v) schreiben, wenn es nétig sein wird, den Parameter 


@ anzugeben; die Funktion F (2, ); welche dem Falle eines positiven 
a= f entspricht, laBt sich dann mit Hiilfe der Gleichungen (2") fiir 


mr und (2%) fiir »=s direkt berechnen, womit unsere Behauptung 
erwiesen ist; ahnlich bestimmt sich F (», _ ~) mit Hiilfe der Gleichungen 
(2*) und (2%). Die Resultate lauten 


ett’ ob cs 


on™ 
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F (», ' -(1—(—1)teto*) 
(3*) r-1 SF 


a ~ +P +Vz : ities 
oae-oer 


: > {a vy +V# > 2Qyoni+ —— 
--i> 


v=1 





(3°) 


vrai 





und sie zeigen, da8 die Funktion F(v) eine eindeutige analytische ist, und 
man kann, allerdings mit Heranziehung von viel komplizierteren Hiilfs- 
mitteln, beweisen, daB F'(v) eine ganze transcendente Funktion von v ist. 
Man verifiziert ferner leicht mit Hiilfe der Fundamentalgleichungen (1) die 
Beziehungen 


(4) F(, 0) =iV/ee* ee © (2, =\+V32, 


(5) F(x, @) + F(1—v, 0) = V2, 
und hieraus vermége (1) 
(5°) F(v, @) + F(—v,0)-V/2 ¢ie® . 


Nimmt man als bekannt an, daB F(v) fiir o=0 und v=5 endlich bleibt, 
so erschlieBt man aus (5) und (5°) die speziellen Werte 


: 1 1 1 (. 
(6) F(3,0)-4V%, FO=+(i+V3), 
oder wegen (3'), wenn @ positiv ist, 
r-1l 282i Vrni — 
, sna 1—(—1)"* /. 
Mier VES - ELVA), 
v=0 v=0 


wVrnai 


r-1 ; s-1 

, (2y + ay 22 r -E 1 — (tae 
@ Sees YF Sys cues, 

v=0 v=0 


Die Gleichung (7) wird sicher immer dann bestehen, wenn rs eine 
ungerade Zahl ist, weil alsdann der Ausdruck 


ss (— er 


fiir v =O von Null verschieden bleibt, und daher die GréBe F(O) sich 
mit Hiilfe von (3') in véllig bestimmter Weise berechnen liBt. In diesem 
36* 
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Falle wird aber auch die Gleichung (7) selbstverstiindlich, da sich in jeder 
der beiden Summen die Glieder paarweise aufheben, und nur die Glieder 
v =O iibrig bleiben. Der allein interessante Fail, wann die Gleichung (7) 
nicht eine selbstverstindliche Identitét wird, ist also der, wann rs eine 
gerade Zahl ist; dann lautet die Gleichung (7) 


M. Lerca. 


r—1 2 sni im, on wernt 
-0 . S rT — P 
. = é = 0 
(7) ‘se +Vad> 
v=0 v=0 


Diese Gleichung kann aber auch in der Form 





vrai r—-1l i373 


(7) Vi ve 8 = Pe e* (rs gerade) 


0 


geschrieben werden, und sie driickt diejenige Beziehung zwischen zwei 
GauBschen Summen aus, welche Kronecker als das Reziprozitiitsgesetz der 
letzteren bezeichnete, und welche bereits im Jahre 1840 (Comptes Rendus 
und Journal von Liouville) Cauchy gelehrt hat. 

Nun lift sich im Falle eines geraden r-s aus dem Bestehen der 


Gleichung (7°) auch umgekehrt die Endlichkeit der GréBe F(v, -) fiir 
v = 0 nach (3') leicht erschlieBen; da alsdann nach (2°) F(n@) = F (“*) 


s 
und somit wegen (2") und (2*) auch F (=) (k=0, +1, +2,---) endlich bleiben 
muB, und weil ferner nach (3') die Funktion F(v) keine anderen singu- 
liren Stellen haben kann, als die Pole erster Ordnung v = : , so ist dann 
die Funktion F(v) iiberall endlich und somit ganz. Es laiBt sich daher 
aus dem Bestehen der Cauchyschen Reziprozitit (7°) allein schon der 
Umstand erschlieBen, daB F (2, ) eine ganze Transcendente ist, sobald 
rs eine gerade Zahl bedeutet. 

In ahnlicher Weise laBt sich aus dem Bestehen der Gleichung (8) 
fiir ein ungerades r-s die Folgerung ziehen, daB auch in diesem Falle 

rT . . . 

F(e, *) eine ganze Funktion ist. 

Wir gehen nun dazu iiber, die Gleichungen (7) und (8) direkt zu 
begriinden *). 

*) Kronecker entwickelte die erste Reziprozitiitsgleichung, welche auf die Rela- 
tion (7) zuriickkommt, nach Andeutungen Cauchys (1. c.), in seiner Abhandlung ,,Ueber 
den vierten GauBschen Beweis des Reziprozitiitsgesetzes fiir die quadratischen Reste“ 
(Monatsberichte der Berliner Akademie, 1880), hat dann fiir dieselbe eine aus 
Dirichletschen Prinzipien geschépfte Ableitung gegeben (Festschrift d. math. Gesell- 
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Il. 


Eine verhiltnismaBig einfache und durchsichtige, sowie strenge Be- 
griindung der Cauchyschen Reziprozitiitseigenschaft der GauBschen Summen 
beruht auf der Formel 


<1 — = wtnp . 
= ut+n - . 
(9) : > e @ =Va eer tones, 


ra=-—-@® rn=-—-@ 


welche sich im GauBschen Nachla8 vorfand und welche selbststindig von 
Cauchy entdeckt wurde und spiiter bei Jacobis Untersuchungen iiber die 
elliptischen Transcendenten auftauchen mute; in derselben bedeutet a 
eine komplexe GréBe, deren reeller Teil positiv ist, und die Quadratwurzel 


Va ist durch die Bedingung, da8 ihr reeller Teil positiv sei, unzweideutig 
bestimmt. Neben der Formel (9) kommt namentlich der Spezialfall «—0 
in Betracht, d. h. 


(9°) dye ‘ =Va Dew 


rxa=—-@ rza=—-@ 


Es seien nun A, uw zwei von Null verschiedene ganze Zahlen und 
man betrachte die Funktion 


(10) p@)- ie" Ci), 


a=—-@ 


in derselben muB der reelle Teil der unabhangigen Veriinderlichen x positiv 
sein, und wir wollen das Verhalten von g(«) fiir unendlich kleine Werte 
von x untersuchen. Zu dem Zwecke fiihren wir in (10) die Substitution 
n=2um+eo (O<e<|2u|; m=0,+1,+2,+3,---) aus; setzen wir der 
Kiirze wegen 

g 


(10°) P(x) = > Cie (m+ a1) 


nr=—@ 
schaft in Hamburg, 1900; Vorlesungen iiber die Theorie der Integrale, herausg. von 
E. Netto, 1894). 

DaB die von Cauchy benutzten, zum Teil von Laplace stammenden und von 
Kronecker ebenfalls angewendeten Grenziibergiinge nicht vollkommen streng sind, 
habe ich vor mehreren Jahren erkannt, und habe namentlich 1887 in einem Aufsatze 
(Jornal de sc. math. e astron.; Porto; vol. VIII) die nétigen Ergiinzungen ausgefiihrt. 
Der eigentliche Zweck jenes Aufsatzes war allerdings kein algebraischer, sondern 
es handelte sich um einen neuen Beweis der Tatsache, daB die elliptische Transcen- 
dente @,(0|q@) tiber die reelle Achse hinaus in die negative Halbebene @ nicht fort- 
gesetzt werden kann. 
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so lautet das Resultat 
|2uj—-1  gani 
(10°) o(z)= Se * g(a). 
e=0 
Wir setzen nun «= £+ in, § >0, und machen die Annahme, daB das 
Verhiltnis ; in endlichen Grenzen bleibt, wihrend beide GréBen & und 7 


unendlich klein werden. 
Setzt man in der Gleichung (9) 


so ergibt sich 





oder iibersichtlicher geschrieben 


2 nn 

1 1 2. Se nox 
10° x) = ——- + - > ~e 42 cog —— 
es Pol ) j2u|Va  |e| 7 Va u 

r= 

Nun ist aber wegen x = & + in 

| «<2 ~~. 

e 42! —e 4u75 oom 





wean 6 = z gesetzt wird. Die Annahme, daB dieser Quotient 6 in end- 


lichen Grenzen bleibe, ergibt die Ungleichung 


229, 


wobei g eine positive, von x unabhiingige GréBe bedeutet. Es ist dann 


nn | 2rn2°gn 





|.- 1 - =F 
ae » 42 eos  |<4° at 
und weil fiir hinreichend kleine £ die Ungleichung 
1 -7% 
—e #5 <9 
VE 
bei vorgeschriebenem positiven @ erfillt wird, so ist 
nn -<e 
—— va? 42 og “2% 








da aber die Reihe 
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z. B. fir <1 unterhalb einer konstanten Grenze G bleibt, so folgt 
hieraus die Ungleichung 


Cc) wn 


> + ¢° T= eos “2% 
Va ue 


n=1 


< 0G, 








sobald x hinreichend klein wird, wenn nur die iiber 4:§ getroffene Voraus- 
setzung erfiillt ist. 

Damit wird aber bewiesen, daB der zweite Teil der rechten Seite 
von (10°) zu gleicher Zeit mit 2 unendlich klein (und zwar sehr intensiv) 
wird, soda8 also die Grenzformel 


a i — oe 
wn in [rd 
folgt. 


Setzen wir demnach in geringer Abweichung von Kronecker 


|\2u|—-1 a@iani 


1 — 
(11) Gaw—t See, 
a=0 
so ergibt sich aus (10°) und (10°) die gewiinschte Beziehung 
; Ga, u) 
12 lim | x) — mae a = (0 
(12) lim [ p(e) — 20s 


Sie kann in noch schirferer Weise durch die folgende Formel aus- 
gesprochen werden 


(12*) , (0|— 5 + ia) = 2 + B, 


in welcher R eine Funktion von x bedeutet, die mit x so intensiv gegen 
die Null konvergiert, daB dabei alle Quotienten 


R 
= (m = 1,2, 3, 4,---) 


m 
x 


unendlich klein werden*). 
Eine Konsequenz der Gleichung (12) ist die Formel von Cauchy 
und Kronecker 


(12°) lim V(x) = Ty (A, w). 


Aus dem Bestehen der Formel (12*) schlieBt man, daB die Funktion der 
komplexen Verinderlichen 





*) Man bemerkt die Analogie der Formel (12*) mit gewissen halbkonvergenten 


Entwickelungen, wie z. B. mit derjenigen fiir die Lambertsche Reihe > ; 


e"* —1 





fiir kleine 2. Néaheres dariiber findet sich in einer spiteren Notiz. 
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9,(0|@) =1+4 2S) eter 
n=1 
nur in positiver (nérdlicher) Halbebene existieren kann. Denn bedeutet 
(a@---B) ein Stiick der reellen Achse, so ist entweder fiir simtliche 


rationale Werte — < des Intervalls (« --- 6) der Ausdruck G(A, u) gleich 


Null, und dann wird nach (12*) die Funktion #,(0|@) unendlich klein, 
wenn sich @ irgend welchem rationalen Werte des Intervalls (« --- A) 
nahert. Wire daher #,(0|/@) im Intervalle synektisch, so miiBte es 
daselbst iiberall gleich Null sein, und die Funktion miiBte somit fiir 
simtliche @ verschwinden, was aber nicht der Fall ist. 

Man betrachte jetzt das Punktsystem (Mannigfaltigkeit) der rationalen 
Werte —A:u, in welchen G(A, uw) von Null verschieden ist. Jedes Intervall 
der reellen Achse, in welchem das betrachtete Punktsystem nicht iiberall- 
dicht vertreten ist, mu8 nach dem Vorhergehenden eine singuliire Strecke 
fiir #,(0|@) sein. Ist aber im Intervalle (a --- 8) unsere Mannigfaltigkeit 
iiberalldicht vertreten, so werden sich in der komplexen Umgebung eines 
jeden Punktes von (a---) Stellen finden lassen, wo nach (12*) die 
Funktion #,(0|@) beliebig groBe Werte annimmt; dieselbe kann also 
wieder in keinem Teile von (a---) synektisch sein*). 

Indem wir nun wieder zu unserem Gegenstande zuriickkehren, setzen 


wir in (99) a=a2+ ; , wobei x reell und alsdann positiv vorausgesetzt 
werde; multipliziert man auf beiden Seiten mit Vx, so kommt zuniichst 


n? 2 


(a) tin (Yo+ Bye Se") = lm vee +“ 


z=0 
—@ —@ 


Die linke Seite ist nach (12°) offenbar 


1 i 

a GG, 0 V*, 
wobei die Quadratwurzel ihren reellen Teil positiv hat. Um aber den 
Ausdruck auf der rechten Seite von (a) zu ermitteln, beachten wir, dab 


= . a's —pt, . 
— ua + Pipe a 
z+ — 
u 
wenn 
a 
a *= 7 —tipa 





*) Man vergl. hierzu unseren oben zitierten Aufsatz. 











gese 
reell 


(b) 


ist, 


hat 


(1! 
be 
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gesetzt wird. Der imaginire Teil von z wird hier im Verhiltnis zum 
reellen unendlich klein (mit x), und somit nach (12°) 


. : —- =. —-vn a 1 7 
(b) lim Vs De ( = 1 @—u,2). 
Da aber i 

lim Ye =| 


Vz |e 
ist, so ist aus (b) zu schlieBen, daB die rechte Seite von (a) den Wert 
a 1 1 an 
Je | OOo 8) = i Ho 
hat; damit ist aber die Cauchy-Kroneckersche Reziprozitit 


‘ . hi 
(13) Ga, w) VE = Ga, a) 
bewiesen. 
Da nun wie leicht zu sehen 

a1 ne Se ee 

(11°) G(a,p) - tS See, 
a=0 

so wird sich aus (13) fir 4=r, w=s, (rs gerade) die Gleichung (7°) 
ergeben; die Beziehung (7) ist daher bewiesen. 


Ti. 


In den Berliner Monatsberichten vom Jahre 1880 versuchte Kronecker 
aus dem Bestehen der Relation (13) mit Riicksicht auf (12°) umgekehrt 
die Transformationsformel (9°) zu deduzieren*). In einer Fortsetzung**) 
bemerkt er spiiter, daB seine Schliisse auch dann bestehen bleiben, wenn 
man an Stelle von (13) die rein algebraisch zu begriindende Tatsache 


= G (A, w) 
ath = $1 
G(— u, a) i 
beniitzt. Er beruft sich dabei auf den Cauchyschen Integralsatz fiir den 
Fall einer Kreisfliche 
(a) o() —1=<5, | S-* ae, 


220, a—é 





in dem er unter ®(z) das eine Mal die Funktion 


*) Seite 696 u. ff. 
**) Seite 854 daselbst. 















562 M. Lercu. 
(b) Vig? 2 (log-log y=1, ) 
” _ n=0,+1,+2,--- 


das andere Mal ihr Quadrat setzt. In der Formel (a) hat die Kreisflache 
einen Halbmesser |x| =7< 1, welchen Kronecker gegen Eins konver- 
gieren laBt. Er setzt x = re***', ferner 


®(x) —1 
Oy = ues), 


nimmt dann an Stelle von (a) (S. 697, Z. 3) 


ul 
: lim (r ~) 
= 2 lim x (7, -7)> 
A=0 


eine Gleichung, die durch nichts begriindet wird. 
Thre Quelle ware in der Formel zu suchen 





(c) 





(8) —1=fx(r,sre™™ds, (Bl <r<1), 
0 


welche aus (a) durch obige Substitution hervorgeht; die rechte Seite ist 
alsdann gleich 
w—t 2ani 


‘ 1 r : 
lim — > z(r,—) ree, 
u=o 





und man hitte daher die richtige Gleichung 


unt Qani 


(c’) (8) — 1 = lim lim = Sx (r,<)e *, 


r=1 w=@ - 


wenn sich von der Funktion ®(&) beweisen lieBe, daB sie innerhalb des 
Kreises || <1 synektisch bleibt*). Aber auch nach Beseitigung des 
formalen Versehens, das sich in Kroneckers Formel (c) eingeschlichen 
hat, spricht kein Grund fiir ihre Richtigkeit. Denn die Gleichung 


(e”) lim Jim | 3 x(r, =) =e + Sima ( =); 
i i sige 4=0 


welche die korrigierte Kroneckersche Formel (c) wiedergeben wiirde, ist 
nur dann richtig, wenn die Funktion z(r, s) gewisse Grenzbedingungen 
erfiillt, von denen in der Kroneckerschen Beweisfiihrung gar keine Rede ist. 


*) Eine Wiedergabe der falschen Ausfiihrungen Kroneckers findet sich in Herrn 
Bachmanns Analytischer Zahlentheorie (Leipzig, 1894), S. 179—183. 














ren ee vet OL Od 





ie 

















563 


AuBerdem ist kaum leicht direkt nachzuweisen, daB der Ausdruck 
(b) oder sein Quadrat innerhalb der Kreisfliche |x| <1 eindeutig bleibt. 
Denn nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt verwandelt sich 
log x in log x + 22%, 
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y in greetsas gn in Gomer. 


und es miiBte daher zuniichst der Nachweis gefiihrt werden, daB die GréBe 


. ecient chained nt nti wn 
(b’) V tog 2 — — 2xi- Fil 


TT 
Dae 


bis auf das Vorzeichen mit der GréBe (b) iibereinstimmt. 

Aus diesen Griinden ist der Beweisversuch Kroneckers als vollstindig 
verfehlt zu bezeichnen. Ja er ist sogar dadurch nicht zu retten, daB man 
den Cauchyschen Integralsatz durch einen anderen Fundamentalsatz der 
Funktionentheorie ersetzen wiirde, der besagt, daB eine analytische Funk- 
tion von @ (o=x+iy,y>0) identisch verschwindet, wenn sie sich zu 
gleicher Zeit mit y der Null niahert. 

Es wurde namlich bewiesen, daB die GréBe 


V2%,0)0) 


(d) ®, 0| = 
in 
Ve G(A, w) 
Gp)? 


also in +1 iibergeht, wenn @ sich dem rationalen Werte — + unendlich 


nihert, aber iiber das Verhalten der GréBe (d) beim Grenziibergang 2u 
irrationalen Werten von @ ist nichts bekannt. 

DaB die hier dargelegten Bedenken auch tatsiichlich begriindet 
erscheinen, la8t sich am bequemsten durch die Betrachtung der Funktion 


cy 1\? : 
f(@) = 2 3S) (—1)" @n+1) or, 
n=0 
d. h. von 
1 , 
f(@) = = #/O|o) 
dartun. 
Setzt man @ = ix — =, und beniitzt die bequemere Form 


fla) = > -1ypengsyel*3) 


ta=—-@ 
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so verwandelt sich durch die Substitution » = 2um-+ der Ausdruck 
f(@) in 


er 1\2 ani _@ 
(e) Re (—1)e0” (e+) HS) Apt 2Qet lye teerintor, 
- urua=—-@ 
wobei 
_ 2e+1 


4 


gesetzt wurde. Differenziert man nun die beiden Seiten der Gleichung 
(9) nach uw, so folgt 


> ™ (u+n) — 
- u 2 ; ; 
(n+u)e 6 = — i-aVa > es 


rza=—-@ r=—-@ 


; , 1 , 
wird hier a = ita? “= % genommen, so ergibt sich 
nn 


o ao 
1 -— 
> (m+ 6) e~ 42x (m+ oP — — > ne **sin 2noz; 


a 4|\u\Sa Ya 





n=1 


die rechte Seite wird aber mit x unendlich klein, und deshalb niahert 
sich auch der Ausdruck (e) zugleich mit x der Null; also 


lim f (ix — =) = ®. 


Die Funktion f(@) nahert sich daher der Null, wenn @ gegen einen 
rationalen Wert konvergiert, und trotzdem bleibt die Funktion f(@) in 
der ganzen Halbebene von Null verschieden*). 


IV. 
Es bleibt uns noch iibrig, die Gleichung (8) zu beweisen, um die 
Eigenschaft von F (u, “) als ganze Funktion von wu auch fiir ungerade 


r-s zu begriinden. Ich betrachte zu dem Zwecke die Ausdriicke: 


*) Wenn man die Theorie der elliptischen Funktionen nicht benutzen will, so 
ist von den Beweisen der Relation (9) der von GauB und Cauchy wohl am einfachsten. 
Derselbe beruht auf der trigonometrischen Entwickelung der linken Seite, man kann 
aber auch vom Laurentschen Satze Gebrauch machen. Eine andere Begriindung 
desselben Resultates kann aber auch mit Hiilfe eines Fundamentalsatzes der Theorie 
der erzeugenden Funktionen geleistet werden, welchen ich im Jahre 1892 in den 
Schriften der Prager Akademie bewiesen habe, und dessen neue Bearbeitung im 27. Bande 
der Acta mathematica abgedruckt ist. 
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vo) Seape rs 


(2) = Sie bra) rs 


denselben Schliissen, wie oben, daB die Differenzen 


, = _ Gani 
¥(x) — ——_- —1fe *# 
(« irelve & | ) 


|2@|—1 ( a) ass 


1 -(e+ 
x“) — ——- e sade 
u(@) a ae 


e=0 


mit 2 unendlich klein werden. 
Setzt man daher: 


(14) 


so folgt: 





. |2a@|—1 _ Gani 
Gaw=z Dike * 
e=0 

|2u|—1 1\2ani 


1 —le+=) — 
aawW—-_7 Dewy, 
e=0 


lim Vr (2) = 7) Gol, #), 
x=0 


i" 1 
lim Vx x(a) = jel G, (4, 4); 
x=0 


und wenn man in der Thetarelation 


Va > (—1)*e-2"* = ye (»+5) 


? 


Es ergibt sich durch Anwendung von 


gla 


genau 


an Stelle von a den Ausdruck 2 += setzt, dann beide Seiten mit Vx 


multipliziert und zur Grenze fiir « = 0 iibergeht, so ergibt sich die neue 


Beziehung 
(15) 


Go(A, u) Ve = G,(—u, 4), 


die schon Kronecker bekannt war*). 


*) lL «., 8. 860. 
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Man leitet ferner aus (14) unmittelbar ab 


Ani 


14 (—1e te - 
Got, u) — EPS aye, 
e=0 





(14>) iia 
: 1 (— 1h +9 — e+ 1p 22! 
G,(a,) = tC? ye ue 

‘ e=0 


und hieraus folgt vermége (15) fir 4 =r, #=s, wenn rs ungerade ist, 
die Relation (8). 

Die Tatsachen, daB einerseits die Gleichungen (1) eine ganze transcen- 
dente Funktion F’(u) definieren, und daB andererseits die Reziprozititen 
(13) und (15) bestehen, finden sich in solchem logischen Zusammenhange, 
daB jede derselben als eine Konsequenz der anderen erscheint. 

Dabei vermitteln die Reziprozitiiten einen Zusammenhang zwischen 
den elliptischen Theta-Nullwerten @,, 0), #,, und zwischen derjenigen 
analytischen Funktion der komplexen Verinderlichen uw und @, welche die 
Gleichungen (1) befriedigt. Ein Unterschied zwischen den beiden Kategorien 
von Funktionen tritt hier in der Form auf, daB die eben erwahnten 
Theta-Nullwerte auf die positive Halbebene beschriinkt sind, wihrend sich 
F(u,@) in Bezug auf in der reellen Achse (auBer in @=0) reguliir 
verhalt. Aus diesem letzten Umstande glaube ich schlieBen zu diirfen, 
daB die Reziprozitiiten (13) und (15) vielmehr der Theorie der Funktion 
Fu, @) als der der elliptischen Funktionen angehéren. 

Wenn der imaginire Teil von @ positiv ist, so hat die analytische 


Funktion*) 
<= 2+ te P d 
vivo) =f ots ) Ht 


dieselben Eigenschaften wie F'(w, @); daB sie iiber die reelle Achse hinaus 
in die negative Halbebene fortgesetzt werden kann, erkennt man leicht 
durch Modifikation des Integrationsweges; fiir rationale reelle Werte des 
@ stimmt daher Y(u,@) mit unserem Fu, @) iiberein; die Higenschaft 
von V(u) = F(u) als ganze Funktion von u tritt dabei in Evidene. 

Kine elementare Herleitung der Eigenschaften unserer Transcendente 


F (u, aa x) so wie sie hier versucht worden ist, erscheint wohl als wiinchens- 


*) Die Grundlagen der Theorie der Funktion ¥(u, @) habe ich in zwei Abhand- 
lungen entwickelt, welche unter den Schriften der Prager Akademie (1892, Nr. 24 
und 1893, Nr. 23) erschienen sind. AuBerdem habe ich — in etwas abgeinderter 
Form — dariiber in der 66. Naturforscherversammlung in Wien einen Vortrag 
gehalten. 
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wert, und es wire eine wesentliche Vervollkommnung der Theorie, wenn 
es einmal gelingen sollte, das Hauptresultat unabhaingig von der Theorie 
der elliptischen Funktionen und von der Integralrechnung zu ergriinden*). 


Dasselbe Verfahren, welches wir oben zur Bestimmung von F' (u, ++) 


benutzten, leistet die Darstellung — in endlicher Form — jeder Funktion, 
welche einfache Periodizitiitsbeziehungen gegeniiber dem Parallelogramm 
(1, @) besitzt, und bestimmt und endlich bleibt, wenn @ in eine reelle 
rationale Zahl iibergeht. 

Die arithmetischen Funktionen G,(A, w) und G,(A, w) sind eigentlich 
keine neuen Gebilde, da wie man leicht sieht 


Go(a, w) = G(A+m,u) (A ungerade), 


und (uw ungerade), 
Ani 


G.(4,u) =e * G(A+u,u), wenn A ungerade, 
Gy(2h, w) = i" Gh, w). 
Auch 1aBt sich die Relation (15) mit Zuhiilfenahme von (13) direkt beweisen. 
Die Auswertung der Summen G, und G, geschieht daher mit Hiilfe 
der bekannten Resultate 


G(2h, m) = (") Ym, (m=1, mod. 4), 


G(n, 2k) = (5) (1—-*) Vk, &>0), 


wobei angenommen wird, daB die beiden Argumente 2h und m, resp. n 
und 2k relativ prim sind, und die Quadratwurzeln entweder positiv oder 
imaginar positiv sind, wie im folgenden iiberhaupt. Es ist dann 


G,(a,m) = () Vm, (m=1, mod.4), 

Gin, 28) = (-1) #1 (4) a—ieoy YE, D0), 
G(m, w) = =" (gh) Ves 

G,(2h, m) = (— i) (5) Ym, 


wobei immer m= 1 (mod. 4), und w ungerade vorausgesetzt wird. 


*) Ich bemerke nur noch, daB das Existenzgebiet der Funktion ¥(u, m) in Bezug 
auf m eine Riemannsche Fliche ist, die aus einer vollen Ebene o = «-+ ty als oberem 
Blatt und aus einer Halbebene y<0 als unterem Blatt besteht; die Ubergangslinie 
verliiuft von = 0 bis o =o in der negativen Halbebene, und die reelle Achse des 
unteren Blattes ist eine singuliire Linie der Funktion. 
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Uber die ‘arithmetische Gleichung Cl(—A)=1. 
Von 


M. Lercu in Freiburg (Schweiz). 


Wir betrachten die quadratischen Formen az* + bay + cy? = (a, b, c), 
in welchen der mittlere Koeffizient b nicht notwendig gerade zu sein 
braucht*). An Stelle der Gaufschen Determinante tritt dann die Dis- 
kriminaute D = b? — 4ac; wir bemerken, da die Gau8schen Formen der 
Determinante » nichts anderes sind als die Kroneckerschen Formen mit 
der Diskriminante 4n. 

Wir bezeichnen im folgenden mit Cl(—A) die Anzahl der positiven 
und primitiven Klassen der quadratischen Formen der negativen Diskrimi- 
nante — A; letztere kann immer in der Form — A,Q* vorausgesetzt 
werden, wobei Q eine positive ganze Zahl und — A, die der — A ent- 
sprechende Fundamental- (oder Stamm-) Diskriminante bezeichnet, iiber 
deren Definition man die zitierten Arbeiten nachsehen kann. 

Die bekannte Relation 


(1) cu—-A,@) = = @ TJ (1-(—*) 2). 


gestattet dann die Bestimmung der Klassenzahl auf den Fall einer Funda- 
mentaldiskriminante zuriickzufiihren; darin bedeutet in iiblicher Weise 1, 
die Zahl 2, wenn A,>4, dagegen ist r= 4 fiir A,=4 und 1, =6 
fir A, = 3. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB den Diskriminanten — A fiir A =3, 
4,7, 8, 11, 19, 43, 67, 163 nur eine Klasse entspricht; ob dadurch die 





*) Diese iiltere Gestalt der quadratischen Formen bietet gegentiber der von 
GauB und Dirichlet behandelten ax*+ 2bay-+ cy? gewisse Vorziige; die Modi- 
fikationen, welche alsdann in den Dirichletschen Resultaten einzutreten haben, finden 
sich in den Arbeiten Kroneckers (Berliner Sitzungsberichte, 1885, p. 768 u. ff.) und des 
Herrn H. Weber (Géttinger Nachriehten, 1893). Als Kommentar der Kroneckerschen 
Arbeiten ist tiberdies ein Werk des Herrn de Séguier (formes quadratiques et multi- 
plication complexe; Berlin, F. L. Dames, 1894) zu nennen. 
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Gesamtheit der Diskriminanten, wofiir Cl(—A)=1 ist, erschépft sei, 
liBt sich mit den uns zu Gebote stehenden Hiilfsmitteln kaum erledigen. 
Deswegen verdient das neulich durch elementare Betrachtungen begriindete 
Resultat des Herrn Ed. Landau (Math. Ann. Bd. 56, p. 671), nach 
welchem die negativen GauBschen Determinanten —1, —2, —3, —4, —7 
die einzigen sind, denen die Klassenanzahl h = 1 zukommt, ein besonderes 
Interesse. Dasselbe liBt sich auch so formulieren, daB die Gleichung 
Cl(—4n) =1 nur die fiinf Lésungen’n = 1, 2, 3, 4, 7 zulaBt, und kann 
leicht mit Hilfe der Relation (1) und mit Beniitzung der analytisch 
leicht zu verifizierenden Tatsache, daB Cl(—A,) fiir zusammengesetzte 
Fundamentaldiskriminanten aufer fiir A, = 4 und 8 immer gerade ist, 
bewiesen werden. Das soll im folgenden gezeigt werden. 

In der Gleichung (1) bezieht sich das Produkt auf der rechten Seite 
auf alle verschiedenen Primfaktoren g von Q; wir setzen Q = Q’- []« 


sodaB also Q’=1 sein muB, wenn Q durch kein Quadrat teilbar sein 
soll; alsdann lautet die Gleichung (1) wie folgt 
; 2 nas 
(1*) cua) = = & [J (a—()) eu). 
qg 


q 


Ist nun zunichst A, = 4, also tr, = 4, so wird 
Se —4 
@) cu-4@) = @ T] @-(@)): 
g 


Fir q = 3,5, 7,--+ ist immer g — (=) => 4, und daher wird die rechte 


Seite von (2) immer die Einheit iibertreffen, wenn Q ‘eine ungerade Prim- 
zahl enthalt; die hier einzig zulissige Primzahl g = 2 ergibt aber 


—4 
= (@-G))=1, 

und es muB daher Q’=1, Q@=2 sein, wenn Cl(—4Q*) den Wert Eins 
haben soll. D. h. 

ydie Gleichung Cl(— 4Q*) = 1 hat nur die zwei Lisungen 

QY=1 und Q= 2%. 
Es sei zweitens A, = 3, also tr, = 6; dann lautet die Gleichung (1*) 

einfach 


(3) cu(—-3@) = 4 @ [J («-())- 


Ist eine der Primzahlen g gréBer als 3, so ist die rechte Seite immer 


gerade und daher gréBer als Eins; ferner ist g — (=) gleich 3 fiir g =2 
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sowie fiir q = 3, und es kann daher, da Q’=1 genommen werden mui 
die Zahl Q nur die Werte 2 oder 3 haben, sodaf 
ydie Gleichung Cl(—3Q*)=1 keine anderen Lésunge 
als Y= 1, 2,3 aulaBt. 
Ist schlieBlich A, > 4, also 2 =1, so kann die rechte Seite von (1? 
nur fiir Q@—=1 und fiir primzahlige A, oder fiir A,=8 ungerade sei 
Ist zunichst A, = 8, so wird g — (=) immer von Eins verschieder 


und daher Cl(—8 Q*) = 1 nur fiir Q@ = 1 stattfinden. 
Ist aber A, eine Primzahl, so kann héchstens Q@=q = 2 dem Aus 


2 

a —1,41 
wenn A, =7 (mod. 8) ist. Nun ist in der Tat Cl(—7) =1, also aucl 
Cl(—4-7)=1; dagegen fir A, =8k—1,k>2 hat man mindesten 
zwei iniquivalente reduzierte Formen der Diskriminante — A, = 1 — 8k 
namlich 


druck (1*) den Wert Eins erteilen, und zwar nur wenn ( 


(1,1, 2k), (2, 1, &), 
und . 2 wird nie Cl(—A,) den Wert Eins haben, falls 
A, = 8k-—1>7. 
Allés zusammengefaBt, hat die Gleichung Cl(— A) = 1 die Lésunger 
= 4, 8; 3, 12, 27; 8; 7,28; auBer denselben besitzt sie nur primzahlige 
Sadao und zwar von der Form A= 8k-+ 3; einige derselben sine 
tatsiichlich bekannt, namlich A = 11, 19, 43, 67, 163, es bleibt jedoch 
dahingestellt, ob es deren mehrere gibt. 

Damit ist auch das Resultat des Herrn Landau bewiesen. Die von 
ihm beniitzte Methode, weil sie auf die Gleichung Cl(—4A,) = 3 zuriick- 
kommt, versagt bei der Behandlung der Gleichung Cl(—A)=1 fiir 
ungerade A; man kann nur schlieBen, daB in diesem Falle simtliche 
Ausdriicke 


4, att _p,p + 1-2, p+2-3,---,p+ m(m+1) 





“a ' ; - 
wenn ™ = a~< Primzahlen sein miissen. 
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Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft. 
Mathematisch-naturwissenschaftliche Sektion. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig, im Marz 1903.) 


Fiir das Jahr 1906. 


Durch neuvere Arbeiten von Hurwitz, Matter, Krause*) u. a. hat die 
Theorie der Bernoullischen Zahlen und Funktionen nach verschiedenen 
Seiten hin eine bemerkenswerte Erweiterung erfahren. Da eine Fort- 
setzung dieser Untersuchungen nicht bloB fiir die Funktionentheorie, 
sondern auch fiir die Zahlentheorie wie fiir die Theorie der elliptischen 
Funktionen von Wichtigkeit sein diirfte, so wiinscht die Gesellschaft dazu 
die Anregung zu geben und schligt, ohne damit die Arbeitsrichtung 
etwaiger Bewerber beschranken zu wollen, 


eine Untersuchung der den Bernoullischen Zahlen analogen 
Zahlen, namentlich im Gebiete der elliptischen Funktionen vor, 
welche die komplexe Multiplikation zulassen. 

Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wenn nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzisischer Sprache 
zu verfassen, miissen einseitig geschrieben und paginiert, ferner mit einem 
Motto versehen und von einem versiegelten Umschlage begleitet sein, 
welcher auf der AuBenseite das Motto der Arbeit triagt, inwendig den 
Namen und Wohnort des Verfassers angibt. Jede Bewerbungsschrift 
mu8 auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche 





*) Hurwitz, Gittinger Nachr. 1897, 8.273 und Mathem. Annalen Bd. 51, 8. 196, 
Matter, Naturforsch. Gesellsch. Ziirich 1900, 8. 238, Krause, Leipziger Berichte 
1902, S. 139. 
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die Arbeit fiir den Fall, daB sie nicht preiswiirdig befunden wird, zuriick- 
zusenden ist. Die Zeit der Kinsendung endet mit dem 30. November des 
angegebenen Jahres, und die Zusendung ist an den derz. Sekretiir der 
Gesellschaft zu richten. Die Resultate der Priifung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im Mirz des folgenden 
Jahres bekannt gemacht. Die gekrénten Bewerbungsschriften werden 
Eigentum der Gesellschaft. 
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